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区間 $I=(l_{1}, l_{2})$ 上の尺度関数 $s$ , スピード測度関数 $m$ , 消滅測度関数 $k$ によっ

て導かれる一次元広義拡散過程を $\mathbb{D}_{s,m,k}$ [ $l_{1}$ が $(s, m, k)$-regular のとき吸収壁] と

し，その作用素を $\mathcal{G}_{s,m,k}$ とする．$p(t, x, y)$ を $\mathbb{D}_{s,m,k}$ の $m$ に関する推移確率密度と
する．ここでは，端点での状態を Feller に従い regular, exit, entrance, natulal と
よぶ ([1]).

$\beta\geq 0$ に対して，$\mathcal{H}_{s,m,k,\beta}$ を正の $\beta$-調和関数，すなわち，$\mathcal{G}h=\beta h$ を満たす $h$ の

全体の集合とする，$h\in \mathcal{H}_{s,m,k,\beta}$ に対して，

$p_{h}(t, x, y)=e^{-\beta t}p(t, x, y)/h(x)h(y)$

とおくと尺度関数 $s_{h}$ とスピード密度関数 $m_{h}$ が次で与えられる一次元拡散過程
$\mathbb{D}_{S_{h},m_{h},0}$ [ $l_{1}$ が $(s, m, k)$-regular のとき吸収壁] が得られる．すなわち $p_{h}(t, x, y)$ が
$m_{h}$ に関する推移確率密度となり，作用素が $\mathcal{G}_{sm0}h,h$, で与えられる．

$s_{h}(x)=l^{x}h(x)^{-2}ds(x) , m_{h}(x)=l^{x}h(x)^{2}dm(x) , c\in I.$

ここでは，この変換によって得られる一次元拡散過程の端点での状態が regular の

場合，端点を反射壁とした過程 $\mathbb{D}_{s_{h},m_{h},0}^{*}$ [ $l_{1}$ が $(s_{h}, m_{h}, 0)$-regular で反射壁] の局所
時間の逆に現れるレヴイ測度について議論をする．
一次元拡散過程 $\mathbb{D}_{s,m,k}$ が $supp[m]=I$ , 端点 $l_{1}$ : $(s, m, k)$-regular を満たすとき，

推移確率密度関数 $p(t, x, y)$ が次のように表現できることが知られている．

$p(t, x, y)= \int_{[0,\infty)}e^{-\lambda t}\psi(x, \lambda)\psi(y, \lambda)d\sigma(\lambda) , t>0, x, y\in I,$

ここで $d\sigma(\lambda)$ は，次を満たす．

$\int_{[0,\infty)}e^{-\lambda t}d\sigma(\lambda)<\infty, t>0$ . (1)
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更に，$\psi(x, \lambda),$ $x\in I,$ $\lambda\geq 0$ , は次の積分方程式の解である．

$\psi(x, \lambda)=s(x)-s(l_{1})+\int_{(l_{1},x]}\{s(x)-s(y)\}\psi(y, \lambda)\{-\lambda dm(y)+dk(y)\}.$

一次元拡散過程 $\mathbb{D}_{s,m,k}$ の端点の状態が regular でない場合，一般にはスペクトル表
現をもつかどうかわからない．しかし，先で述べた変換を用いると次の結果が得ら
れる．

命題 ([4] ) 端点 $l_{1}$ が $(s, m, k)$-entrance, 次の条件を満たすとする．

$\int_{(l_{1},c_{0}]}\{s(c_{0})-s(x)\}^{2}dm(x)<\infty, c_{0}\in I,$

このとき推移確率密度関数 $p(t, x, y)$ が次のように表現できる．

$p(t, x, y)= \int_{[0,\infty)}e^{-\lambda t}\psi(x, \lambda)\psi(y, \lambda)d\sigma(\lambda) , t>0, x, y\in I,$

ここで $d\sigma(\lambda)$ は，(1) を満たし，$\psi(x, \lambda),$ $x\in I,$ $\lambda\geq 0$ , は次の積分方程式の解で
ある．

$\psi(x, \lambda)=1+\int_{(l_{1},x]}\{s(x)-s(y)\}\psi(y, \lambda)\{-\lambda dm(y)+dk(y)\}.$

また一次元拡散過程 $\mathbb{D}_{s,m,k}$ が端点 $l_{1}$ : $(s, m, k)$-regular であるとき，端点 $l_{1}$ を反
射壁にした一次元拡散過程 $\mathbb{D}_{s,m,k}^{*}$ が得られ，その端点 $l_{1}$ での局所時間 $l(t, l_{1})$ は，
連続な非減少関数である．その逆を $\tau^{*}(t)$ とおく．It\^o and McKean によって次の
ことが知られている．

命題 ([2]) 次を仮定する．

$k=0.$

$l_{1}$ is $(s, m, 0)$-regular and reflecting.
$s(l_{2})=\infty.$

このとき，$[\tau^{*}(t), t\geq 0]$ は L\’evy 過程となり，L\’evy measure density $n^{*}(\xi)$ が存在
して，次を満たす．

$E_{l_{1}}^{*}[e^{-\lambda\tau^{*}(t)}]= \exp\{-t\int_{0}^{\infty}(1-e^{-\lambda\xi})n^{*}(\xi)d\xi\},$

$n^{*}( \xi)=\lim_{x,yarrow l_{1}}D_{s(x)}D_{s(y)}p(\xi, x, y)=\int_{[0,\infty)}e^{-\lambda\xi}d\sigma(\lambda)$ ,
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ここで，$p(t, x, y),$ $d\sigma(\lambda)$ は，$\mathbb{D}_{s,m,k}$ に対応した推移確率密度関数とそのスペクトル
表現に現れる測度である．
また変換前と変換後の端点での状態には次のような関係がある．

命題 ([3]) $l_{1}$ が $(s_{h}, m_{h}, 0)$-regular である必要十分条件は，

$l_{1}$ is $(s, m, k)$ -regular and $h(l_{1})\in(0, \infty)$ . (2)
$l_{1}$ is $(s, m, k)$-entrance, $h(l_{1})=\infty$ , and $|m_{h}(l_{1})|<\infty$ . (3)
$l_{1}$ is $(s, m, k)$-natural, $h(l_{1})=\infty$ , and $|m_{h}(l_{1})|<\infty$ . (4)

これらの命題により，変換された一次元拡散過程 $\mathbb{D}_{s_{h},m_{h},0}^{*}$ の端点での局所時間の
逆 $\tau^{*}(t)$ に対応したレヴイ測度 $n^{(h*)}(\xi)$ は次で与えらる．

定理 $h\in \mathcal{H}_{s,m,k,\beta}$ . (2), (3), または，(4) であると仮定し，更に $s_{h}(l_{2})=\infty$ とする．
このとき $[\tau^{*}(t), t\geq 0]$ は L\’evy 過程となり，L\’evy measure density $n^{(h*)}(\xi)$ が存在
する．特に，(2) のとき，次で与えられる．

$n^{(h*)}( \xi)=h(l_{1})^{2}e^{-\beta\xi}\int_{[0,\infty)}e^{-\xi\lambda}d\sigma(\lambda)$

$=h(l_{1})^{2}e^{-\beta\xi} \lim_{x,yarrow l_{1}}D_{s(x)}D_{s(y)}p(\xi, x, y)$ .

(3) のとき，次で与えられる．

$n^{(h*)}( \xi)=D_{s}h(l_{1})^{2}e^{-\beta\xi}\int_{[0,\infty)}e^{-\xi\lambda}d\sigma(\lambda)$

$=D_{\mathcal{S}}h(l_{1})^{2}e^{-\beta\xi} \lim_{x,yarrow l_{1}}p(\xi, x, y)$ .

ここで，$p(t, x, y),$ $d\sigma(\lambda)$ は，$\mathbb{D}_{s,m,k}$ に対応した推移確率密度関数とそのスペクトル
表現に現れる測度である．

最後に例を述べる．
例 [Radial Ornstein Uhlenbeck process]

$\mathcal{G}=\frac{1}{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}+(\frac{2v+1}{2x}-\kappa x)\frac{d}{dx}$ , $on$ $I=(0, \infty)$ ,

ここで，$\nu\in \mathbb{R},$ $\kappa>0$ . このとき，尺度関数とスピード測度は次で与えられる．

$ds(x)=x^{-2\nu-1}e^{\kappa x^{2}}dx, dm(x)=2x^{2\nu+1}e^{-\kappa x^{2}}dx,$
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境界での状態は，右端点 $0$ は，$(s, m, 0)$-exit $(v\leq-1)$ , regular $(-1<\nu<0)$ ,

entrance $(0\leq v)$ , 左端点 $\infty$ は，$(s, m, 0)$ -natural となる．またスペクトル表現を持
つための条件を満たすのは，次のときである．

$\int_{0}^{1}\{s(1)-s(x)\}^{2}dm(x)<\infty\Leftrightarrow|v|<1.$

(1) $-1<v<0$ のとき

$\mathbb{D}^{*}:\mathcal{G}$ に対応する一次元拡散過程 [ $0$ : 反射壁]
$n^{*}(\xi)$ : L\’evy measure density

とおくと It\^o and McKean の手法を用いて得ることができる．$n^{*}(\xi)$ は次で与えら
れる．

$n^{*}( \xi)=2^{-|\nu|+1}\frac{|\nu|}{\Gamma(|\nu|)}(\frac{\kappa}{\sinh(\kappa\xi)})^{|\nu|+1}e^{\kappa(\nu+1)\xi}.$

(2) $-1<v<-1$ のとき $\beta>0$ に対して，

$h(x)=( \frac{\kappa}{2})^{|\nu|/2}\Gamma(\frac{|\nu|}{2}-\frac{v}{2}+\frac{\beta}{2\kappa})x^{-\nu-1}e^{\kappa x^{2}/2}W_{-\Delta+\frac{\nu+1}{2},\cup\nu}(\kappa x^{2})$,

$h(x)$ は $\mathcal{H}_{s,m,0,\beta}$ の元となり，この $h(x)$ による変換によって次の作用を得る．

$\mathcal{G}_{h}=\frac{1}{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}+\{-\frac{1}{2x}+2\kappa x\frac{W_{-\Delta+^{\underline{\nu}}\pm 1\cup\nu}’(\kappa x^{2})}{W_{-\Delta^{\underline{\nu}}1}+\pm,u\nu(\kappa x^{2})}\}\frac{d}{dx}.$

対応する尺度関数，スピード関数は次で与えられる．

$ds_{h}(x)=h(x)^{-2}ds(x) , dm_{h}(x)=h(x)^{2}dm(x)$ .

境界での状態は，右端点 $0$ は $(s_{h}, m_{h}, 0)$-regular, 左端点 $\infty$ は $s(\infty)=\infty$ を満た

す．よって

$\mathbb{D}_{h}^{*}$ : $\mathcal{G}_{h}$ に対応する一次元拡散過程 [ $0$ : 反射壁]
$n_{h}^{*}(\xi)$ : L\’evy measure density

とおくと定理により $n_{h}^{*}(\xi)$ は次で与えられる．

$n^{*}( \xi)=2^{-|\nu|-1}\Gamma(|\nu|+1)(\frac{\kappa}{\sinh(\kappa\xi)})^{|\nu|+1}e^{\{\kappa(\nu+1)-\beta\}\xi},$
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特に $\beta=\kappa(\nu+1)$ のとき，

$\mathcal{G}_{h}=\frac{1}{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}+\{\frac{1}{2x}+\kappa x\frac{K_{\frac{\prime|\nu|}{2}}(\frac{\kappa x^{2}}{2})}{K_{\frac{|\nu|}{2}}(\frac{\kappa x^{2}}{2})}\}\frac{d}{dx},$

$n_{h}^{*}(\xi)$ は次で与えられる．

$n^{*}( \xi)=2^{-|\nu|-1}\Gamma(|v|+1)(\frac{\kappa}{\sinh(\kappa\xi)})^{|\nu|+1}$

ここで $K_{\alpha}$ と $W_{\alpha,\beta}$ は，変形された Bessel 関数と Whittaker 関数である．
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