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1 Rellich 型定理

Rellich [12] は，Helmholtz 方程式に関する次のような結果を示した: $u\in H_{loc}^{2}(R^{d})$ が，あ
る定数 $\lambda,$ $R_{0}>0$ に対して

$(-\Delta-\lambda)u=0, |x|>R_{0},$

を満たし，かつ
$u(x)=o(|x|^{-(d-1)/2}) , |x|arrow\infty,$

であるならば，$|x|>R_{0}$ において $u(x)=0$ である．

この結果は，連続スペクトルに埋蔵された固有値の非存在，従って連続スペクトルの絶対
連続性の証明等に有用であり，極限吸収原理の証明にも重要な役割を果たしてきた．より広
いクラスの線型偏微分方程式に一般化されており，Fourier 変換を用いて多項式の “割り算 “の

問題としての取り扱いがなされている ([15], [9], [10], [4], [11], など). すなわち，定係数線
型偏微分方程式 $P(D)u=f\in \mathcal{E}’$ について，Fourier 変換をすれば $P(\xi)\tilde{u}(\xi)=\tilde{f}(\xi)$ となる．

( $\mathcal{E}’$ はコンパクトな台を持つ超関数全体) 多項式 $P(\xi)$ が $\tilde{f}(\xi)$ を何らかの意味で割り切れば，
Paley-Wiener の定理により，$u\in \mathcal{E}’$ であることが分かる．また，Rellich型定理に関する議論
においては，自然に Besov 空間 $(\mathcal{B}, \mathcal{B}^{*} 空間 )$ の概念が登場する．

本稿では，正方格子上の離散 Schr\"odinger 作用素に対する Rellich 型定理とそのスペクトル

理論への応用を与える．主に Isozaki-Morioka [7] と，その後の研究の成果に基づいている．
$Z^{d}=\{n=(n_{1}, \cdots, n_{d}) ;nj\in Z, j=1, \cdots, d\}$ を $d$ 次元正方格子 $($ただし $d\geq 2)$ とし，

$e_{1}=(1,0, \cdots, 0),$ $\cdots,$ $e_{d}=(0, \cdots, 0,1)$ をその基底とする．離散 Laplace 作用素を次のよう
に定義する:

$-( \Delta_{disc}\hat{u})(n)=\frac{d}{2}\hat{u}(n)-\frac{1}{4}\sum_{j=1}^{d}(\hat{u}(n+e_{j})+\hat{u}(n-e_{j})) , \hat{u}=\{\hat{u}(n)\}_{n\in Z^{d}}.$

主定理は次の通りである．
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Theorem 1.1. $\lambda\in(0, d),$ $R0>0$ とする．$\hat{u}$ が

(1.1) $(-\Delta_{disc}-\lambda)\hat{u}=0, |n|>R_{0},$

1
(1.2) $\lim_{Rarrow\infty}\overline{R} \sum |\hat{u}(n)|^{2}=0,$

$R_{0}<|n|<R$

を満たすならば，ある定数 $R_{1}>$ 埼が存在して，$|n|>R_{1}$ において $\hat{u}(n)=0$ である．

なお，Theorem 1.1は，$\lambda\in(0, d)\backslash Z$の場合については [7] で示し，$\lambda\in(0, d)\cap Z$ については

現在準備中の原稿に盛り込む予定である．関連する重要な先行研究として，Shaban-Vainberg
[13] がある．Theorem 1.1の証明の後半部分は，[13] において，離散 Helmholtz 方程式の放射
条件を導出した際に用いた議論を適用可能である．

2 Rellich 型定理の応用例

Theorem 1.1の証明を述べる前に，応用の事例を紹介する．ここで得られる結果は，楕円型
方程式の理論においては基本的なものであり，その離散アナロジーと言える．

2.1 埋蔵固有値の非存在

離散 Schr\"odinger 作用素 $\hat{H}=\hat{H}0+\hat{V}$ を考える．ここで $\hat{H}_{0}=-\Delta_{disc},\hat{V}$ は，有限個の台
を持つ実数値関数 $V(n)$ によるかけ算作用素である．この仮定の下では，$\Delta_{disc}$ の定義と Weyl

の定理により，$\sigma(\hat{H}_{0})=\sigma_{ac}(\hat{H}_{0})=\sigma_{ess}(\hat{H})=[0, d]$ であることが分かる．次の結果は，$\hat{H}$ の

本質的スペクトルに埋め込まれた固有値の非存在を示すものである．(端点については，例えば
[3] により，5次元以上の場合に固有値の例が示されている．)

Theorem 2.1. $\sigma_{p}(\hat{H})\cap(0, d)=\emptyset.$

実際，埋蔵固有値 $\lambda$ の存在を仮定すると，Rellich型定理により対応する $6^{2}$-固有関数 $\hat{\psi}_{\lambda}$ の

値は十分遠方では $\hat{\psi}_{\lambda}(n)=0$ となる．方程式 $(\hat{H}-\lambda)\hat{\psi}_{\lambda}=0$により，$0$ を $Z^{d}$ 全体に延長する

ことができる．

2.2 外部問題と一意接続定理

有界部分集合 $\Omega\subset Z^{d}$ の各点 $n\in\Omega$ について，その次数を

$\deg_{\Omega}(n) :=\#\{m\in\Omega;|m-n|=1\}$

と定義する．$\Omega$ の内部と境界を，それぞれ

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\{n\in\Omega; \deg_{\Omega}(n)=2d\},$

$\partial\Omega=\{n\in\Omega; \deg_{\Omega}(n)<2d\},$
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と定義する．$\Omega$ が連結であるとは，任意の 2点 $m,$ $n\in\Omega$ に対し，$n^{(j)}\in\Omega,$ $j=0,$ $\cdots,$
$k$ が存

在し，
$n^{(0)}=m, n^{(k)}=n, |n^{(j-1)}-n^{(j)}|=1, j=1, \cdots k,$

を満たすことと定義する．

ここでは，有界連結な部分集合 $\Omega_{int}$ の外部領域 $\Omega_{ext}=Z^{d}\backslash \Omega_{int}0$ において，

$\hat{H}_{ext}=-\Delta_{disc}+\hat{V}, \hat{V}(n)\in R, \#supp\hat{V}<\infty, supp\hat{V}\subset\mathring{\Omega}_{int},$

を考える．境界条件は特に指定しない．
$\Omega_{ext}$ の形状について条件を導入する．$j=1,$ $\cdots$ , $d$ , 及び $n\in Z^{d}$ に対し，$n$ を頂点とする

cone を

$C_{j,\pm}(n):= \{m\in Z^{d};\sum_{i\neq j}|m_{i}-n_{i}|\leq\pm(m_{j}-n_{j})\}$

と表す．

Definition 2.2. 外部領域 $\Omega_{ext}$ が cone condition を満たすとは，任意の点 $n\in\Omega_{ext}$ に対し，
ある $i$ について $C_{j,+}(n)$ または $C_{j,-}(n)$ が存在し，$C_{j,\pm}(n)\subset\Omega_{ext}$ となることである．

例えば立方体の外部，ひし形の外部として $\Omega_{ext}$ を定めた場合には cone condition を満たす．
あるいはジグザグ状の境界を持つ場合にも cone condition は満たされる．

一意接続定理は次の結果である．証明は埋蔵固有値の証明と同様，Theorem 1.1と，方程式
による $O$ の延長を用いる．

Theorem 2.3. $\Omega_{ext}$ は cone condition を満たすとする．ある $\lambda\in(0, d)$ に対し，

$(\hat{H}_{ext}-\lambda)\hat{u}=0$ in $\mathring{\Omega}_{ext},$

かつ (1.2) を満たすならば，$\Omega_{ext}$ で倉 $=0$ である．

なお，$\Omega_{ext}$ が cone condition を満たさない場合については，Theorem 2.3の反例を作るこ

とができる．一方，$\Omega_{ext}$ が cone condition を満たす場合には，外部問題に Dirichlet 条件また
は Robin 条件を与えた場合の埋蔵固有値の非存在も証明することができる．

2.3 離散 Helmholtz 方程式に対する放射条件と解の一意性

Theorem 1.1 $l\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , 離散 Schr\"odinger 作用素の散乱理論と逆問題 ([6]) において重要な役割を

果たした．離散 Helmholtz 方程式に対する放射条件の導出と，放射条件を満たす解の一意性の
証明が Theorem 1.1の研究の動機である．
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3 Besov 空間

3.1 トーラス上の Besov 空間

Isozaki-Korotyaev [5] は，トーラス $T^{d}=R^{d}/(2\pi Z)^{d}$ 上での Besov 空間を用いて離散
Schr\"odinger 作用素の散乱理論を記述した．同様のことは，より一般にコンパクトリーマン多
様体上で擬微分作用素を用いて記述できる ([7] など) が，本稿では簡単のため $T^{d}$ に限る．

$\mathcal{U}$ を $\ell^{2}(Z^{d})$ から $L^{2}(T^{d})$ へのユニタリ作用素

$(uf \gamma(x)=(2\pi)^{-d/2}\sum_{n\in Z^{d}}\hat{f}(n)e^{-in\cdot x}$

とする．離散 Laplace 作用素は，$\mathcal{U}$ により，

(3.1) $H_{0}= \mathcal{U}\hat{H}_{0}u^{*}, H_{0}=h(x)=\frac{1}{2}(d-\sum_{j=1}^{d}\cosx_{j})$

と $T^{d}$ 上に変換される．
$\langle t\rangle=(1+|t|^{2})^{1/2}$ とおく．さらに，$\Delta$ を $T^{d}$ 上の周期境界条件を持つ Laplace作用素とする．

$s\in R$ に対し，Sobolev 空間 $\mathcal{H}^{8}$ は，ノルム $\Vert u\Vert_{8}=\Vert\langle\sqrt{-\Delta}\rangle^{s}u\Vert_{L^{2}(T^{d})}$ に関する $D(\langle\sqrt{-\Delta}\rangle^{s})$

の完備化である．また，Besov空間 $\mathcal{B}$ のノルムは

$\Vert f\Vert_{\mathcal{B}}=\sum_{j=0}^{\infty}2^{j/2}\Vert\chi(2^{j-1}\leq\sqrt{-\triangle}<2^{j})f\Vert_{L^{2}(T^{d})}$

で与えられる．ここで，自己共役作用素 $T$ に対して $\chi(a\leq T<b)$ $:=\chi_{[a,b)}(T)$ であり，$\chi_{I}(t)$
は区間 $I$ の定義関数である．共役空間 $\mathcal{B}^{*}$ は，ノルム

$\Vert u\Vert k*=\sup\Vert\chi(|\sqrt{-\Delta}|\underline{1}<R)u\Vert_{L^{2}(T^{d})}$

$R>1R$

で定義される ([1] と同様である).
$\mathcal{H}=\mathcal{H}^{0}=L^{2}(T^{d})$ とおくと，次の関係を得る．

Lemma 3.1. $s>1/2$ に対し，$\mathcal{H}^{s}\subset \mathcal{B}\subset \mathcal{H}^{1/2}\subset \mathcal{H}\subset \mathcal{H}^{-1/2}\subset \mathcal{B}^{*}\subset \mathcal{H}^{-s}.$

3.2 正方格子上の Besov 空間

$T^{d}$ 上で定義した関数空間は，$\mathcal{U}^{*}$ により正方格子上で $\hat{\mathcal{H}}^{S}=\mathcal{U}^{*}\mathcal{H}^{s},\hat{\mathcal{B}}^{*}=\mathcal{U}^{*}\mathcal{B}^{*}$ と定義され

る．そのノルムは，

$\Vert\hat{u}\Vert_{\hat{\mathcal{H}}^{\delta}}^{2}=\sum_{n\in Z^{d}}(1+|n|^{2})^{8}|\hat{u}(n)|^{2}, \Vert\hat{u}\Vert_{\hat{\mathcal{B}}^{n}}^{2}=\sup_{R>1}\frac{1}{R}\sum_{|n|<R}|\hat{u}(n)|^{2},$
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で与えられる．次の事実が成り立つ ([6], Lemma 5.4).

Lemma 3.2. (1) $\hat{f}\in\ell^{\infty}(Z^{d})$ が $|\hat{f}(n)|\leq C(1+|n|)^{-(d-1)/2}$ を満たすならば，$\hat{f}$ 欧
$\hat{\mathcal{B}}^{*}$

(2) $\hat{f}\in\ell^{\infty}(Z^{d})$ が，ある $\epsilon>0$ に対して $|\hat{f}(n)|\leq C(1+|n|)^{-(d-1)/2-\epsilon}$ を満たすならば，
(1.2) を満たす．

Theorem 1.1と Lemma 3.1, 3.2は，$\hat{\mathcal{B}}^{*}$ が Helmholtz 方程式

$(\hat{H}_{0}-\lambda)\hat{u}=0$ on $Z^{d}$

の非自明解を含むような最小の関数空間であることを意味している．

4 Fermi 面

Theorem 1.1の証明に際しては，次の多様体を調べることが重要である:

$M_{\lambda}=\{x\in T^{d};h(x)=\lambda\}.$

ここで，$h(x)$ は (3.1) で定義されたものである．$M_{\lambda}$ は $\lambda\in(0, d)$ において一般に凸ではな

く，また $\lambda\in(0, d)\cap Z$ では離散的な特異性を持つ $(\nabla h(x)=0$ となる $x\in M_{\lambda}$ が存在する $)$ .
$d=2,3$ の場合について，図 1 $\sim$図 8にその形を示した．

以下，$T^{d}$ を複素変数に拡張し，複素トーラス $T_{C}^{d}=C^{d}/(2\pi Z)^{d}$ で考える．

$M_{\lambda}^{C}=\{z\in T_{C}^{d};h(z)=\lambda\}$

と定義すると，$M_{\lambda}^{C}\cap R^{d}=M_{\lambda}$ である．

$z,$ $z’\in C$ に対し，ある $N\in Z$ が存在して $z’=z+\pi N$ と表せるとき，$z\equiv z’(mod \pi)$ と書

くこととしよう．

図 1 $d=2,$ $\lambda=0.25$ . 図 2 $d=2,$ $\lambda=0.75.$
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図 3 $d=2,$ $\lambda=1.25.$ 図 $4d=2,$ $\lambda=1.$

図 5 $d=3,$ $\lambda=0.45.$

図 6 $d=3,$ $\lambda=2.55.$

図 8 $d=3,$ $\lambda=1.$

図 7 $d=3,$ $\lambda=1.45.$

Lemma 4.1. (1) $\lambda\in(0, d)\backslash Z$ のとき，$M_{\lambda}^{C}$ は，$T_{C}^{d}$ の $(d-1)$ 次元複素部分多様体である．

(2) $\lambda\in(0, d)\cap Z$のとき，$M_{\lambda}^{C}=$ (reg $M_{\lambda}^{C}$ ) $\cup(sngM_{\lambda}^{C})$ と分割できる．ここで，

sng $M_{\lambda}^{C}=\{z\in M_{\lambda}^{C} ; z_{j}\equiv 0(mod \pi), j=1, \cdots, d\},$

reg $M_{\lambda}^{C}=M_{\lambda}^{C}\backslash$ sng $M_{\lambda}^{C},$

42



であり，reg $M_{\lambda}^{C}$ は $T_{C}^{d}$ の $(d-1)$ 次元複素部分多様体である，

言い換えれば，$\lambda\in(0, d)\backslash Z$ のときは，sng $M_{\lambda}^{C}=\emptyset,$ $M_{\lambda}^{C}=$ reg $M_{\lambda}^{C}$ である．

実際，$\nabla h(z)=\frac{1}{2}(\sin z_{1}, \cdots, \sin z_{d})$ であるから，$\lambda\in(0, d)\backslash Z$ ならば，$M_{\lambda}^{C}$ で $\nabla h(z)\neq 0$

である．逆に，$\nabla h(z)=0$ なる特異点を $M_{\lambda}^{C}$ 上に持つのは $\lambda\in(0, d)\cap Z$ のときに限り，それ
は sng $M_{\lambda}^{C}$ である．

[13] の議論では，$M_{\lambda}^{C}$ の既約性を用いて，ある解析的な関数の零点について議論したが，我々
の目的には次のより弱い形の補題で十分である．Analytic set の既約性 (複素多様体としての

連結性にほぼ等しい) については，[2], [8] などを見よ．

Lemma 4.2. $\lambda\in(0, d)$ とする．また，$\{S_{\lambda,j}\}_{j}$ を reg $M_{\lambda}^{C}$ の連結成分とする．任意の $S_{\lambda,j}$ に

ついて，$R^{d}\cap S_{\lambda,j}$ は $M_{\lambda}$ の空でない開集合を含む．

Proof. $z_{j}=$ arccos $w_{j}$ について，リーマン面 $S$ を考える: $i\in Z$ に対し，

$\Pi_{j}=\{z\in C;j\pi<{\rm Re} z<(j+1)\pi\}\cong D_{j}=C\backslash ((-\infty, -1]\cup[1, \infty))$ ,
$\Pi_{j}^{\pm}$

。
$=\{z\in C;(2j-1)\pi<{\rm Re} z<(2j+1)\pi, \pm{\rm Im} z>0\}\cong D_{j}^{\pm}$

。
$=C\backslash (-\infty, 1],$

$\Pi_{j,e}^{\pm}=\{z\in C;2j\pi<{\rm Re} z<(2j+2)\pi, \pm{\rm Im} z>0\}\cong D_{j,e}^{\pm}=C\backslash [-1, \infty)$ ,

として，
$S=\cup$ $(D_{j}\cup D_{j}^{\pm}$

。
$\cup D_{j,e}^{\pm})$ .

$j$

リーマン面は，$D_{2j-1}$ に対し，$D_{j_{-1},e}^{\pm},$ $D_{j_{0}}^{\pm}$ が，$D_{2j}$ に対し，$D_{j_{0}}^{\pm},$ $D_{j,e}^{\pm}$ が接続している．

変数変換 $Z\mapsto w$ により，$h(z)=\lambda$ は

$w_{1}+\cdots+w_{d}=d-2\lambda$

となる．

$d=2$ のときを考える．任意の連結成分 $S_{\lambda,k}$ について，$z\in S_{\lambda,k}$ とする．このとき，
$w_{1}+w_{2}=2(1-\lambda)\in(-2,2)$ であって，ある $j_{1},j_{2}\in Z$ に対し，次の 4通りの場合が考えら
れる :

1. $w_{1}\in D_{2j_{1}}\cup D_{j_{1}}^{\pm}$

,。
$\cup D_{j_{1},e}^{\pm},$ $w_{2}\in D_{2j_{2}}\cup D_{j_{2},0}^{\pm}\cup D_{j_{2},e}^{\pm},$

2. $w_{1}\in D_{2j_{1}}\cup D_{j_{1}}^{\pm}$

,。
$\cup D_{j_{1},e}^{\pm},$ $w_{2}\in D_{2j_{2}-1}\cup D_{j_{2},0}^{\pm}\cup D_{j_{2}-1,e}^{\pm},$

3. $w_{1}\in D_{2j_{1}-1}\cup D_{j_{1},0}^{\pm}\cup D_{j_{1}-1,e}^{\pm},$ $w_{2}\in D_{2j_{2}}\cup D_{j_{2},0}^{\pm}\cup D_{j_{2},e}^{\pm},$

4. $w_{1}\in D_{2j_{1}-1}\cup D_{j_{1}}^{\pm}$

,。
$\cup D_{j_{1}-1,e}^{\pm},$ $w_{2}\in D_{2j_{2}-1}\cup D_{j_{2}}^{\pm}$

,。
$\cup D_{j_{2}-1,e}^{\pm}.$

いずれの場合も，$\{w;w_{1}+w_{2}=2(1-\lambda)\}$ は，ある $D_{\rho_{1}}\cross D_{\rho_{2}},$ $\rho_{1},$ $\rho_{2}\in Z$ において

$\{(y_{1}, y_{2})\in R^{2};-1<yj<1, j=1,2\}$ との共通部分に連結であり，かつ共通部分は実 1次
元の集合である．
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$d-1$ のとき，Lemma が成り立つと仮定する．$d$ のとき，任意の連結成分 $S_{\lambda,k}$ の元 $z\in S_{\lambda,k}$

をとり，
$w_{1}+\cdots+w_{d}=d-2\lambda$

を考える．
$(w_{1}+\cdots+w_{d-1})+w_{d}=d-2\lambda\in(-d, d)$

と見て，ある $D_{\rho_{1}}\cross\cdots\cross D_{\rho_{d}},$ $\rho_{1},$ $\cdots,$ $\rho_{d}\in Z$ の中で $w_{d}$ を $y_{d},$ $-1<y_{d}<1$ に連続的に動か

すことができる．特に，

$w_{1}+\cdots+w_{d-1}=d-2\lambda-y_{d}\in(-d+1, d-1)$

となるような駒全体は $(-1,1)$ の開区間 (塊) である．そのような $y_{d}$ に対し，$d-1$ のと

きの仮定を用いると，集合 $\{(w_{1}, \cdots, w_{d-1});w_{1}+\cdots+w_{d-1}=d-2\lambda-y_{d}\}$ は，ある
$D_{\rho_{1}}\cross\cdots\cross D_{\rho_{d-1}}$ において $\{(y_{1}, \cdots, y_{d-1})\in R^{d-1};-1<yj<1, i=1, \cdots, d-1\}$に連

結であり，かつ共通部分は実 $(d-2)$ 次元集合である．$w_{d}$ と合わせると，$R^{d}$ との共通部分に連

結であり，それは実 $(d-1)$次元集合であることが分かる．口

Remark. $d=2,$ $\lambda=1$ の場合は Lemma 4.2は成り立つが，reg $M_{\lambda}^{C}$ は連結ではない．実際，
この場合には $M_{\lambda}^{C}=A_{+}\cup A_{-}$ と分割され，

$A_{+}=\{z\in T_{C}^{2};z_{2}\equiv z_{1}+\pi(mod 2\pi)\},$

$A_{-}=\{z\in T_{C}^{2};z_{2}\equiv-z_{1}+\pi(mod 2\pi)\},$

であり，さらに $A+\cap A_{-}=$ sng $M_{\lambda}^{C}$ である．

このことは，上の証明の議論では，集合 $\{w_{1}+w_{2}=0\}$ が，リーマン面の特異点となって
いる $\{-1,1\}$ で連結部分集合に分かれていることに対応する．(粗く言えば，あるリーマン面
$D_{\rho_{1}}\cross D_{\rho_{2}}$ から出発した $w_{1},$ $w_{2}$ が，$w_{1}+w_{2}=0$ を満たしながら連続的に動くことでは乗り

換えられないリーマン面が存在する．)

5 主定理の証明の概略

主定理の証明には，多変数複素解析と代数幾何の基礎的な内容が重要な役割を果たす．
Lemma 5.1を証明した後は，Shaban-Vainberg [13] によって行われた議論を適用する．

$\hat{u}$ が (1.1), (1.2) を満たすとする．$\hat{u}$ を $0$ として $|n|\leq R_{0}$ にも延長すると，次のような
Helmholtz 方程式を得る :

(5.1) $(\hat{H}_{0}-\lambda)\hat{u}=\hat{f}, supp\hat{f}\subset\{n\in Z^{d} ; |n|\leq R_{4}\}.$
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Lemma 5.1. $\lambda\in(0, d)$ とし，$\hat{u}$ は (1.1), (1.2) を満たすとする．このとき，$u=\mathcal{U}\hat{u}\in$

$C^{\infty}(T^{d}\backslash (sngM_{\lambda}^{C}))$ であり，特に

$f(x)=(\mathcal{U}f\gamma(x)=0$ on $M_{\lambda}.$

Proof. $\mathcal{U}$ により，(1.2) は

$\lim_{Rarrow\infty}\frac{1}{R}\int_{T^{d}}|\chi(|\sqrt{-\Delta}|<R)u(x)|^{2}dx=0$

と同値である．さらに，$T^{d}$ の Fourier 変換により，

(5.2) $\lim_{Rarrow\infty}\frac{1}{R}\int_{|\xi|<R}|\overline{\chi_{j}u}(\xi)|^{2}d\xi=0$

を得る．$\{xj\}$ は $T^{d}$ 上の 1の分解であり，

$\overline{\chi_{j}u}(\xi)=(2\pi)^{-d/2}\int_{R^{d}}e^{-ix\cdot\xi}\chi_{j}(x)u(x)dx$

である．

(5.1) により，$u$ は

(5.3) $(h(x)-\lambda)u=f$ $on$ $T^{d}$

を満たす．仮定より $f$ は $e^{ix_{j}},$ $j=1,$ $\cdots$ , $d$ の多項式である．点 $x^{(0)}\in M_{\lambda}\backslash (sngM_{\lambda}^{C})$ を任

意に取り，$\chi\in C^{\infty}(T^{d})$ を，$\chi(x^{(0)})=1$ であり，その台が十分小さく，$supp\chi\cap$ (sng $M_{\lambda}^{C}$ ) $=\emptyset$

となるように取る．$v=\chi u,$ $g=\chi f$ とおく．変数変換 $x\mapsto y$ を $y_{1}=h(x)-\lambda$ となるように

取ると，(5.3) は $y_{1}v(y)=g(y)$ となる．$T^{d}$ の Fourier 変換により，

$\frac{\partial}{\partial\eta_{1}}\tilde{v}(\eta)=-i\tilde{g}(\eta)$

を得る．これを積分すれば，

$\tilde{\uparrow,}(\eta)=-i\int_{0}^{\eta_{1}}\tilde{g}(s, \eta’)ds+\tilde{v}(0, \eta’)$

となる．ここで，$\eta’=(\eta_{2}, \cdots, \eta_{d}).\tilde{g}$ は急減少関数であるから，極限

$\lim_{\eta_{1}arrow\infty}\tilde{v}(\eta)=-i\int_{0}^{\infty}\tilde{g}(s, \eta’)ds+\tilde{v}(0, \eta’)$

は存在する．

この極限は $0$ であることを示そう．$\delta,$ $R>0$ に対し

$D_{R}= \{\eta;|\eta’|<\delta R, \frac{R}{3}<\eta_{1}<\frac{2R}{3}\}$
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とおく．十分小さな $\delta>0$ に対して $D_{R}\subset\{|\eta|<R\}$ である．よって，次のように評価できる:

$\frac{1}{R}\int_{D_{R}}|\tilde{v}(\eta)|^{2}d\eta=\frac{1}{R}\int_{|\eta’|<\delta R}\int_{R/3}^{2R/3}|\tilde{v}(s, \eta’)|^{2}dsd\eta’\leq\frac{1}{R}\int_{|\eta|<R}|\tilde{v}(\eta)|^{2}d\eta.$

これと (1.2), (5.2) より，$\lim_{\eta_{1}arrow\infty}\tilde{v}(\eta)=0$ が分かる．
以上のことから，

$\tilde{v}(\eta)=i\int_{1}^{\infty}\tilde{g}(s, \eta’)ds$

であり，$v=\chi u\in C^{\infty}(T^{d}\backslash$ (sng $M_{\lambda}^{C}$ ) $)$ .
一方，$u\in C^{\infty}(T^{d}\backslash M_{\lambda})$ はただちに分かる．従って，$u\in C^{\infty}(T^{d}\backslash (sngM_{\lambda}^{C}))$ である．特

に，(5.3) により，
$f(x)=0$ on $M_{\lambda}\backslash (sngM_{\lambda}^{C})$

であることが分かる．$f$ は解析的な関数であり，sng $M_{\lambda}^{C}$ は離散的な集合であるから，$f|_{M_{\lambda}}=0$

が分かる 口

$f$ を複素変数に拡張すると，$T_{C}^{d}$ 上の解析的な関数となる．一致の定理，Lemma 4.2, 5.1に

より，$f$ の零点を $M_{\lambda}$ から $M_{\lambda}^{C}$ に延長できる．証明は，[8] の Corollary 7にある．

Lemma 5.2. $\lambda\in(0, d)$ とする．Lemma 5.1で与えられた $f=\mathcal{U}\hat{f}$を複素変数に延長したも
のを $f(z)$ と書く．$M_{\lambda}^{C}$ 上で $f(z)=0$ である．

Lemma 5.2と，[2] の \S 1.5, Proposition 3により，$f(z)$ は正則関数として $h(z)-\lambda$ は割リ

切れることが分かる．すなわち，$u(z)=f(z)/(h(z)-\lambda)$ は $T_{C}^{d}$ 上正則関数である．

次に，多項式としての”割り算 “の考察に移る．変数変換として $w_{j}=e^{iz_{j}}.$ $j=1,$ $\cdots,$
$d$ とす

る．写像

$T_{C}^{d}\ni z\mapsto w\in C^{d}\backslash \bigcup_{j=1}^{d}A_{j}, A_{j}=\{w\in C^{d};wj=0\}$

は biholomorphic である．$f(z)$ は $e^{iz_{j}}$ の多項式であったから，

$f(z)=F(w) \prod_{j=1}^{d}w_{j}^{-\alpha_{j}},$ $F(w)$ は $wj$の多項式

となるような正整数 $\alpha_{j}$ が存在する．同様にして，

$h(z)- \lambda=\frac{d}{2}-\lambda-\frac{1}{4}\sum_{j=1}^{d}(w_{j}+w_{j}^{-1})=H_{\lambda}(w)\prod_{j=1}^{d}w_{j}^{-1}$

と表せる．ここで

$H_{\lambda}(w)=( \frac{d}{2}-\lambda)\prod_{j=1}^{d}w_{j}-\frac{1}{4}(\sum_{j=1}^{d}w_{j})\prod_{j=1}^{d}w_{j}-\frac{1}{4}\sum_{j=1}^{d}(\prod_{i\neq j}w_{i})$ .
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よって，

$\frac{f(z)}{h(z)-\lambda}=\frac{F(w)}{H_{\lambda}(w)}\prod_{j=1}^{d}w_{j}^{1-\alpha_{j}}.$

$f(z)/(h(z)-\lambda)$ が正則関数であるから，$F(w)/H_{\lambda}(w)$ も $A_{j}$ を除外集合として正則関数である．

しかしながら，$H_{\lambda}(w)$ の定義により，$V_{j}=\{(w_{1,}w0, w, \cdots, w_{d});w_{i}\neq 0, i\neq i\}$

として，
ヨ

$H_{\lambda}(w) \neq 0, w\in\bigcup_{j=1}V_{j}$

である．よって，$F(w)/H_{\lambda}(w)$ は高々 $(d-2)$ 次元の集合を除いて正則であり，除外集合は除
去可能特異点であるから $F(w)/H_{\lambda}(w)$ は $C^{d}$ で正則である．特に，

$F(w)=0$ on $\{w\in C^{d};H_{\lambda}(w)=0\}.$

以上により，Hilbert Nullstellensatz が使える ([14], Appendix 6など).

Lemma5.3. $f,$ $g\in C[w_{1}, \cdots, w_{d}]$ , かつ $f$ は既約であるとする．$f$ の全ての零点において

$g=0$ であるならば，ある $h\in C[w_{1}, \cdots, w_{d}]$ が存在して，$g=fh$ と表せる．

Lemma 5.3を $F(w)$ と $H_{\lambda}(w)$ に適用することで，これが $w$ の多項式として割り切れること

が分かる．従って，変数を元に戻せば，$f(z)/(h(z)-\lambda)$ は $e^{iz_{j}}$ の多項式である．$u*$ により $Z^{d}$

上に戻すことで，$\hat{u}$ が有限個の台を持つことが分かる．

6 おわりに

本稿で述べた内容については，正方格子に限らず，六角格子，カゴメ格子などの他の格子上で
も成立することが期待される．Rellich型定理は，スペクトル，散乱理論に広く応用可能であり，
今後の離散 Laplace 作用素の研究に有用であると思われる．

本研究は，日本学術振興会特別研究員奨励費の助成を受けたものである．
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