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Mean values of the Riemann zeta-function.

$s\in \mathbb{C}$ に対して，リーマンゼータ関数は

$\zeta(s)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{S}}$

と定義される．この級数は $\Re(s)>1$ で絶対収束し，$\mathbb{C}$ 上に有理型に接続される．この
リーマンゼータ関数は様々な分野との関わりがあり，盛んに研究がされている．しかし，

未だにわかっていないことも多くある．その 1つに次の Lindel\"of予想がある．

Lindel\"of予想．

任意の $\epsilon>0$ 対して，
$\zeta(1/2+it)=O(t^{\epsilon})$ .

この Lindel\"of予想を仮定すると，任意の $\epsilon>0$ に対して，$\zeta(\sigma+it)=O(t^{\epsilon})$ $(1/2\leq$

$\sigma<1)$ が成り立つ．しかし，この Lindel\"of予想は成り立つと考えられているが，その証
明には到っていない．そこで，Lindel\"of予想には及ばないにしろ，平均をとれば，様子が

明らかにならないだろうかと，リーマンゼータ関数の 2乗平均が考えられた．それについ

ては次の結果がよく知られている．
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実際に，この 2乗平均値の結果をみると，Lindel\"of予想は正しいように思える．このよ
うに，Lindel\"of予想と 2乗平均値には深い関わりある．
では，多変数関数である多重ゼータ関数に対しても，その 2乗平均値を考えることで

Lindel\"of予想の類似を与えることができないだろうか？

そのような動機から，Matsumoto, Tsumura [5] が Euler-Zagier 型の 2重ゼータ関数

に対して，その 2乗平均値を考察した．

Mean values of the Euler-Zagier double zeta-function.

$s_{1},$ $s_{2}\in \mathbb{C}$ に対して，Euler-Zagier型の 2重ゼータ関数は

$\zeta_{EZ,2}(s_{1}, s_{2})=\sum_{m,n=1}^{\infty}\frac{1}{m^{s_{1}}(m+n)^{s_{2}}}$

と定義される．この級数は $\Re(s_{2})>1,$ $\Re(s_{1}+s_{2})>2$ で絶対収束し，$\mathbb{C}^{2}$ 上に有理型に
接続される ([4]). また，Akiyama, Egami, Tanigawa [1] により，true singularities が
$s_{2}=1,$ $s_{1}+s_{2}=2,1,0,$ $-2,$ $-4,$ $\cdots$ であることも示された．

では，この 2変数関数である Euler-Zagier 型の 2重ゼータ関数に対して，Lindel\"of予
想の類似は存在するのだろうか？

実際に，Nakamura, Pa\’{n}kowski [6] は $\zeta_{EZ,2}(1/2+it, 1/2+it)=O(t^{\epsilon})$ が成り立っ

であろうと予想している．そして，この予想を示唆する結果を与えている．しかし，
$s_{1}=1/2+it_{1},$ $s_{2}=1/2+it_{2}$ の複素部分を同一視しなければどうなるだろうかという疑

問がある．これに対して，Kiuchi, Tanigawa, Zhai [3] は $s_{1}=1/2+it_{1},$ $s_{2}=1/2+it_{2}$

の複素部分 $t_{1},$ $t_{2}$ にある条件を与えると，Lindel\"of予想の類似が成り立たない例を与え
た．このように，多変数関数では，Lindel\"of予想の類似が簡単には与えることができな

い．そこで，リーマンゼータ関数の 2乗平均値を考えた動機と同様に，この Euler-Zagier
型の 2重ゼータ関数の 2乗平均値を考えることにょって，その Lindel\"of予想の類似が成

り立つであろうことを示唆しようと Matsumoto, Tsumura [5] はその平均値を考え，次の
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結果を与えた．

この結果は，$D_{1}$ 上では Euler-Zagier 型の 2重ゼータ関数に対して，Lindel\"of予想の類
似が成り立つかもしれないことを示唆してる．

また，この結果の証明については，Matsumoto, Tsumura は $D_{1}$ を 3 パートに分け

て証明している．実際には，Euler-Zagier 型の 2重ゼータ関数が絶対収束する $\Re(s_{2})>$

$1,$ $\Re(s_{1}+s_{2})>2$ のときと，絶対収束しない部分を 2 パートに分けて考えている．絶対収
束する場合は級数表示がそのまま使えるので，証明はそれほど難しくはない．絶対収束し

ないところでは，Matsumoto, Tsumura は Euler-Zagier 型の 2重ゼータ関数の級数を有

限部分で止めた式を用いることで証明している．その証明はそれほど容易ではなく，様々

な部分を上手く評価するために，Mellin-Barnes 積分表示やその積分路のシフトなどを用

いる必要がある．ここでは，この Euler-Zagier 型の 2重ゼータ関数に対しての結果の証

明の詳細は省く．

では，このように平均値を考えることで，他の多重ゼータ関数に対しても，Lindel\"of予

想の類似を与えることができないであろうか？

このような考えから Okamoto, Onozuka は Mordell-Tornheim型の 2重ゼータ関数の

平均値定理を考えた．

Mean values of the Mordell-Tornheim double zeta-function.
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まず，$s_{1},$ $s_{2},$ $s_{3}\in \mathbb{C}$ に対して，Mordell-Tornheim型の 2重ゼータ関数は

$\zeta_{MT,2}(s_{1}, s_{2};s_{3})=\sum_{m,n=1}^{\infty}\frac{1}{m^{s_{1}}n^{s_{2}}(m+n)^{s_{3}}}$

により与えられ，$\Re s_{1}+\Re s_{3}>1,$ $\Re s_{2}+\Re s_{3}>1,$ $\Re s_{1}+\Re s_{2}+\Re s_{3}>2$ で絶対収束する

([7] の Theorem 2.2). また，$\mathbb{C}^{3}$ 上に有理型に接続される ([4]).

ここで，この Mordell-Tornheim 型の 2重ゼータ関数が Euler-Zagier 型の 2重ゼータ

関数の一般化になっていることに注意する．実際に，
$\zeta_{MT,2}(s_{1},0;s_{3})=\zeta_{EZ,2}(s_{1}, s_{3})$

である．このことから，Mordell-Tornheim型の 2重ゼータ関数に対して，Lindel\"of 予想
の類似を与えるだけではなく，Matsumoto, Tsumura [5] が与えた Euler-Zagier 型の 2

重ゼータ関数の平均値の結果の一般化を与えることも 1つの重要な目的となる．そのよう
な動機から，Okamoto, Onozuka は Mordell-Tornheim 型の 2重ゼータ関数の 2乗平均

値を考察し，次の結果を得た．
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実際に，この結果は
$(s_{1}, \sigma)\in D_{1}\Rightarrow(s_{1},0;\sigma)\in D_{2},$

$\zeta_{MT,2}^{[2]}(s_{1},0;2\sigma)=\zeta_{2}^{[2]}(s_{1},2\sigma)$

であることから，[7] の結果の一般化になっている．そして，この結果は，$D_{2}$ 上では

Mordell-Tornheim 型の 2重ゼータ関数に対して，Lindel\"of予想の類似が成り立つかもし

れないことを示唆してる．

また，証明については Euler-Zagier 型の 2重ゼータ関数の結果と同様に，$D_{2}$ を絶対収

束する部分と絶対収束しない部分に分けて証明をする．しかし，Euler-Zagier 型の 2重

ゼータ関数と同様に証明ができるかというと，絶対収束しない部分では同じようにできな

い部分があり，そこでは上手く評価をする必要がある．また，絶対収束する領域ではどう

かというと，同様にやってもできるが，ここでは，ある補題を用いることでより簡単に示

すことができた．

まずは，この絶対収束する領域での平均値定理を詳しく与え，その証明を与える．その

平均値定理とは以下の通りである．ただし，以下，$s=\sigma+it,$ $s_{1}=\sigma_{1}+it_{1},$ $s_{2}=\sigma_{2}+it_{2}$

とする．

第 1平均値定理 (絶対収束する領域)[7].

$\sigma_{1}+\sigma>1,$ $\sigma_{2}+\sigma>1,$ $\sigma_{1}+\sigma_{2}+\sigma>2,$ $t\geq 2$ を満たす $\mathcal{S}_{1},$ $S_{2},$
$S\in \mathbb{C}$ に対して，

$\int_{2}^{T}|\zeta_{MT,2}(s_{1}, s_{2};s)|^{2}dt=\zeta_{MT,2}^{[2]}(s_{1}, s_{2};2\sigma)T+O(1) (Tarrow\infty)$

が成り立つ．

この証明には以下の補題を用いる．この補題の証明については参考文献に任す．
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では，第 1平均値定理の証明に戻る．まず，$\sigma_{1}+\sigma>1,$ $\sigma_{2}+\sigma>1,$ $\sigma_{1}+\sigma_{2}+\sigma>2$

では，Mordell-Tornheim型の 2重ゼータ関数は絶対収束していることに注意する．この
とき，和の順序の交換により，

$\zeta_{MT,2}(s_{1}, s_{2};s)=\sum_{m,n=1}^{\infty}\frac{1}{m^{s_{1}}n^{s_{2}}(m+n)^{\sigma+it}}$

$= \sum_{k=2}^{\infty}(\sum_{m=1}^{k-1}\frac{1}{m^{s_{1}}(k-m)^{s_{2}}k^{\sigma}})k^{-it}$

$= \sum_{k=2}^{\infty}\overline{a_{k}}k^{it}$

が成り立つ．ただし，$a_{k}$ は

$a_{k}= \sum_{m=1}^{k-1}\frac{1}{m^{s_{1}}(k-m)^{s_{2}}k^{\sigma}}$

で与えられる．さらに，

$\sum_{k=2}^{\infty}k|a_{k}|^{2}=\sum_{k=2}^{\infty}|\sum_{m=1}^{k-1}\frac{1}{m^{s_{1}}(k-m)^{s_{2}}}|^{2}k^{1-2\sigma}=\zeta_{MT,2}^{[2]}(s_{1}, s_{2},2\sigma-1)$

が成り立つ．ここで，$\zeta_{MT,2}^{[2]}(s_{1}, s_{2},2\sigma-1)$ が $\sigma_{1}+\sigma>1,$ $\sigma_{2}+\sigma>1,$ $\sigma_{1}+\sigma_{2}+\sigma>2,$

では絶対収束することを用いると ([7] の Theorem 2.2),

$\sum_{k=2}^{\infty}k|a_{k}|^{2}=O(1)$

を得る．さらに，上と同様にすれば，

$\sum_{k=2}^{\infty}|a_{k}|^{2}=\zeta_{MT,2}^{[2]}(s_{1}, s_{2},2\sigma)$.

となる．

したがって，上の Lemma を用いれば，第 1平均値定理が成り立つことがわかる．口
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このように，絶対収束する領域では簡単に平均値定理を示すことができる．では，絶対

収束しない領域ではどうであろうか？

最後に，絶対収束しない領域での平均値定理を詳しく述べ，その証明の概略のみを与

える．

第 2平均値定理 (絶対収束しない領域)[7].

$s_{1},$ $s_{2},$
$s\in \mathbb{C}$ を $1/2<\sigma_{2}+\sigma\leq 1,$ $\sigma_{1}+\sigma_{2}+\sigma>2,$ $\sigma_{1}>1,$ $\sigma_{2}\geq 0,$ $\sigma>0,$ $t_{2}\geq$

$0,$ $t\geq 2$ を満たすものとし，$t$ が 2から $T$へ動くとき，$(s_{1}, s_{2}, s)$ は超平面 $s_{2}+s=1$

を通らないものとする．このとき，

$\int_{2}^{T}|\zeta_{MT,2}(s_{1}, s_{2};s)|^{2}dt=\zeta_{MT,2}^{[2]}(s_{1}, s_{2};2\sigma)T+O(T^{1/2})$

$+O(T^{2-2\sigma_{2}-2\sigma}\log T)(Tarrow\infty)$

が成り立つ．

第 3平均値定理 (絶対収束しない領域)[7].

$s_{1},$ $s_{2},$
$s\in \mathbb{C}$ を $\sigma_{1}+\sigma>1,1/2<\sigma_{2}+\sigma\leq 1,3/2<\sigma_{1}+\sigma_{2}+\sigma\leq 2,1/2<\sigma_{1}<$

$3/2,$ $\sigma_{2}\geq 0,$ $\sigma>0,$ $t_{2}\geq 0,$ $t\geq 2$ を満たすものとし，$t$ が 2から $T$ へ動くとき，
$(s_{1}, s_{2}, s)$ は超平面 $s_{2}+s=1$ と $s_{1}+s_{2}+s=2$ を通らないものとする．このとき，

$\int_{2}^{T}|\zeta_{MT,2}(\mathcal{S}_{1}, s_{2};s)|^{2}dt=\zeta_{MT,2}^{[2]}(s_{1}, s_{2};2\sigma)T$

$+\{\begin{array}{ll}O(T^{4-2\sigma_{1}-2\sigma_{2}-2\sigma}\log T)+o(\tau^{1/2}) (1/2<\sigma_{1}<1,1/2<\sigma_{2}+\sigma<1)O(T^{2-2\sigma_{1}}(\log T)^{2})+o(\tau^{1/2}) (1/2<\sigma_{1}<1, \sigma_{2}+\sigma=1)O(T^{2-2\sigma_{2}-2\sigma}(\log T)^{3})+o(\tau^{1/2}) (\sigma_{1}=1,1/2<\sigma_{2}+\sigma<1)o(\tau^{1/2}) (\sigma_{1}=1, \sigma_{2}+\sigma=1)O(T^{2-2\sigma_{2}-2\sigma}\log T)+o(\tau^{1/2}) (1<\sigma_{1}<3/2,1/2<\sigma_{2}+\sigma<1)\end{array}$

$(Tarrow\infty)$

が成り立つ．

これらの証明では級数表示を使用できないので，次のような漸近公式を用いる必要が

ある．
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$\zeta_{MT,2}(S_{1}, S_{2}, \mathcal{S})=\sum_{m=1}^{\infty}\sum_{n\leq x}\frac{1}{m^{s_{1}}n^{s_{2}}(m+n)^{s}}+\frac{x^{-s_{2}+1}}{s_{2}+s-1}\sum_{m=1}^{\infty}\frac{1}{m^{s_{1}}(m+x)^{s}}$

$+ \frac{s}{s_{2}+s-1}\sum_{m=1}^{\infty}\frac{1}{m^{s_{1}-1}}\int_{x}^{\infty}\frac{dy}{y^{s_{2}}(y+m)^{s+1}}$

$+\{\begin{array}{ll}O(x^{-\sigma_{2}-\sigma}) (\sigma_{1}>1)O(x^{-\sigma_{2}-\sigma}\log x) (\sigma_{1}=1)O(x^{1-\sigma_{1}-\sigma_{2}-\sigma}) (\sigma_{1}<1) .\end{array}$

ただし，$\mathcal{S}_{1},$ $s_{2},$
$s\in \mathbb{C}$ はある条件を満たすとものであるが，平均値定理の仮定を満たせ

ば十分で，また，$x\geq 1$ であるが，ここでは，$a= \max\{1, |t_{2}|\}$ とし，$x=at$ として用い

る．そして，その式を上手く評価すれば (Mellin-Barnes 積分を用いる必要もある),

$\zeta_{MT,2}(s_{1}, s_{2}, s)=\sum_{rn=1}^{\infty}\sum_{n\leq at}\frac{1}{m^{s_{1}}n^{s_{2}}(m+n)^{s}}+\{\begin{array}{ll}O(t^{-\sigma_{2}-\sigma}) (\sigma_{1}\neq 2)O(t^{-\sigma_{2}-\sigma}\log t) (\sigma_{1}=2)\end{array}$

という級数表示を有限部で切った公式を得ることができる．この式が絶対収束しない領域
での平均値定理を与える上での核となる公式の 1つである．
上の公式を用いると，平均値定理を与えるためには

$\int_{2}^{T}|\zeta_{MT,2}(s_{1}, s_{2}, s)|^{2}dt=\int_{2}^{T}|\Sigma_{1}(s_{1}, s_{2}, s)+E(s_{1}, s_{2}, s)|^{2}dt$

$= \int_{2}^{T}|\Sigma_{1}(s_{1}, s_{2}, s)|^{2}dt+O(\int_{2}^{T}|\Sigma_{1}(s_{1}, s_{2}, s)E(s_{1}, s_{2}, s)|dt)$

$+O( \int_{2}^{T}|E(S_{1}, \mathcal{S}_{2}, \mathcal{S})|^{2}dt)$

の右辺を評価する必要がある．ただし，ここで，$\Sigma_{1}(s_{1}, s_{2}, s),$ $E(s_{1}, s_{2}, s)$ はそれぞれ，上
の式の主要項と剰余項である．

第 2平均値定理の仮定の下では，和を上手く分けて評価することにより，
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$\int_{2}^{T}|\Sigma_{1}(s_{1}, s_{2}, s)|^{2}dt=\zeta_{MT,2}^{[2]}(s_{1}, s_{2},2\sigma)T$

$+\{\begin{array}{ll}O((\log T)^{2}) (\sigma_{2}+\sigma=1)O(T^{2-2\sigma_{2}-2\sigma}\log T) (1/2<\sigma_{2}+\sigma<1)\end{array}$

が成り立つことを示すことができる．そして，第 2平均値定理の仮定の下では，
$O( \int_{2}^{T}|E(s_{1}, s_{2}, s)|^{2}dt)=O(1)$ となり，さらに，コーシー．シュワルツの不等式と上の
評価を用いれば，

$\int_{2}^{T}|\Sigma_{1}(s_{1}, s_{2}, s)E(\mathcal{S}_{1}, s_{2}, s)|dt$

$\ll(2^{T}|\Sigma_{1}(s_{1}, s_{2}, s)|^{2}dt)^{1/2}(2^{T}|E(s_{1}, s_{2}, s)|^{2}dt)^{1/2}=O(T^{1/2})$

となる．よって，これらをまとめることにより，第 2平均値定理を得る．

さらに，第 3平均値定理の仮定の下では，

$\int_{2}^{T}|\Sigma_{1}(s_{1}, s_{2}, s)|^{2}dt=\zeta_{MT,2}^{[2]}(s_{1}, s_{2},2\sigma)T+O(E(T))$

が成り立つ．この証明には第 2平均値定理の証明のときと同様には与えることができず，

より詳しくみる必要がある．ただし，$E(T)$ は

$E(T)=\{\begin{array}{ll}T^{4-2\sigma_{1}-2\sigma_{2}-2\sigma}\log T (1/2<\sigma_{1}<1,1/2<\sigma_{2}+\sigma<1)T^{2-2\sigma_{1}}(\log T)^{2} (1/2<\sigma_{1}<1, \sigma_{2}+\sigma=1)T^{2-2\sigma_{2}-2\sigma}(\log T)^{3} (\sigma_{1}=1,1/2<\sigma_{2}+\sigma<1)(\log T)^{4} (\sigma_{1}=1, \sigma_{2}+\sigma=1)T^{2-2\sigma_{2}-2\sigma}\log T (1<\sigma_{1}<3/2,1/2<\sigma_{2}+\sigma<1)\end{array}$

で与えられる．残りの部分は第 2平均値定理と同様に示すことができ，それらをまとめる

ことにより，第 3平均値定理を得る．
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