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1. はじめに

コッホ曲線やペアノ曲線、 マンデルブロ集合に代表されるフラクタルは、現代数学

の華のひとつともいうべきものである。 その数学的内容は高校生には難解である

が、 自己相似形によって描かれる図の美しさや不思議さは数学への興味をひきたて

るのに十分であろう。過去に大学入試問題としてコッホの雪片曲線が極限の問題と

して複数の大学から出題されており、受験問題集にも収録されているが、単なる演習

問題として扱われてしまうにはもったいない内容である。 コンピュータを用いて実際

にフラクタル図形を描いてみれば、 その内容についての興味が喚起され、数学への

学習意欲が高まることが期待される。 また、 $L$-Systemによる植物の成長モデルは、

シダやオウム貝などに見られる螺旋や黄金比と並んで、 自然界を数学的に解析する

ものとしての興味が尽きない。授業ではなく、課題研究や数学研究部での研究課題

とすることもできる。 (螺旋の課題研究については、 「数理解析研究所講究録

$1735_{\lrcorner}$ の「Cinderella. $2$を用いた授業と課題研究」 において紹介済み)

ここでは、 Cinderella.2を用いたタートルグラフィクスシステムの構築と、 それに

よるフラクタルの描画を授業に用いた実践例を紹介し、高等学校および大学初年級

における教育利用の可能性について論考する。

2. タートルグラフィクスシステムの構築

2.1 タートルグラフィクスシステムの設計

コンピュータでタートルグラフィクスを実現するプログラミング言語には、パパー

トが提唱した LOGOを起源とする数多くのシステムが存在する。基本は、 画面上の

タートルに与える前進・後退命令と、描画長・描画方向についての情報で、 これに

ペンの色を指定したり、サウンドを鳴らしたりする命令が付加されている。 ユーザ

ーは、 これらのコマンドの列を記述してタートルをコントロールして図形を描く。 タ

ートルには、 1歩進むごとに前と異なる命令を与えることが可能である。
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これに対し、 ここで設計するタートルグラフィクスシステムは、 フラクタルの自己

相似形を描くことを念頭に、 シンプルに設計する。 タートルの進む距離と、 向きを

変える角度は定数とし、命令は Lindenmayerの $L$-System (文献 [1]) に準じて次のよ

うに定める。

F,A, $B$ :描画しながら前に進む

$f$ :描画しないで前に進む

$+$ :指定された角度だけ左を向く

:指定された角度だけ右を向く

R,L, $S$ :なにもしない

[:現在の状態をスタックに保存する

$]$ :スタックから情報を取り出す

前進の命令や何もしない命令が複数個あるのは、 このタートルグラフィクスシス

テムの中核となる置き換えシステムのためのものである。置き換えシステムとは、命

令文字列のうちの一つの文字を、別の文字列で置き換えるもので、 これを繰り返す

ことにより自己相似な図形を描くことができる。 また、 スタック命令は、植物の成

長モデルにおいて不可欠のものである。 なお、 命令 $S$は、Lindenmayerのものではな

く、 山口大学のテキスト (文献 [6]) で用いられている、 シェルピンスキーのギャス

ケットを描くテクニカルな方法を参考に追加したものである。

2.2 プログラミング言語レベルでのシステム

Cinderella.2は、幾何の描画機能とプログラミング言語 CindyScriptを併せ持った

ソフトウェアで、描画機能を用いて描画した幾何要素の位置や属性を CindyScriptを

用いて制御でき、 グラフィクスのための基本的な設定をプログラム側で行う必要が

ほとんどないのが大きな利点である。最も単純なタートルグラフィクスシステムは、

CindyScriptで次の 4つの関数を定義することで実現できる。

forward(step) 前に step分だけ進む

turtle(command,step,angle) 命令文字 command にしたがって亀を動かす

stepは 1歩の長さ、 angleは回転角

makecom(n) initiatorと generatorから命令文字列を生成する

tree(commandrow,step,angle) 命令文字列にしたがって亀を動かす
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これらの関数は、 CindyScriptエディタの Initializationスロットに記述する。

Initializationスロットに書かれたものは、最初に 1度だけ実行される。

これに対し、 Drawスロットで、 1歩の長さ、 回転角、 イニシエータ、 ジェネレー

タ、 置き換え回数を設定して実行する。

次の例は、置き換えシステムによって植物の成長モデルを描画したものである。

$==$ Initializationスロット $==$ $==$ Draw スロット $==$

// 前に step だけ進む kaku$=22^{o}$ ;

forward(steP):$=($
nagasa$=0.7$ ;

draw$((0,0)$ , (step, $0$

initiator$=”++++A’$ ;
translate((step, $0$

generator$=[[”F”$ , FF], $[^{t/}A^{\prime\prime\prime\prime}F-[[A]+A]$

$)$ ;
$+F[+FA]-A”]]$ ;

// 亀を命令に従って動かす
$n=5$ ;

turtle(command,step,angle):$=($

if$(command==\prime\prime A",forward($step)$)$ ; $s=$makecom(n);

if$(command==\prime\prime B^{1/},forward($step));

if$(command==\dagger\dagger F",forward($step)$)$ ; tree(s,nagasa/n,kaku);
if$(command==\prime\prime f’,translate(($step, $O))$);

if$(command==\prime\prime R",)$ ;

if$(command==\prime\prime L",)$ ;

if$(command==\prime\prime S",)$ ;

if$(command==\prime\prime+",rotate($angle)); $==$ 実行結果$==$

if$(command==^{\prime\prime_{-//}},rotate(\cdot$angle));

if$(command==\dagger t[’‘,$gsaveO) ;

if$(command==\prime\prime 1",$grestoreO) ;
;

// コマンド列を作成する

makecom(n):$=($

workstr initiator;

repeat$(n,$

workstr replace(workstr,generator);
$)$ ;

$)$ ;

// コマンド列にしたがって亀を動かす

tree(commandrow,step,angle): $=($

gsaveO;
repeat(length(commandrow),
turtle(commandrow-#,step,angle
grestoreO;

$)$ ;
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このシステムでは、 Initiaizationスロットの関数定義はほとんど変更する必要はな

い。 ユーザーは、 Drawスロットの変数を設定して実行するだけである。 とはいえ、

ジェネレータはリストとして記述する必要があり、次に紹介するアプリケーション

レベルでのしてステムのようなビジュアル性もない。一般の高校生には敷居が高いで

あろう。 数学研究部の生徒などに向いたシステムである。

2.3 アプリケーションレベルでのシステム

数学研究会のような、 もともとそれなりのモチベーションをもって参加している生

徒は、 プログラミング言語の習得に対しても自主的意欲的に取り組むことができ

るので、 「プログラムを書くことでシステムを構築し、 それを利用する」 ことがで

きるが、 一般の生徒にとってはこれは大きな $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$一ドルである。 そこで、 タートルヘ

のコマンド群だけを与えれば描画ができるようなソフトウエアを制作した。 ユーザ

ーは画面上の入カエリアにコマンドを入力して実行する。 そのためには、 ユーザー

インターフェースをどうするかが問題であるが、CindyScriptでは画面上に入力した

文字列を取得することができ、 また、 作図機能で描いたスライダを利用して変数の

値を変化させることができるので、 これを利用する。

次の図がその画面である。右側に 1歩の長さや角度などの設定があり、 それぞれ

のボックスをクリックすると変更できる。下段の命令文字列も同様である。

左側はボタンで、 これらのボタンを押すことで亀を動かすことができる。
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次に、 置き換えシステムを追加したのが次の画面である。 イニシエータと変換規

則を入力する。 ここでは、 $F$だけを置き換える簡単なものを想定している。

さらに高度な置き換えシステムが次の図である。 それぞれの命令文字に対して置

換規則を定めることができる。 1歩の長さや置換回数はスライダで設定するようにな

っており、 簡単にシミュレーションを実行できる。

長さ–
0.8

$f\otimes\hslash\hslash \mathscr{B}^{\phi}\Re\infty$
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3. 高等学校における利用例

3. 1指導環境

静岡県立磐田南高校は 2003年度からスーパーサイエンスハイスクール (SSH)に

指定されている。 1学年に理数科 1クラス、普通科 7クラスの規模で、 2011年度か

らは学校設定教科 「 $SSH$講座」 として、 理数科では 「磐南スーパーサイエンス」、理

数科では「磐南サイエンス探究」 という科目を独自に設定し、Mathematicaを利用

した曲線描画などの内容の授業を行っている。 また、 科学系部活動に数学研究部は

ないが、 SSH研究会としてサークル活動的なグループを作って活動する素地が用意さ

れている。 このようなことから、通常の数学の授業ではなかなか踏み込むことので

きない題材も取り上げることができる環境にある。 そこで、 まず、 SSH研究会の数学

部会を立ち上げて生徒に研究させた後、 その成果をもとに、磐南サイエンス探究の

授業において教材開発を行った。

3.2 SSH研究会数学部会での活動

2011年度に、第 3期の SSH指定校として新規事業を立ち上げたのを機に、 SSH研究

会数学部会への参加者を 1年生から公募し、 4名の参加者を得た。彼らひとりひとり

に Cinderellaを渡し、 $L$-Systemを題材とした課題を示して家と学校でできるときに

研究を進めさせた。 タートルグラフィクスと $L$-Systemについては、生徒の研究の進

捗状況に合わせてWeb上で解説を行った。 この手法は、理数科 2年生の課題研究でも

行っていたもので、Web上の掲示板を使ってヒントを与えたり、生徒の質問に答え

るものである。 その結果、 11月の SSH成果発表会において、 8月から 10月までの 3

ヶ月間で行った研究の成果を発表することができた。CindyScriptを用いたプログラ

ミング言語レベルのシステムを使ったものである。

下図左は、 生徒が「パセリ」 と名付けた植物の成長モデル、右は 「雪印」 と名付

けた自己相似形のフラクタル絵柄である。
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3.3授業での指導例

SSH研究会数学部会での成果から、 2012年度に、普通科 2年生の磐南サイエンス探

究 $B$ 「数学シミュレーション」でフラクタルを取り上げた。 フラクタルは、 高校数

学のカリキュラムにはない内容だが、大学入試問題にはコッホの雪片曲線が過去に

極限の問題として出題されている。 また、 タートルグラフィクスにより、平面図形に

ついての感覚を磨いたり、三角関数などを現実的に応用する場面を設定することが

できる。

3.3. 1 タートルグラフィクスによる多角形の描画とその応用

タートルグラフィクスの考え方を学ぶには、多角形の描画が入門として最適であろ

う。 凸型多角形と星形多角形をタートルグラフィクスで描く。使用する命令も、 $F$

$+$ $-$ の 3つだけである。 向きを変える角度、 1歩の大きさなどは画面上のボック

スに入力する。 ここには、 三角関数も入力できる。 これを応用して、 円周率の近似

値を求めさせた。 ただし、面積ではなく、多角形の周長を用いた。 円に内接する多

角形と外接する多角形を描く。 このとき、 タートルの 1歩の長さとして多角形の 1

辺の長さを指定するので、 これを用いて周長が計算できる。数値計算は CindyScript

でできるが、 ここでは CindyScriptは使わない前提なので、Mathematicaを用いさせ

た。 (右下) 計算式の正誤をタートルグラフィクスで確かめるという算段である。
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3.3.2自己相似形のフラクタル図形の描画

置き換えシステムを用いて自己相似な図形を描かせる。 まず、 多角形を描くのに、

同じような命令を続けなくても、置き換えシステムを用いれば簡単に表現できるこ

とを学ぶ。 次に、 フラクタルの例として、 コッホの雪片曲線をあげる。 また、 シエル

ピンスキーのギャスケットやヒルベルト曲線を紹介し、試行錯誤でよいので置き換

えシステムを使って図形を描くことを課題とする。 ここでは、 フラクタルに対する興

味づけが目的なので、論理的な設計までは要求をしない。線の長さの極限値や、 凸

型図形になったときの面積の極限値の計算は次の段階とする。 また、 平面充填やフ

ラクタル次元にも踏み込まなかった。 (高校生にとっては内容が高度である)

次に示すのは、生徒が描いた図の一例である。 テキストの例 (シエルピンスキー

のギャスケットなど) を改造したレベルのものではあるが、高校生としてはこの程

度ができればよいだろう。

$-\mathfrak{i}A^{-}ffl,|F->$

$f->$

$A->$

$8_{->}$

$S->$

$R->$

し．$>$
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4. $3D$夕一トルグラフィクス複素平面によるフラクタルについて

4.1 $3D$夕一 トルグラフィクス

Lindenmayerの「$The$ Alogorithmic Beauty of Plants」 には、 $3D$のタートルグ

ラフィクスコマンドも用意してある。平面の場合と異なるのは回転だけなので、 $+$
、

$-$の代わりに次のものを用いる。

$+$ : $z$ 軸周り こ正の回転

: $z$ 軸周り こ負の回転

&: $y$軸周り こ正の回転

$\wedge$ : $y$軸周り こ負の回転
$\backslash$ : $x$ 軸周り こ正の回転

/ : $x$軸周り こ負の回転

: $z$ 軸周り こ 180度反転

$3D$ グラフィクスは各軸周りの回転行列を用意し、透視変換を行うもので、次の

ようなわずかなスクリプトで実現できる。

// 角 $\theta$ の回転行列

$rtx(\theta):=[[1,0,0],[0,\cos\langle\theta),-\sin(\theta)],[O,\sin(\theta),\cos(\theta$

$rty(\theta):=[[\cos(\theta),O,\sin(\theta)],[0, 1,0],[-\sin(\theta),O,\cos(\theta$

$rtz(\theta):=[[\cos(\theta),-\sin(\theta),O],[\sin(\theta),\cos(\theta),O],[0,0, 1$

// 回転行列初期値

mat$=rtx(pi/12)^{*}rty(-2^{*}pi/3)^{*}rtx(-Pi/2)$ ;

viewpoint$=9.001;//$ 視点の $y$座標 整数にしないこと

zoom$=15$ ; // 拡大率

// 透視変換。使い方は $p=[1,2,3]$ という 3次元座標を

$//A.xy=map(p)$ で 2次元座標にして $A$の (x,y)座標に返す

$map3d(p):=($

$p=mat^{*}p$ ;

$mp=p/(viewpoint-p_{-}3)$ ;

$[mp.x,mp.y]^{*}zoom$ ;
$)$ ;
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$z$

▼ $n_{Ew\epsilon ng}$

▼ $n$ 1ヤ

4
$f\iota 1rt1\bullet\mu\epsilon-[O,0,01t$

$U$ ldrc嫁$t1,0,$ $O]j$
$\bullet$

ttutlestack$=($ ] $j$

▼ $L^{|n|l}$

$D\iota$ $//+$ $/-g$軸まわりの回転

$3$

$//$ &,
’

$y$軸まわりの回転
$//\backslash$ , $/x$軸まりりの回転

$:^{1}\prime.$ $Z^{\eta_{\hslash k}}$
$//$ $|$ $z$軸まわりに 180回転

$Z^{nce\mathfrak{g}}$

. $-$

.劃mu Xご欝$90^{\cdot}i$

$n_{Sinu} initi\bullet\infty r=^{u}r^{\alpha}$ ;
$ho\bullet uu-2_{j}$

$y$ ▼ $nmu$ $\infty entor-,t+r*P\star l+f^{\wedge}r^{\wedge}p\wedge p\backslash ev(p*f+r/p\iota\iota\iota f\wedge r^{n}/$

$[\lrcorner s n-1$ :
$\bullet$ 隅 ou

$s$-inAtiator$j$

幽納 ou
$i$ の●$|$ $[$ $n,$

$:\dot{l}$ ▼ 餉荻 ou $s=\infty^{\iota}\mapsto( 6_{\ell}^{\nu}P^{*},$ generator) ;

fr $s$ $\rangle$ :
$\alpha$ kou .

$prirt\ln(s)j$
幽 $\kappa_{C/}$

$F:..$ nn $tr\bullet\bullet 3d\{\mathfrak{g},ho\iota uu/n,\lambda rku$ 》$i$

$\kappa w$

これを用いると、 3 $D$の植物成長モデルを描画することができる。 しかし、 高校

の授業の中での活用となると今後研究していく必要があるだろう。

4.2複素数平面でのフラクタル

2012年度入学生より実施されている学習指導要領では、数学 $m$に複素数平面が復

活した。 (なお、教科書では「複素平面」ではなく 「複素数平面」 という用語が以

前から用いられている) CindyScriptには、 点の座標と複素数を相互に変換する関

数 complex$()$ と gauss $()$ が用意されており、複素数平面を簡単に扱うことがでぎる。

これを用いて、複素数平面の基礎を学び、 さらに応用として複素関数を用いた自

己平方フラクタルの描画をおこなうことが可能である。Mathematicaの DensityPlot

関数に相当する関数 colorplotが用意されており、次のような数行のスクリプトで

描画ができる。描画範囲は画面上の 2点 A,Bをドラッグすることにより変更できる。

マンデルブロ集合

f(x,n): $=\langle$

$c=complex(x)$ ;

$z=0$ ;

$k=0$ ;

while$(|z|<2.0$ & $k<n,$

$z=z^{\wedge}2+c$ ;

$k=k+1$ ;

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-\backslash ;}\mathfrak{B}-\vee^{\wedge-}*\backslash \backslash l-+$圃國醗國 $i:\sum\circ\ovalbox{\tt\small REJECT}$$=$回
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$)$ ;

col$=k/n$ ;
$)$ ;

// 動かすモードで点$A,B$を設定

colorplot$(hue(f(\#,60)+0.66),A,B$ ,pxlres-$>1)$ ;

本年度 $(2013$年度 $)$ の 2年生が新学習指導要領で学ぶ最初の学年であるので、マ

ンデルブロ集合やジュリア集合などの複素関数によるフラクタルを紹介することが

できるだろう。現在、その教材を開発中である。
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