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Abstract : 有限期間中に権利行使が 2回できるアメリカンプットオプションの最適停止問題を研究する．

最初に権利行使が 1回のときの性質をリビューし，次に 2回権利行使可能なときの性質を各関数ごとに補題として

述べ 最後に価格関数と境界の一意性についての Verification Theorem を証明する．

1 Introduction

株価過程は幾何ブラウン運動に従うものとする．

$dX_{t+s}=rX_{t+s}dt+\sigma X_{t+s}dB_{t}$ , (1.1)

なお，$X_{t}=x\geq 0$ で，$s\geq 0$ である．また，$(B_{s})_{s\geq 0}$ は標準ブラウン運動であり，$T>0$ を満期日，$K>0$

を権利行使価格，$\sigma>0$ をボラティリティとする．さらに，$X$ は強マルコフ性をもつので，無限小生成作
用素 $\mathcal{L}$x $=$ rx $\mathcal{T}\partial$x- $+\sigma$2♂鼻を持つ．権利行使が 2回できるときのアメリカンプットオプションの価
格を次で定義する．

$V^{[2]}(t, x) :=0 \leq \mathcal{T}1<72\sup_{\leq T-t}\mathbb{E}[e^{-r\tau}g1(X_{t+\tau_{1}}(x))+e^{-r\tau}g2(X_{t+\tau}2(x))].$

なお，$g(x)=(K - x)+$ である．また，残り 2回権利行使できる条件のもとで，$X_{T-t}=x$ において権利行

使して得られる利得は

$U^{[2]}(t, x):=\{\begin{array}{ll}g(x)+e^{-r\delta}\mathbb{E}[V^{[1]}(t+\delta, X_{t+\delta}(x))], 0<t\leq T-\delta,(K-x)^{+}, T-\delta<t\leq T.\end{array}$

となる．さらに，1回目の停止時刻 $\tau_{1}$ と 2回目の停止時刻 $\tau_{2}$ の間は，$\delta(>0)$ あけるものとする，i.e.
$\tau_{2}-\tau_{1}\geq\delta$ となるようにする．

2回停止のアメリカン・プット・オプションを探求する前に，1回停止のアメリカン・プット・オプショ
ンについて簡単に見てゆく．

$\bullet$ 価格関数 : $V^{[1]}(t, x)= \sup_{0\leq\tau\leq T-t}\mathbb{E}[e^{-r\tau}g(X_{t+\tau}(x))]$

$\bullet$ 利得関数 (権利行使したときの利得): $U^{[1]}(t,x)=g(x)=(K-x)^{+}$

$\bullet$ 最適停止時刻 : $\tau^{*}=\inf\{0\leq s\leq T:X_{t+s}(x)\leq b^{[1]}(t+s)\}$

$\bullet$ 継続領域:

$C^{[1]}$
$=$ $\{(t, x)\in[0, T)\cross(0, \infty)$ : $V^{[1]}(t, x)>U^{[1]}(t, x)\}$

$=$ $\{(t, x)\in[0, T)\cross(0, \infty)$ : $x>b^{[1]}(t)\}$
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$\bullet$ 停止領域:

$D^{[1]} = \{(t, x)\in[O, T)\cross(O, \infty):V^{[1]}(t, x)=U^{[1]}(t, x)\}$

$=$ $\{(t, x)\in[O, T)\cross(0, \infty)$ : $x\leq b^{[1]}(t)\}$

上記を満たす境界 $b^{[1]}(t)$ が存在し，増加関数であることが知られている．また自由境界問題は

$\{\begin{array}{ll}V_{t}^{[1]}+\mathcal{L}_{X}V^{[1]}=rV^{[1]}, in C^{[1]},V^{[1]}(t, x)=U^{[1]}(t, x) , for x=b^{[1|}(t) ,V_{x}^{[1]}(t, x)=-1, for x=b^{[1]}(t) ,V^{[1]}(t, x)>U^{[1]}(t, x) , in C^{[1]},V^{[1]}(t, x)=U^{[1]}(t, x) , in D^{[1]}\end{array}$ (1.2)

となる．これを満たす境界 $b^{[1]}(t)$ と価格関数 $V^{[1]}$ は一意であることが証明されている (cf. [2] S. D. Jacka (1991),

[4] G. Peskir and A. N. Shiryaev (2006)).

2 Double Stopping Ploblem

前述した通り求める 2回停止のアメリカンプットオプションの最適停止問題は

$V^{[2]}(t, x)=0 \leq\tau_{1}<\tau\leq T-t\sup_{2}\mathbb{E}[e^{-r\tau_{1}}g(X_{t+\tau_{1}}(x))+e^{-r\tau 2}g(X_{t+\tau 2}(x))]$ . (2.1)

また，利得関数は次であった:

$U^{[2]}(t, x)=\{\begin{array}{ll}g(x)+e^{-r\delta}\mathbb{E}[V^{[1]}(t+\delta, X_{t+\delta}(x))], 0<t\leq T-\delta,(K-x)^{+}, T-\delta<t\leq T.\end{array}$ (2.2)

なお，$g(x)=(K-x)^{+}$ で，$\tau_{1}$ は 1回目の停止時刻であり，$\tau_{2}-\tau_{1}\geq\delta>0$ である．

補題 2.1

(i) $x\mapsto V^{[2]}(t, x)$ は $t\in[0, T]$ に対して，$\mathbb{R}^{+}$ 上で減少する凸関数である．

(ii) $t\mapsto V^{[2]}(t, x)$ は $x\in \mathbb{R}^{+}$ に対して，$[0, T]$ 上で減少する．

(iii) $(t, x)\in(0, T] に対して，V^{[2]}(t,x)\geq V^{[1]}(t,x)$ である．

(iv) $(t,x)\mapsto V^{[2]}(t, x)$ は $[0, T]\cross \mathbb{R}^{+}$ 上で連続である．

証明の概要

(i) : $V^{[1]}(t,x)$ が減少する凸関数なので，$V^{[2]}(t,x)$ も減少する凸関数だということがわかる．(ii): $t$

を減少させると上限をとる幅が減少していくので，$V^{[2]}(t,x)$ は減少する関数である．(m) : $e^{-rt}>0,$

$(K-x)^{+}>0$ なので，$V^{[1]}(t,x)\leq V^{[2]}(t,x)$ である．(iv): $V^{[2]}$ の構造より，$x$ に関する連続性は明らか

である．また $t$ に関する連続性は，$\tau_{*}(t,x)$ を $V^{[2]}(t,x)$ の最適停止時刻とすると，$V^{[1]}$ が連続という事実

より，連続性が証明できる． $\square$
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補題 2.2 (利得関数の性質)

(i) $x\mapsto U^{[2]}(t, x)$ は全ての $t\in[0, T]$ に対して，$\mathbb{R}^{+}$ 上で減少し凸関数である．

(ii) 全ての $(t, x)\in(0, T] \cross \mathbb{R}^{+} に対して，U[2](t, x)\geq U^{[1]}(t, x)$ である．

(iii) $(t, x)\mapsto U^{[2]}(t, x)$ は $[0, T]\cross \mathbb{R}^{+}$ 上で連続である．

証明の概要

(i) $:U[2](t, x)$ の構造より明らかである．(ii): $\mathbb{E}[V[1](t, x)]>0$ なので，成り立つ．(iii) : $(t, x)\mapsto y[1](t, x)$

と $g(x)$ が連続なので明らか．

口

補題 2.3 以下の性質も成り立つ．

(i) Smooth-fit : $\frac{\partial V^{[2]}}{\partial x}(t, x)=\frac{\partial U^{[2]}}{\partial x}(t, x)$ for $x=b[2](t)$

(ii) $V_{t}^{[2]}+\mathcal{L}_{X}V[2]=rV^{[2]}$ in $C^{[2]}$

(iii) $D^{[1]}\subseteq D[2]$

証明の概要

(i)Smooth-fit は，はさみうちの定理を使って示していく．

まず，$x+\epsilon<K$ となる $\epsilon>0$ をとる．$x=b^{[2]}$ より点 $(t, x+\epsilon)\in C[2]$ なので，$V^{[2]}(t, x+\epsilon)>U^{[2]}(t, x+\epsilon)$

であり，$V^{[2]}(t, x)=U^{[2]}(t, x)$ となる．従って，

$\frac{V^{[2]}(t,x+\epsilon)-V^{[2]}(t,x)}{\epsilon}\geq\frac{U^{[2]}(t,x+\epsilon)-U^{[2]}(t,x)}{\epsilon}$

を得る．次に逆の不等式

$\frac{V^{[2]}(t,x+\epsilon)-V^{[2]}(t,x)}{\epsilon}\leq\frac{U^{[2]}(t,x+\epsilon)-U^{[2]}(t,x)}{\epsilon}$

は，$V^{[2]}(t, x+\epsilon)$ の最適停止時刻を定めることで，$V^{[2]}(t, x+\epsilon)-V^{[2]}(t, x)$ を上から抑えることができる

ので成り立つことを示せる．

(ii) $\tau_{1}^{*}$ を一回目の最適停止時刻とするとき，$s\in[0, \tau_{1}^{*}(t, x)]$ に対する $e^{-rs}V^{[2]}(t+s, X_{t+s}(x))$ は，伊藤の

公式が適用可能で，マルチンゲールである．これより

$d(e^{-rs}V^{[2]}(t+s, X_{t+s}(x)))$ $=$ $e^{-rs} \{-rV^{[2]}+V_{s}^{[2]}+rxV_{x}^{[2]}+\frac{1}{2}\sigma^{2}x^{2}V_{xx}^{[2]}\}ds+e^{-rs}\sigma xV_{x}^{[2]}dB_{s}.$

$e^{-rs}V^{[2]}(t+s, X_{t+s}(x))$ はマルチンゲールなので，

$e^{-rs} \{-rV^{[2]}+V_{s}^{[2]}+rxV_{x}^{[2]}+\frac{1}{2}\sigma^{2}x^{2}V_{xx}^{[2]}\}ds=0\Leftrightarrow V_{s}^{[2]}+rxV_{x}^{[2]}+\frac{1}{2}\sigma^{2}x^{2}V_{xx}^{[2]}=rV^{[2]}$

従って，
$V_{t}^{[2]}+\mathcal{L}_{X}V^{[2]}=rV^{[2]}$ in $C^{[2]}$ . (2.3)

(iii)

$D^{[1]} = \{(t, x)\in[0, T)\cross(0, \infty):V^{[1]}(t, x)=U^{[1]}(t, x)\},$

$D^{[2]} = \{(t, x)\in[0, T)\cross(0, \infty):V^{[2]}(t, x)=U^{[2]}(t, x)\}$
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と補題 2.1(iii) より，明らかである． 口

補題 2.4 (境界の性質) 境界は次を満たす．

(i) ［境界の存在］:次の条件を満たす境界 $b|2$ ] (t) は存在し，増加関数である．

継続領域 : $C^{|2}$ ]
$=$ $\{(t, x)\in[0, T$ ) $\cross(0, \infty)$ : $x>b^{[2]}(t)\},$

停止領域 : $D^{[2]}$
$=$ $\{(t, x)\in[0, T$) $\cross(0, \infty)$ : $x\leq b^{[2]}(t)\}.$

(ii)［境界の連続性］: $b^{[2]}(t)$ は連続で，$b[2](T)=K$ を満たす．

(iii) $b^{[1]}\leq b^{[2]}.$

証明の概要 (i) ［境界の存在］ :継続領域と停止領域をそれぞれ次で与える．

$C^{[2|} = \{(t, x)\in[0, T)\cross(0, \infty):V^{[2]}(t, x)>U^{[2]}(t, x)\},$

$D^{|2]} = \{(t, x)\in[0, T)\cross(0, \infty):V^{|2]}(t, x) =U^{[2]}(t, x)\}.$

このときまず，$0\leq t<T$ に対して，全ての点 $(t, x)$ が $x\geq K$ で $C^{[2]}$ に属することを示す．次に，

$x\leq K$ に対して考える．仮定より $U^{[2]}(t, x)$ $\leq V^{[2]}(t, x)$ であり， $U^{[2]}(t, x)$ は $U^{[2]}(t, x)=g(x)+$

$e^{-r\delta}\mathbb{E}[V^{[1]}(t+\delta, X_{t+\delta}(x))]$ なので， $t\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ依存しない関数である．また，$x$ が限りなく $0$ に近いときは

停止することが最適なので，

$\lim_{x\downarrow 0}V^{[2]}(t, x) = \lim_{x\downarrow 0}U^{[2]}(t, x)$

$= K+e^{-r\delta}\mathbb{E}[V^{[2]}(t+\delta, X_{t+\delta}(x))]$

となる．さらに，補題 2.1より $x\mapsto V^{[2]}$ は連続で減少する凸関数であることが

わかっているので， $0$ $b^{1^{2]}}$

$C^{[2]}$
$=$ $\{(t, x)\in[0, T)\cross(0, \infty):x>b^{[2]}(t)\}$ ,

fig 3.1境界の存在

$D^{[2]}$
$=$ $\{(t, x)\in[0, T)\cross(0, \infty)$ : $x\leq b^{[2]}(t)\}.$

次に，$b^{[2]}(t)$ が増加関数であることを示す．i.e. $0<t’<t<T$ に対して，$(t, x)\in$

$C[2]\Rightarrow(t’, x)\in C[2]$ を示す．$t\mapsto V[2]$ は減少で，$U[2](t, x)$ は $t$ に依存しない関数とい

うことを使うと，

$V^{[2]}(t’, x)-U^{[2]}(t’, x) \geq V^{[2]}(t, x)-U^{[2]}(t, x)>0$

となる．従って，$(t’, x)$ は $C^{[2]}$ に含まれる．よって，$b^{[2]}(t)$ は増加関数である．

(ii)［境界の連続性］$:b(t)=b(t+)$ と $b(t)=b(t-)$ に分けて示す．

(a) $b(t)=b(t+)$ について

$b[2]$ は増加関数なので，$b(t)\leq b(t+)$ となる．一方，$t_{n}\downarrow t(narrow\infty)$ とする． $(t_{n)}b(t_{n}))\in$

$D[2]$ ならば，$D[2]$ は閉なので，$narrow\infty$ とすると，$(t, b(t+))\in D^{[2]}$ となる． $D^{[2]}=$
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$\{(t, x)\in[0, T)\cross(0, \infty):x\leq b^{[2]}(t)\}$ より，$b(t+)\leq b(t+)$ となる．従って，$b(t)=b(t+)$

である．

(b) $b(t)=b(t-)$ について

$b(t_{*}-)<b(t_{*})$ と仮定する．また，$t_{*}\in(0, T)$ とし，$t’$ は十分 t、に近く $t’$ $<$ t、とする．

このとき，$R\subseteq C^{[2]}$ を考える．ただし，$R$ は半開区間で，各頂点は $(t’, b(t’))$ , $(t_{*}, b(t_{*}-))$ ,
$(t_{*}, x’)$ , $(t’, x’)$ とし，$x’\in(b(t_{*}-), b(t_{*}))$ である．

強マルコフ性より，$V^{[2]}$ は $C^{1,2}$ in $C,$ $U^{[2]}$ は $C^{2}$ in $R$ である．これより，$(t, x)\in R$ に

対して

$V^{[2]}(t, x)-U^{[2]}(t, x)= \int_{b(t)}^{x}[2|\int_{b(t)}^{u}|2|V_{xx}^{[2]}-U_{xx}^{[2]}dvdu$ . (2.4)

ここで，$V_{t}^{[2]}+\mathcal{L}xV^{[2]}=rV^{[2]}$ より

$V_{xx}^{[2]}= \frac{2}{\sigma^{2}x^{2}}\{rV^{[2]}-V_{t}^{[2|}-\sigma xV_{x}^{[2|}\}.$

$V^{[2]}(t, x)$ は $t$ に関して減少関数なので $V_{t}^{[2]}\leq 0$ となり，同様に $x$ に関しても減少なので，$V_{x}^{[2]}\leq 0$ とな

る．また $V^{[2]}(t, x)\geq U^{[2]}(t, x)\geq(K-x)^{+}$ より

$V_{xx}^{[2]} = \frac{2}{\sigma^{2}x^{2}}\{rV^{[2]}-V_{t}^{[2]}-\sigma xV_{x}^{[2]}\} \geq\frac{2}{\sigma^{2}x^{2}}\{r(K-x)^{+}\}\geq c>0.$

ただし，$c$ は十分に小さい．$U_{xx}^{[2]}=0$ より (2.4) は，

$V^{[2]}(t’, x’)-U^{[2]}(t’, x’) = \int_{b|2|}^{x’}(t’)\int_{b[2|}^{u}(t’)V_{xx}^{[2]}-U_{xx}^{[2]}dvdu.$

$=$ $\int_{b|2]}^{x’}(t’)\int_{b[2|}^{u}(t’)V_{xx}^{[2]}dvdu$ $\geq$ $\int_{b|2|}^{x’}(t’)\int_{b[2|}^{u}(t’)$ cdvdu

$= \int_{b(t’)}^{x’}[2]c[v]_{v=b|2|}^{v=u}(t’)du=\int_{b|2|}^{x’}(t’)c(u-b^{[2]}(t’))du$

$=$ $c[ \frac{1}{2}u^{2}-b^{[2]}(t’)u]_{u=b|2]}^{u=x’}(t$

り

$= \frac{c}{2}(x’-b^{[2]}(t’))^{2}$

ここで，$t^{J}$
$\uparrow$ t、とすると，

$\frac{c}{2}(x’-b^{[2]}(t’))^{2}arrow\frac{c}{2}(x’-b^{[2]}(t_{*}))^{2}>0$

となる．これより，$V[2](t_{*}, x’)>U^{[2]}(t_{*}, x’)$ なので，$(t_{*}, x’)\in C[2]$ となる．しかし，これは $(t_{*}, x’)\in D[2]$

に反するので，$b(t-)=b(t)$ となる．以上より，$b(t)$ は $[0, T]$ で連続である．さらに，上記の証明で

オ、 $=T$ と置いて，仮定を $b[2](T)<K$ とする．これで同様に展開していく と，$x\in[b^{[2]}(T), K]$ に対して

$V[2](t, x)>U[2](t, x)$ となるので，仮定に矛盾が生じる．よって，$b^{[2]}(T)=K$ となる．
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3 Free Double Boundaries Ploblem

伊藤の公式を $\{e^{-rs}V^{[2]}(t+s, X_{t+s}(x))\}$ に適用すると，

$d(e^{-rs}V^{[2]}(t+s, X_{t+s}(x)))$ $=$ $e^{-rs} \{-rV^{[2]}+V_{s}^{[2]}+rxV_{x}^{[2]}+\frac{1}{2}\sigma^{2}x^{2}V_{xx}^{[2]}\}d_{\mathcal{S}}+e^{-rs}\sigma xV_{x}^{[2]}dB_{s}.$

これに $P_{t,x}$-期待値と積分をとる．

$\mathbb{E}[\int_{0}^{T-t}d(e^{-rs}V^{[2]}(t+s, X_{t+s}(x)))]$ $=$ $\mathbb{E}[\int_{0}^{T-t}e^{-rs}\{-rV^{[2]}+V_{s}^{[2]}+rxV_{x}^{[2]}+\frac{1}{2}\sigma^{2}x^{2}V_{xx}^{[2]}\}ds]$

$+ \mathbb{E}[\int_{0}^{T-t}e^{-rs}\sigma xV_{x}^{[2]}dB_{s}].$

これを整理していくと，$(t, x)\in[0, T]\cross \mathbb{R}^{+}$ に対して

$V^{[2]}(t, x)$ $=$ $e^{-r(T-t)} \mathbb{E}[U^{[2]}(T, X_{T}(x))]-\int_{0}^{T-t}e^{-rs}\mathbb{E}[H(t+s, X_{t+s}(x))]P_{t,x}(X_{t+s}(x)\leq b^{[2|}(t+s))ds.$

(3.1)

ただし，$H=U_{t}^{[2]}+\mathcal{L}_{X}U^{[2]}-rU^{[2]}$ . また， $D^{[2]}$ において，$V^{[2]}(t, x)=U^{[2]}(t, x)=(K-x)^{+}+$

$e^{-r\delta}\mathbb{E}[V[1](t+\delta, X_{t+\delta}(x))]$ . なので，$x\in(0, b(t)$ ], $t\in[0,$ $T|$ に対して，(3.1) は次のようになる．

$(K-x) = -e^{-r\delta}\mathbb{E}[V^{[1]}(t+\delta, X_{t+\delta}(x))]+e^{-r(T-t)}\mathbb{E}[(K-X_{T}(x))^{+}]$

$- \int_{0}^{T-t}e^{-rs}\mathbb{E}[H(t+s, X_{t+s}(x))]P_{t,x}(X_{t+s}(x)\leq b^{[2]}(t+s))ds.$

これに $x=b^{[2]}(t)$ を代入することにより，Anatural candidate equation を得る．これにより自由境界方

程式を導く．

$K-b^{[2]}(t)$ $=$ $-e^{-r\delta}\mathbb{E}[V^{[1]}(t+\delta, X_{t+\delta}(b^{[2]}(t)))]+e^{-r(T-t)}\mathbb{E}[(K-X_{T}(b^{[2]}(t)))^{+}]$

$- \int_{0}^{T-t}e^{-rs}\mathbb{E}[H(t+s, X_{t+s}(b^{[2|}(t)))]P_{t,b(t)}|2|(X_{t+s}(b^{[2|}(t))\leq b^{[2]}(t+s))ds.$

(3.2)

定理 3.1 (Verification Theorem)

アメリカンプット・オプションの価格関数 $V^{[2]}$ と最適停止境界 $b^{[2]}$ は，唯一つ存在する:

$\{\begin{array}{ll}V_{t}^{[2]}+\mathcal{L}_{X}V^{[2]}=rV^{[2]} x>b^{[2]}(t) ,V^{[2]}(t, x)=U^{[2]}(t, x) x=b^{[2]}(t) , (continuous- fit)V_{x}^{[2]}(t, x)=U_{x}^{[2]}(t, x) x=b^{[2]}(t) , (smooth- fit)V^{[2]}(t, x)>U^{[2]}(t, x) x>b^{[2]}(t) ,V^{[2]}(t, x)=U^{[2]}(t, x) x\leq b^{[2]}(t) .\end{array}$ (3.3)

証明の概要

最初に，価格関数の一意性について述べる．伊藤の公式より次を得る．

$e^{-rs}v^{[2]}(t+s, X_{t+s}(x))=v^{[2]}(t, x)+ \int_{0}^{s}e^{-rs}\{v_{s}^{|2]}+\mathcal{L}_{X}v^{[2]}-rv^{[2]}\}ds+\int_{0}^{s}e^{-rs}\sigma xv_{x}^{[2]}dB_{s}$ . (3.4)

$x\mapsto v^{|2]}(t, x)$ は，減少する凸関数であり，$v^{[2]}\geq U[2]$ なので，$v_{x}^{[2]}(t, x)$ は $\mathbb{R}$ 上で有界である．(3.4),
$v_{t}^{[2)}+\mathcal{L}_{X}v^{[2]}=rv^{[2]}$ や，すでに証明してある性質を使用すると，$V^{[2]}\leq v^{[2]}\leq V^{[2]}$ が示せる．
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次に境界の一意性を示す．(3.2) を満たすもうーつ自由境界 $0<c^{[2]}(t)<K$ が存在すると仮定する．自

由境界方程式の導出と同様に以下を定義する:

$W^{c^{|2|}}(t, x) = e^{-r(T-t)}\mathbb{E}[U^{[2]}(T, X_{T})]$

$- \int_{0}^{T-t}e^{-ru}\mathbb{E}[H(t+u, X_{t+u}(x))]P_{t,x}(X_{t+u}\leq c^{[2]}(t+u))du$ . (3.5)

なお，$H=U_{t}^{[2]}+\mathcal{L}_{X}U^{[2]}-rU^{[2]}$ で，$W^{c^{[2|}}(t, x)$ は連続である．また，

$W_{x}^{c^{|2J}}(t, x)$
$=$ $e^{-r(T-t)}\mathbb{E}[U_{x}^{[2]}(T, X_{T})]$

$- \frac{\partial}{\partial x}\int_{0}^{T-t}e^{-ru}\mathbb{E}[H(t+u, X_{t+u}(x))]P_{t,x}(X_{t+u}(c^{[2]}(t))\leq c^{[2]}(t+u))du.$

$U_{x}^{[2]},$ $U^{[2]}$ が連続なので，$W_{x}^{c^{[2]}}$ は連続である．次に

$V^{c^{[2]}}:[0, T)\cross(0, \infty)arrow \mathbb{R}=\{\begin{array}{ll}V^{c^{[2]}}(t, x)=W^{c^{|2]}}(t, x) , x>c^{[2]}(t) ,V^{c^{[2|}}(t, x)=U^{[2]}(t, x) , x\leq c^{[2]}(t)\end{array}$

と定義する．また $c^{[2]}(t)$ は)(3.2) の解なので，$V^{c^{[2|}}$ は連続である．i.e. $x=c^{[2]}(t)$ に対して $V^{c^{[2|}}(t, X)$ $=$

$W^{c^{|2|}}(t, x)=U^{[2]}(t, x)$ となる．さらに，$c^{[2]}(t)$ に対する領域を次で定義する．

$C^{c^{[2|}}=\{(t, x)\in[0, T)\cross(O, \infty)$ : $x>c^{[2]}(t)\},$

$D^{c^{[2|}}=\{(t, x)\in[0, T)\cross(0, \infty)$ : $x\leq c^{[2]}(t)\}.$

ここで，change-of-variable formula より

$e^{-rs}V^{c^{\iota 2}}(t+s, X_{t+s})1$ $=$ $V^{c^{r2|}}(t, x)+ \int_{0}^{s}e^{-ru}(V_{t}^{c^{\iota 2|}}+\mathcal{L}_{X}V^{c^{[2]}}-rV^{c^{\iota 2|}})(t+u, X_{t+u})\mathbb{I}_{\{X_{t+u}\neq c^{[2]}(t+u)\}}du$

$+M_{s}^{c^{l2j}}+ \frac{1}{2}\int_{0}^{s}e^{-ru}\triangle_{x}V_{x}^{c^{|2J}}(t+u, c(t+u))d\ell_{u}^{c^{f2J}}(X)$ (3.6)

を得る．なお，$M_{s}^{c^{[2|}}$ はマルチンゲール項で，$\ell_{u}^{c^{[2)}}(X)$ は $c^{[2]}(t)$ 上の $X$ の局所時間．また $t\leq v\leq T$ に対し

て，$\triangle V_{x}^{c^{|2|}}(v, c^{[2]}(v))=V_{x}^{c^{[2]}}(v, c^{[2]}(v)+)-V_{x}^{c^{|2|}}(v, c^{[2]}(v)-)$ とする．この式において，$s=T-t$ とし期
待値をとると，

$V^{c^{[2|}}(t, x)$
$=$ $e^{-r(T-t)} \mathbb{E}[U^{[2]}(T, X_{T})]-\int_{0}^{T-t}e^{-ru}\mathbb{E}[H(t+u, X_{t+u})]P(X_{t+u}\leq c^{[2|}(t+u))du$

$- \frac{1}{2}\int_{0}^{T-t}e^{-ru}\triangle_{x}V_{x}^{c^{[2]}}(t+u, c^{[2]}(t+u))du\mathbb{E}[\ell_{u}^{c^{|2|}}(X)]$ . (3.7)

を得る．なお，$H=U_{t}^{[2]}+\mathcal{L}_{X}U^{[2]}-rU^{[2]}$ であり，$x\leq c^{[2]}(t)$ で $V^{c^{[2]}}(t, x)=U^{[2]}(t, x)$ かっ，$V_{t}^{c^{l2|}}+$

$\mathcal{L}_{X}V^{c^{[2|}}=rV^{c^{|2l}}$ in $C^{c^{[2]}}$ を使用．ここで，(3.5), (3.7) から，

$\int_{0}^{T-t}e^{-ru}\Delta_{x}V_{x}^{c^{|21}}(t+u, c^{[2]}(t+u))du\mathbb{E}[\ell_{u}^{c}(X)]=2(W^{c^{[2|}}(t, x)-U^{[2]}(t, x))\mathbb{I}_{\{x\leq c^{[2]}(t)\}}.$

$x\mapsto V^{c^{|2]}}(t, x)$ が $c^{[2]}(t)$ 上で $C^{1}$ であることを示すためには，全ての $0\leq x$ $\leq c^{[2]}(t)$ に対して
$W^{c^{|2|}}(t, x)=U[2](t, x)$ を示せばよい．なぜなら，

$\frac{\partial}{\partial x}(W^{c^{[2]}}(t, x)-U^{[2]}(t, x))|_{x=c^{[2|}(t)} =V_{x}^{c^{|2l}}(t, c^{[2]}(t)+)-V_{x}^{c^{|2]}}(t, c^{[2]}(t)-)$

$= \Delta_{x}V_{x}^{c^{[2]}}(t, c^{[2]}(t))$
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であるからである．従って，$W^{c^{\ovalbox{\tt\small REJECT} 2|}}(t, x)=U^{[2]}(t, x)$ を示す．

強マルコフ性より，$W^{c^{|2|}}$ は $D^{c^{[2|}}$ 上で $C^{1,2}$ である．(3.6) と同様にして，

$e^{-rs}W^{c^{|2|}}(t+s, X_{t+s})=W^{c^{|2J}}(t, x)- \int_{0}^{s}e^{-ru}G(t+u,X_{t+u})\mathbb{I}_{\{X_{t+u}\leq c^{|2|}(t+u)\}}du+\tilde{M}_{s}^{c^{\ovalbox{\tt\small REJECT} 2|}}$ (3.S)

なお，$G=W_{t}^{c^{[2|}}+\mathcal{L}_{X}W^{c^{[2|}}-rW^{c^{[2|}}$ であり，$\tilde{M}_{s}^{c^{|2|}}$ はマルチンゲール項である．また $W^{c^{|2|}}$ は連続なので，
$\triangle_{x}W_{x}^{c^{[2|}}(t+u, c^{[2]}(t+u))=0$ . 同様に，

$e^{-rs}U^{[2]}(t+s, X_{t+s}) = U^{[2]}(t, x)- \int_{0}^{s}e^{-ru}H(t+u, X_{t+u})\mathbb{I}_{\{X_{t+u}<K\}}du+M_{s}^{K}$

$+ \frac{1}{2}\int_{0}^{s}e^{-ru}\Delta_{x}U_{x}^{[2]}(t+u, K)d\ell_{u}^{K}(X)$ .

なお，$H=U_{t}^{[2]}+\mathcal{L}_{X}U^{[2]}-rU^{[2]}$ で，$M_{s}^{K}$ はマルチンゲール項ある．

ここで，停止時刻
$\sigma_{C}|2]=\inf\{0\leq s\leq T-t:X_{t+s}\geq c^{[2]}(t+s)\}$

を考える．$c^{[2]}(t)$ が (3.2) の解なので，$0\leq t<T$ に対して，$W^{c^{|2|}}(t, c^{[2]}(t))=U^{[2]}(t, c^{[2]}(t))$ であり，全て
の $x>0$ に対して $W^{c^{[2|}}(T, x)=U^{[2]}(T, x)$ なので，$W^{c^{|2|}}(t+\sigma_{c^{|2]}}, X_{t+\sigma_{C}}|2|)=U^{[2]}(t+\sigma_{c^{[2|}}, X_{t+\sigma_{\mathcal{C}}}[2|)$ .

(3.8) で期待値を取り $s=\sigma_{c^{[2|}}$ として計算すると，

$W^{c^{l2|}}(t, x)=$ .. . $=U^{|2]}(t, x)$

が導ける．従って，

$W^{c^{|2|}}(t, x)=U^{[2]}(t, x)\Rightarrow x\mapsto V^{c^{|2|}}(t, x)$ は $c^{[2]}(t)$ で $C^{1}$である．

次に，停止時刻
$\tau_{c^{|2|}}=\inf\{0\leq s\leq T-t:X_{t+s}\leq c^{[2]}(t+s)\}$

について考える．$V_{t}^{c^{\{2|}}+\mathcal{L}xV^{c^{[2]}}=rV^{c^{[2|}}$ in $C^{c^{[2|}}$ と $x\mapsto V^{c^{|2]}}(t, x)$ は $c^{[2]}(t)$ で $C^{1}$ より，(3.6) は，

$e^{-rs}V^{c^{|2|}}(t+s, X_{t+s}) = V^{c^{|2|}}(t, x)+ \int_{0}^{s}e^{-ru}H(t+u,X_{t+u})I_{\{X_{t+u}\leq c^{|2)}(t+u)\}}du+M_{s}^{c^{|2)}}$ (3.9)

となる．なお，$H=U_{t}^{[2]}+\mathcal{L}_{X}U^{[2]}-rU^{[2]}$ である．これに $s=\tau_{c^{|2|}}$ を代入して期待値をとると，

$\mathbb{E}[\tau_{|2|} = V^{c^{|2J}}(t, x)$ .

これより，停止領域のとき $W^{c^{|2)}}=U^{[2]}$ なので，

$V^{c^{|2|}}(t, x) = \mathbb{E}[e^{-rs}\{g(X_{t+\tau_{C}}|2|)+e^{-r\delta}\mathbb{E}[V^{[1]}(t+\tau_{c^{|2|}}+\delta, X_{t+\tau_{C}+\delta}|2|)]\}].$

これと，

$V^{[2]}(t_{X)=\sup_{\leq 0\leq\tau<\tau T-t}\mathbb{E}[2}12e^{-r\tau}1g(X_{t+\tau_{1}}(x))+e^{-r\tau}g(X_{t+\tau}2(x))].$

を比べると，全ての $(t, x)\in[0, T$) $\cross(0, \infty)$ に対して，

$V^{c^{l2|}}(t, x)\leq V^{[2]}(t, x)$ .

次に，$c^{1^{2}]}\geq b^{[2]}$ を示す．(3.9) と同様に，

$e^{-rs}V^{[2]}(t+s, X_{t+s})$ $=$ $V^{[2]}(t, x)+ \int_{0}^{s}e^{-ru}H(t+u, X_{t+u})\mathbb{I}_{\{X_{t+u}\leq b|2l(t+u)\}}du+M_{s}^{b^{|2]}}$ (3.10)
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なお，$H=U_{t}^{[2]}+\mathcal{L}_{X}U^{[2]}-rU^{[2]}$ である．$x<b^{[2]}(t)\wedge c^{[2]}(t)$ となるように，$(t, x)\in(0, T)\cross(0, \infty)$ を fix

する．停止時刻

$\sigma_{b\mathfrak{l}^{2J}}=\inf\{0\leq s\leq T-t:X_{t+s}\geq b^{[2]}(t+s)\}$

を考える．(3.9), (3.10) で $s=\sigma_{b[2|}$ とし期待値を取ると，$V^{c^{l2|}}\leq V^{[2]}$ より，

$\mathbb{E}[\int_{0}^{\sigma_{bl2|}}e^{-ru}H(t+u, X_{t+u})\mathbb{I}_{\{X_{t+u}\leq c^{[2]}(t+u)\}}du]\leq \mathbb{E}[\int_{0}^{\sigma_{bl2|}}x_{t+u}\leq b|2|.$

ここで，$U_{x}^{[2]}\leq 0$ なので，$H(t+u, X_{t+u})<0$ である．よって，

$\mathbb{E}[\int_{0}^{\sigma_{b}}\iota 2|_{e^{-ru}\mathbb{I}_{\{\leq c(t+u)\}}du]}x_{\iota+u}|2|\geq \mathbb{E}[\int_{0}^{\sigma_{b}}l2|_{e^{-ru}\mathbb{I}_{\{(t+u)\}}du]}x_{t+u}\leq b|2|.$

従って，
$c^{[2]}\geq b^{[2]}$

となる．最後に $c^{[2]}>b^{[2]}$ を仮定し，x $\in$ $(b[2] (t), c^{[2]}(t))$ とする．このとき停止時刻:

$\tau_{b|2|}=\inf\{0\leq s\leq T-t : X_{t+s}\leq b^{[2]}(t+s)\}$

を考える．(3.9), (3.10) で $s=\sigma_{b|2J}$ とし期待値を取ると，

$\mathbb{E}[e^{-r\tau_{b}}|2]U^{[2]}(t+\tau_{b|2)}, X_{t+\tau_{b}}|21)]$ $=$ $V^{c^{[2]}}(t, x)+ \mathbb{E}[\int_{0}^{\tau_{br2|}}e^{-ru}H(t+u,X_{t+u})\mathbb{I}_{\{X_{t+u}\leq c^{[2|}(t+u)\}}du],$

$\mathbb{E}[e^{-r\tau_{b}}|2]U^{[2]}(t+\tau_{b[2]}, X_{t+\tau_{b}}|2|)]$ $=$ $V^{[2]}(t, x)$ .

$V^{c^{[2|}}\leq V^{[2]}$ で $H(t+u, X_{t+u})<0$ なので，

$\mathbb{E}[\int_{0}^{\tau_{b}}|2|e^{-ru}\mathbb{I}_{\{X_{t+u}\leq c^{|2J}(t+u)\}}du]\leq 0.$

これを満たす $x\in(b^{[2]}(t), c^{[2]}(t))$ は存在しない．よって，$c^{[2]}=b^{[2]}$ . 以上より，境界の一意性が示せた．
従って，価格と境界は一意である 口
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