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Abstract

我々は，これまでに，1変数多項式に対する近似 GCD の反復算法である GPGCD法を提案している．
これは，与えられた多項式および次数に対し，可能な限り小さな摂動を加えることにより，与えられた次
数の GCD およびそのための摂動を求める算法である．GPGCD算法は，与えられた問題を制約つき最
小化問題に帰着させ，これを，勾配射影法の一般化の一つである「 修正 Newton法」と呼ばれる反復算法
で解くものである．本稿では，GPGCD算法と，同じく最適化法に基づく近似 GCD 算法である，STLN
(Structured Total Least Norm) に基づく算法と，UVGCD 法に対し，新たな例題を多数追加して動作の
比較を行った実験結果を報告する．

Abstract

The GPGCD method, proposed by the author, is an iterative method for calculating approximate
greatest common divisor (GCD) of univariate polynomials. For a given pair of polynomials and a
degree, our algorithm finds a pair of polynomials which has a GCD of the given degree and whose
coefficients are perturbed from those in the original inputs, making the perturbations as small as pos-
sible, along with the GCD. In our GPGCD method, the problem of approximate GCD is transferred
to a constrained minimization problem, then solved with the $s(\succ$caUed modified Newton method,
which is a generalization of the gradient-projection method, by searching the solution iteratively. In
this paper, we report new results of experiments that are carried out for our method and two other
approximate GCD algorithms: the method based on the Structured Total Least Norm (STLN) and
the UVGCD method.

1 はじめに

多項式や行列を対象とする代数計算 (数式処理) において，数式 数値融合算法は，最近，注目を集めて

いる．中でも，近似代数計算 [24], すなわち，与えられた問題自体には代数的関係が存在しないが，その近

傍に，代数的関係をもつものが存在した場合に，そのような代数的関係をもつ系を，もとの系からの摂動を

なるべく小さく保ちながら探索するような計算は，従来の計算代数の算法が適用不可能もしくは困難であ

るような，浮動小数係数多項式などの問題に，計算代数的手法を適用可能なものとして，期待されている．

近似最大公約子 (GCD) は，近似代数計算の中でも最も古くから活発に研究が行われてきた問題の一つで

ある．これは，多項式の組 ( 一般的には互いに素) と，次数 $d$ が与えられたときに，与えられた多項式の
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係数に摂動を加え，$d$ 次の GCD をもつような系を探索し，見つかった GCD を，与えられた多項式の近似

GCD と呼ぶものである．

近似 GCD の計算においては，これまでに様々な算法が提案されており，それらの中には，多項式剰余列

(PRS) に基づく算法 ([1], [13], [14]), Sylvester の終結式行列の特異値分解 (SVD) に基づく算法 ([4], [6]),

Sylvester の終結式行列の QR 分解に基づく算法 ([5], [20], [23]), Pade 近似に基づく算法 [10], 最適化法に

基づく算法 ([3], [8], [9], [22]) などがある．さらに，種々の悪条件問題に対する解法 ([5], [12], [27]) も議論

されている．

我々は，これまでの研究で，GPGCD法と呼ばれる反復算法を提案した ([16], [17], [18], [25]). これは，

与えられた GCD の計算問題を制約つき最適化問題に帰着させ，勾配射影法の一般化と位置づけることので

きる修正 Newton 法 ([15], [28, 第 4章]) を用いて局所的最小解を探索するものである．これまでの実験結果

では，最小二乗法の一つである STLN (Structured Total Least Norm) 法に基づく算法 ([8], [9]) と同程度

の摂動で近似 GCD を探索でき，かつ大幅な効率化が図られることを示した．本稿では，GPGCD法の一連

の算法のうち，実係数もしくは複素係数の 2つの入力多項式に対する算法 ([16], [17]) に対し，STLN法に

基づく算法の他に UVGCD法 [21] も比較対象に加え，さらに多くの例題を加えてこれらの近似 GCD 算法

の比較実験を行った結果を，論文 [18] の内容をもとに報告する．

2近似 GCD算法 GPGCDの概要

本章では，近似 GCD 算法 GPGCDの概要として，実係数多項式に対する算法の概要を，筆者による別

稿 [26] の内容をもとに述べる．(複素係数多項式に対する算法については別稿 [25], 全体の詳細については

論文 [18] を参照．)

2.1 近似 GCD 問題と制約つき最小化問題への帰着

$F(x)$ , $G(x)$ を互いに素な実係数 1変数多項式の組とし，次式で与えられるものとする．

$F(x)=f_{m}x^{m}+f_{m-1}x^{m-1}+\cdots+f_{0}, G(x)=g_{n}x^{n}+g_{n-1}x^{n-1}+\cdots+g_{0}$ . (1)

$(m\geq n>0, f_{m}\neq 0, g_{n}\neq 0 とする．)$ 与えられた次数 $d(n\geq d>0)$ に対し， $F(x)$ と $G(x)$ の係数に摂

動を加えることにより，次式のような $\tilde{F}(x)$ と $\tilde{G}(x)$ を計算することを考える．

$\tilde{F}(x)=F(x)+\Delta F(x)=H(x)\cdot\overline{F}(x) , \overline{G}(x)=G(x)+\Delta G(x)=H(x)\cdot\overline{G}(x)$ . (2)

ここに， $\Delta F(x)$ , $\Delta G(x)$ は，次数がそれぞれ $F(x)$ , $G(x)$ の次数を超えないような多項式， $H(x)$ は $d$ 次の

多項式で， $\overline{F}(x)$ と $\overline{G}(x)$ は互いに素とする．式 (2) をみたす $\tilde{F},$ $\tilde{G},$ $\overline{F}_{\rangle}\overline{G},$ $H$ が計算されたとき， $H$ を $F$ と

$G$ の近似 GCD と呼ぶ．本稿では，与えられた次数 $d\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対し，摂動のノルム $\Vert\Delta F(x)\Vert_{2}^{2}+\Vert\Delta G(x)\Vert_{2}^{2}$ をな

るべく小さく保ちつつ， $F$ と $G$ の $d$次の近似 GCDHを探索する問題を解く．

$\tilde{F}(x)$ , $\overline{G}(x)$ を，それぞれ

$\tilde{F}(x)=\tilde{f}_{m}x^{m}+\cdots+\tilde{f}_{0}x^{0}, \tilde{G}(x)=\tilde{g}_{n}x^{n}+\cdots+\tilde{g}_{0}x^{0}$ (3)

と表す． $\tilde{F}$ と $\tilde{G}$ が $d$ 次の GCD をもつとき，部分終結式の理論により， $\overline{F}$ と $\tilde{G}$ の $d-1$ 次の部分終結式は
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$0$ になる．ゆえに， $\tilde{F}$ と $\tilde{G}$ の $d-1$ 次の部分終結式行列

$N_{d-1}(\tilde{F},\tilde{G})=(\tilde{f}_{m}\tilde{f}_{0} \tilde{f}_{m}\tilde{f}_{0} \tilde{g}_{n}\tilde{9}0 \tilde{g}_{n}\tilde{g}_{0},$

(4)

$\tilde{n-d+1} \tilde{m-d+1}$

(式 (4)のように，$\tilde{F}$ の係数を $n-d+1$ 列，$\tilde{G}$ の係数を $m-d+1$ 列並べた行列) はランクが full rank から

1落ちるため，互いに素な多項式 $A(x)$ と $B(x)$ が存在して

$A\tilde{F}+B\tilde{G}=0$ (5)

$($ ただし $\deg(A)=n-d,$ $\deg(B)=m-d)$ をみたす．ゆえに，本稿で考える問題は，与えられた $F(x)$ ,
$G(x)$ , $d$ に対し，方程式 (5) をみたすような $\Delta F(x)$ , $\Delta G(x)$ , $A(x)$ , $B(x)$ で， $\Vert\Delta F\Vert_{2}^{2}+\Vert\Delta G\Vert_{2}^{2}$ がなるべく

小さくなるものを探索する問題に帰着される．

$\Vert\Delta F\Vert_{2}^{2}+\Vert\Delta G\Vert_{2}^{2}$ は

$\Vert\Delta F\Vert_{2}^{2}+\Vert\Delta G\Vert_{2}^{2}=(\tilde{f}_{m}-f_{m})^{2}+\cdots+(\overline{f}_{0}-f_{0})^{2}+(\tilde{g}_{n}-g_{n})^{2}+\cdots+(\tilde{g}_{0}-g_{0})^{2}$ (6)

と表される．一方，方程式 (5) は， $A(x)$ , $B(x)$ を，それぞれ $A(x)=a_{n-d}x^{n-d}+\cdots+a_{0}x^{0},$ $B(x)=$

$b_{m-d}x^{m-d}+\cdots+b_{0}x^{0}$ と表すことにより，

$N_{d-1}(\tilde{F},\tilde{G})\cdott(a_{\mathfrak{n}-d}, \ldots, a_{0)}b_{m-d}, .. . , b_{0})=0$ (7)

と表される．ゆえに，方程式 (7) は， $\tilde{f}_{m}$ , . . . , $\tilde{f}_{0},$
$\tilde{g}_{n}$ , . . . , $\tilde{g}_{0},$ $a_{n-d}$ , . . . , $a_{0},$ $b_{m-d}$ , . . . , $b_{0}$ を変数とする $m+$

$n-d+1$ 個の連立方程式

$g_{1}=\tilde{f}_{m}a_{n-d}+\tilde{g}_{\mathfrak{n}}b_{m-d}=0$ , . . . , $g_{m+n-d+1}=\tilde{f}_{0}a_{0}+\tilde{g}_{0}b_{0}=0$ (S)

と表される (式 (7) における第 $j$ 行の方程式を $gj$ とおいた). さらに， $A(x)$ と $B(x)$ に対し， $\Vert A(x)\Vert_{2}^{2}+$

$\Vert B(x)\Vert_{2}^{2}=1$ なる制約を加える．これを

$g_{0}=a_{n-d}^{2}+\cdots+a_{0}^{2}+b_{m-d}^{2}+\cdots+b_{0}^{2}-1=0$ (9)

とし，方程式 (8) に加える．

ここで，これまでの多項式の係数を表す変数を，それぞれ $x=(x_{1}, \ldots, x_{2(m+n-d+2)})$ に置き換える．す

ると，式 (6) および方程式 (8) (方程式 (9) を含む) は，それぞれ

$f(x)=(x_{1}-f_{m})^{2}+\cdots+(x_{m+1}-f_{0})^{2}+(x_{m+2}-9\mathfrak{n})^{2}+\cdots+(x_{m+n+2}-g_{0})^{2}$ , (10)

$g(x)=t(g_{0}(x),g_{1}(x), \ldots,g_{m+n-d+1}(x))=0$ (11)

と表される．

以上により，本稿で考える近似 GCD の問題は，以下の制約つき最小化問題に帰着される．

問題 1

方程式 (11) $(g(x)=0)$ の下で，式 (10) の $f(x)$ を最小化せよ．I
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2.2 勾配射影法と修正 Newton法

本節では， $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対し，制約条件 $g(x)=0$ (ただし $g(x)=t(g_{1}(x),$ $g_{2}(x),$
$\ldots,$

$g_{m}(x)$ ), $m\leq n$ とす

る $)$ のもとで，目的関数 $f(x):\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}$ を最小化する問題を考える．許容領域を $V_{g}=\{x\in \mathbb{R}^{n}|g(x)=0\}$

とするとき， $X\in V_{g}$ に対し，ヤコビ行列鬼 $( x)=(\frac{\partial g_{i}}{\partial_{Xj}})$ が full rank, すなわち rank$(J_{g}(x))=m$ が成り

立つならば， $V_{g}$ は $\mathbb{R}^{n}$ の $n-m$ 次元微分多様体となる．このとき，玲上で $f$ を最小化する局所解の候補

として，1次の必要条件” [28, 第 1章] をみたす点を探索する．

勾配射影法 [11] は， $V_{g}$ 上の点 $x_{k}$ に対し，「射影」と「 引き戻し」と呼ばれる計算のステップを繰り返す

ことにより，亀上で $f$ を最小化する局所解を探索する．一方，修正 Newton法 ([i5], [28, 第 4章]) は，勾

配射影法の拡張の一つと位置づけられ，Newton法で用いられる Lagrange関数の Hesse行列を修正するこ

とにより，さまざまな解法を導出するものである．勾配射影法と同値な解法では， $V_{g}$ 上の点 $x_{k}$ に対し，探

索方向 $d_{k}$ Iは， $x_{k}$ が許容領域 $V_{g}$ 内にあるならば $f$ の最急降下方向一 $\nabla$f(xk) になり， $x_{k}$ が許容領域から外

れると，これに $x_{k}$ を許容領域 $V_{g}$ に引き戻す方向が加わる．この意味で，修正 Newton法は，1回の反復計

算で，勾配射影法における「射影」と「引き戻し」の 2つのステップを同時に実行するという特徴をもつ．

2.3 近似 GCD の算法

実際の近似 GCD の算法を構築するにあたっては，主に以下の問題を考慮する必要がある．

1. 反復計算の過程において，ヤコビ行列 $J_{g}(x)$ が full rankである (ランクが $J_{g}(x)$ の行数に等しい)

こと．

2. 反復計算の初期値の設定．

3. GCD となる多項式の実際の計算．

以上に関する議論の詳細は論文 [18] に譲る．実際の近似 GCD の算法は以下の通りである．

アルゴリズム 1 (GPGCD: 修正 Newton法 (勾配射影法) に基づく近似 GCD の算法)

入力 $F(x)$ , $G(x)\in \mathbb{R}[x]($ ただし $\deg(F)\geq\deg(G)>0)$ , d $\in$ N $($ただし $d\leq\deg(G))$ :近似 GCD の次数，
$\epsilon>0$ :残差のしきい値， $u\in N$ :反復回数のしきい値．

出力 $\tilde{F}(x)$ , $\tilde{G}(x)$ , $H(x)\in \mathbb{R}[x].\tilde{F},$ $\tilde{G}$ は，それぞれ $F,$ $G$ の係数に摂動を与えたもので， $d$ 次の GCD $H$ を

もつ．

Step 1［初期値の設定］反復計算の初期値 $x_{0}$ を与える (詳細は論文 [18] を参照).

Step 2 ［反復計算］修正 Newton法により，式 (10) および方程式 (11) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対し，制約条件 $g(x)=0$ の下で

$\overline{f}(x)=\frac{1}{2}f(x)$ の最小解を求める ( $\overline{f}(x)=\frac{1}{2}f(x)$ とおくことについての詳細は論文 [18] を参照). 探

索方向 $d_{k}$ が $\Vert d_{k}\Vert_{2}<\epsilon$ をみたすか，反復回数が $u$ を超えた段階で，反復計算を終了する．

Step 3 $[\tilde{F},$ $\overline{G},$ $H$ の計算$]$ 実際の GCD となる $H(x)$ と， $H$ を GCD としてもつ $\overline{F}(x)$ , $\overline{G}(x)$ の計算を行い，
$\tilde{F},$ $\tilde{G},$ $H$ を返す．もし Step 2が $u$ 回の反復で終了しなかった場合は，その旨をユーザに報告する．
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3 実験

我々は，GPGCD法 ( アルゴリズム 1) を数式処理システムMaple上に実装した 1). 本稿では，以下の

実験例に対し，GPGCD法を，最小二乗法の一つである STLN (Structured Total Least Norm)法に基づく

算法 [9] (以下 “STLN 法), と記す) および UVGCD 法 [21] と比較した実験結果について述べる．

1. (第 3.1節) 所定の条件のもとで係数を無作為に与えた多数の実験対象の多項式．

2. (第 3.2節) 悪条件な多項式，高次多項式，1個または多数の重複零点をもつような多項式等 ([2],

[22]).

実験 1においては，実係数多項式，複素係数多項式とも実験の対象にしたが，実験 2においては，実係数

多項式のみを対象にした点に注意する．

本稿の実験に用いた計算機環境は以下の通りである．Intel Core2 Duo Mobile Processor T7400 (in Apple

MacBook “Mid-2007“ model) 2.16 GHz, RAM $2GB$ , Mac OS X 10.6. ソフトウェア環境は数式処理シス
テム Maple 15を用い，システム変数Digits$=15$ とし，ハードウエアの浮動小数演算を用いた．

3.1 実験 1: 無作為に生成した多数の多項式に対する近似 GCD の計算

本実験では，アルゴリズム 1を，STLN法および UVGCD法と比較した．実装は，各著者がそれぞれ自

身で Maple に行ったものを用い，実係数多項式，複素係数多項式の両方に対する計算を行った．我々によ

るアルゴリズム 1の実装では，修正 Newton法に基づく最適化を用いた．STLN法においては，複数個 ( 一

般に 3個以上) の入力多項式に対して近似 GCD を求めるプロシージャ $R_{-}$con mulpoly(実係数多項式用)

および $C_{-}con_{-}$mulpoly(複素係数多項式用) を用いた (以下同様). UVGCD 法においては，実多項式およ

び複素多項式の入力に対して近似 GCD を求めるプロシージャuvgcdを用いた (以下同様).

本実験における入力多項式は以下の要領で作成した．まず，モニックな $m$ 次多項式凡 $(x)$ と $n$ 次多項

式 $G_{0}(x)$ を，次数 $d$ 次の GCD をもつように生成した．このとき，GCD および各多項式の余因子の係数 $c$

は $c\in[-10, 10]$ をみたす浮動小数で無作為に与えた．これらに加え，(ソイズ，) として，$m-1$ 次の多項式

$F_{N}(x)$ と $n-1$ 次多項式 $G_{N}(x)$ を生成した．係数は， $F_{0}(x)$ , $G_{0}(x)$ の場合と同様の要領で与えた．そして，

実験対象の多項式 $F(x)$ , $G(x)$ を次式で与えた．

$F(x)=F_{0}(x)+ \frac{e_{F}}{\Vert F_{N}(x)\Vert_{2}}F_{N}(x) , G(x)=G_{0}(x)+\frac{e_{G}}{\Vert G_{N}(x)\Vert_{2}}G_{N}(x)$ .

ここで，‘ソイズ” の多項式 $F_{N}(x)$ および $G_{N}(x)$ は，それぞれの 2-ノノレムが $e_{F}$ および $e_{G}$ に等しくなる

ように規格化する．本稿の実験では $e_{F}=e_{G}=0.1$ とした．

本実験においては，入力多項式に対し，もう一つ，以下の条件を課した: 入力多項式 $F(x)$ と $G(x)$ が入

力次数 $d$ を上回る次数の GCD を持たないよう， $d$ 次部分終結式行列 $N_{d}(F, G)$ ( 式 (4) 参照) の最小特異

値が 1以上になる組のみを採用した 2).

各実験例においては，入力多項式を 100個ずつ，上記の要領で作成した．アルゴリズム 1においては $u=200,$

$\epsilon=1.0\cross 10^{-8}$ とおいた． $R_{-}con_{-}$mulpoly および $C_{-}con$-mulpolyにおいては，許容度を $e=1.0\cross 10^{-8}$ と

1)筆者による実装を “Project Hosting on Google Code” [19] にて公開している．

2)我々の最初の実験結果 [17, Section 5.2] では，実験に用いたいくつかの入力多項式において，GPGCD 法による近似 GCD が

十分小さな摂動の範囲内で求まらない場合があった．後になって，これらの場合の入力多項式を詳しく調べたところ，これらの入力
多項式では，偶然，近似 GCD の次数が $d$ を上回っていたことがわかった．そこで，本稿における実験では，上記の条件を新たに加
えて実験例を生成した上で実験を行ったところ，最初の実験の際に起きたような現象は見られなかった．
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表 1: 実係数多項式に対する近似 GCD の計算実験結果．詳細は第 3.1節を参照．

表 2: 複素係数多項式に対する近似 GCD の計算実験結果．詳細は第 3.1節を参照．

おいた．uvgcd においては，許容度の初期値を $\delta=1.0\cross 10^{-2}$ とおき，我々が与えた次数の近似 GCD が

得られるまで，許容度の値を変化させた．

実験結果を表 1および表 2に示す．表 1が実係数多項式に対する実験結果で，表 2が複素係数多項式に

対する実験結果である． $m,$ $n$ はそれぞれ多項式 $F$ および $G$ の次数を表し． $d$ はそれらの近似 GCD の次

数を表す．列 (STLN は STLN法の実験結果，列 $($‘UVGCD” は UVGCD法の実験結果，“GPGCD”は

GPGCD 法 ( アルゴリズム 1) の実験結果を表す．列 “Perturbation” は，摂動を与えて近似 GCD の存在

を検出した多項式の組 $(\tilde{F},\tilde{G})$ の，与えられた入力多項式の組 $(F, G)$ からの摂動量を

$\sqrt{\Vert\tilde{F}-F\Vert_{2}^{2}+\Vert\tilde{G}-G\Vert_{2}^{2}}$ (12)

で表したものである．ここに，“‘$aeb$ ( $a$ と $b$ は実数値) は $a\cross 10^{b}$ を表す．夕 1 $\#$Iterations は近似 GCD
の計算に要した反復回数を表す．列 ( Time”は計算時間を秒単位で表す．(ここで，UVGCDの計算時間

は，許容度 $\delta$ の値をを変化させた，いわゆる “試行錯誤’) の時間は含まず，最終的に $d$次の近似 GCD の計

算に成功した時の計算時間を表すことに注意する．)

実験結果より，以下のことがわかる．近似 GCD を検出した時の多項式の摂動の大きさは，GPGCD法の
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場合は STLN法の場合とほぼ同程度で，これらは UVGCDの場合の 1/10程度の大きさである．計算時間

(速さ) については，GPGCD法の場合，各計算例において，STLN法の 10倍から 30倍程度，UVGCD法

の 6倍から 10倍程度の速さで，GPGCD法が他の算法に比べて極めて速い．

注意 1

本実験において，GPGCD法の実装は，入力する多項式の個数が 2個の場合に限られるのに対し，STLN法

の実装は，3個以上の多項式に対しても近似 GCD を計算できるような実装であるので，計算結果の比較に

は注意が必要である．なお，Kaltofen [7] は，彼らが作成した別の実装として，入力を 2個の実係数多項式

に限る実装 [8] を用いた実験結果を筆者に報告した．それによると，入力多項式の次数がともに 100次で，

近似 GCD の次数が 50次の場合，実験結果 (実行環境:ThinkPad 1.8 GHz, RAM IGB) は，反復回数が

2回で計算時間は約 9秒とのことである．この結果は，GPGCD法の効率を見極める上で参考になるであ

ろう．

3.2 実験 2: 悪条件な多項式等に対する近似 GCD の計算

本実験では，悪条件多項式を含む実験例 ([2], [22]) に対し，アルゴリズム 1と STLN法および UVGCD

法との比較を以下の通り行った．

本実験において，GPGCD法と STLN法では近似 GCD の次数を与えるのに対し，UVGCD法において

は，与えられる許容度 $\delta$ に対し，同算法内で近似 GCD の次数の見積もりを行う点に注意する．また，本

節のいくつかの実験においては，実験結果として，入力多項式に加えられた摂動 (12) に代わり，計算され

る近{JJ GCD の，初期値として与えた GCD からの相対誤差 (14) を計測している点に注意する．これは，

人為的な摂動を加えていないような多項式において，計算された近似 GCD の，与えられた GCD に対する

“近さ” を比較するためである．

本節を通して，実験結果を示す表の列 “STLN”, “UVGCD”, “‘GPGCD “Perturbation”’, “Time” は，そ

れぞれ前節のそれらと同じものを表す．

例 1

悪条件多項式の例 [22, Test 1]. $n$ を正の偶数， $k=n/2$ とおき，$p_{\mathfrak{n}}=u_{\mathfrak{n}}v_{\mathfrak{n}}$ および $q_{n}=u_{n}w_{n}$ を次式で定

める．

$u_{n}= \prod_{j=1}^{k}[(x-r_{1}\alpha_{j})^{2}+r_{1}^{2}\beta_{j}^{2}]) v_{n}=\prod_{j=1}^{k}[(x-r_{2}\alpha_{j})^{2}+r_{2}^{2}\beta_{j}^{2}],$

(13)

$w_{n}= \prod_{j=k+1}^{n}[(x-r_{1}\alpha_{j})^{2}+r_{1}^{2}\beta_{j}^{2}]) \alpha_{j}=\cos\frac{j\pi}{n}, \beta_{j}=\sin\frac{j\pi}{n},$

ここに $r_{1}=0.5,$ $r_{2}=1.5$ である． $p_{n}$ と $q_{n}$ の零点は，それぞれ半径 $r_{1},$ $r_{2}$ の円周上に位置する．実験は

$n=6$ , . . . , 20の範囲で 2刻みに行った．

実験結果を表 3に示す．“Relative error of GCD” は

$\frac{\Vert\overline{u}_{n}(x)-u_{n}(x)\Vert_{2}}{||u_{n}(x)\Vert_{2}}$ (14)

によって求めた値である．ここに， $u_{\mathfrak{n}}$ は式 (13) によってあらかじめ与えられた GCD, $\overline{u}_{n}$ は計算された

近似 GCD を表す．表中， $(^{*}1$ ) は，STLN 法において，実装内に定義された反復回数のしきい値 50回の範

囲内で計算結果が収束しなかったことを示し， $(^{*}2$ ) は，GPGCD法において，反復回数 100回の範囲内で

計算結果が収束しなかったことを示す．実験結果から，STLN法と GPGCD法においては， $n$ の増加に伴
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表 3: 多項式 (13) に対する実験結果．詳細は例 1を参照．

い，近似 GCD の精度が低下 (相対誤差が増加) していることがわかる．一方，UVGCD法においては，大

きな $n$ の値に対し，他の算法と比較して近似 GCD の精度がより高いことがわかる．

例 2

悪条件多項式の例 [22, Test 2]. $p(x)$ , $q(x)$ を次式で定める．

$p(x)= \prod_{j=1}^{10}(x-x_{j})) q(x)=\prod_{j=1}^{10}(x-x_{j}+10^{-j}) , x_{j}=(-1)^{j}(j/2)$ . (15)

ここで， $q$ の零点は， $j$ の増加に伴い， $p$ の最も近い零点との差が 1/10, $1/10^{2}$ , . . . と減少している．実験で

は，近似 GCD の次数 $d$ を 1から 10まで 1ずつ増加させながら近似 GCD の計算を行った．

実験結果を表 4および表 5に示す．本実験においては，$p$ と $q$ が厳密には互いに素であることから，入力

多項式に対して加えられた摂動 (12) を計測した．なお，UVGCD法に対する実験結果は表 5に示し，STLN

法および GPGCD法に対する実験結果を表す表 4と区別している．これは，STLN法および GPGCD法に

おいては近 $|\iota$」$\grave{}\acute{}$ GCD の次数 $d$を与えているのに対し，UVGCD 法においては，目標とする次数の近似 GCD

が求まるような許容度 $\delta$ を与えているためである．表 4中， $(^{*}1$ ) $13;$ , STLN 法において，実装内に定義さ

れた反復回数のしきい値 50回の範囲内で計算結果が収束しなかったことを示す．

実験結果を見ると， $d\geq 6$ に対しては，すべての算法において，入力多項式にほぼ同程度の摂動を加える

ことにより，近似 GCD を検出していることがわかる．しかし，より小さな $d$ の値に対しては，UVGCD法

における摂動の大きさが他の算法におけるそれらに比べて相当小さく，STLN法がそれに続いていること

がわかる．

例 3

高次多項式の例 [22, Test 3]. $p_{n},$ $q_{n}$ を次式で定める．

$p_{n}=u_{n}v, q_{n}=u_{n}w, v(x)= \sum_{j=0}^{3}x^{j}, w(x)=\sum_{j=0}^{3}(-x)^{j}$ . (16)

ここに， $u_{n}(x)$ は $p_{n}$ と $q_{n}$ の $n$ 次の GCD となる多項式で，各項の係数は [-5, 5] の範囲の整数を無作為に

与えたものである．また， $v(x)$ と $w(x)$ はともに係数を固定した多項式である．

実験結果を表 6に示す．本実験では，計算された近似 GCD の相対誤差 (14) を計測している．本実験で

は，算法間における計算時間の差が他の実験に比べて著しく大きかったので，計算時間も示した．計算され
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表 4: 多項式 (15) (STLN 法および GPGCD法) に対する実験結果．詳細は例 2を参照．

た近似 GCD の精度を見ると，UVGCDの場合が精度が最も高く，ついで STLN法，GPGCD法の順に続

く．一方，計算時間を見ると，GPGCD法が他の算法に比べて効率的であることがわかる．

例 4

大きな多重度の零点をもつ多項式の例 [2, Example 4.5]. 正整数 $k$ に対し， $u_{k}(x)$ , $v_{k}(x)$ を次式で定める．

$u_{k}(x)=(x^{3}+3x-1)(x-1)^{k}, vk(x)=u’(x)$ . (17)

$u_{k}(x)$ と $vk(X)$ の GCD は $w_{k}(x)=(x-1)^{k-1}$ である点に注意する．

実験結果を表 7に示す．表中， $(^{*}1$ ) および $(^{*}2$) は例 1と同様， $(^{*}1$ ) は STLN 法において実装内に定義

された反復回数のしきい値 50回の範囲内で計算結果が収束しなかったことを示し， $(^{*}2$) は GPGCD法に

おいて反復回数 100回の範囲内で計算結果が収束しなかったことを示す．

GPGCD 法および STLN 法においては， $k=35$ および 45の場合，計算される近似 GCD の精度が低下

している．一方で，UVGCD法においては，それらの大きな $k$ の値に対しても，計算される近似 GCD の

精度が高いことがわかる．

例 5

複数個の大きな多重度の零点をもつ多項式の例 [22, Test 6]. 非負整数 $m_{1}$ , . . . , $m_{4}$ に対し，$p_{[n_{1},m_{2},m_{3},m_{4}]}(x)$
)

$q[m_{1},m_{2},m_{3},m_{4}](x)$ を次式で定める．

$P[m_{1},m_{2},m_{3},m_{4}|(x)=(x-1)^{m_{1}}(x-2)^{m_{2}}(x-3)^{m_{3}}(x-4)^{m_{4}},$

$q_{[m_{1},n_{2},m_{3},n_{4}]}(x)= \frac{d}{dx}p_{[m_{1},m_{2},n_{3},m_{4}]}(x)$ ,
(18)

$P[m_{1},m_{2},m_{3},m_{4}](x)$ と $q[m_{1},m_{2},m_{3},m_{4}](x)$ の GCD は $(x-1)^{m_{1}’}(x-2)^{m_{2}’}(x-3)^{m_{3}’}(x-4)^{m_{4}’}(m_{j}’= \max\{m_{j}-$

$1,$ $0\},$ $i=1$ , . . . , 4$)$ である点に注意する．

実験結果を表 8に示す．表中， $(^{*}1$ ) および $(^{*}2$ ) は例 1および例 4と同様， $(^{*}1$ ) は STLN 法において

実装内に定義された反復回数のしきい値 50回の範囲内で計算結果が収束しなかったことを示し， $(^{*}2$) は

GPGCD法において反復回数 100回の範囲内で計算結果が収束しなかったことを示す．さらに $(^{*}3$) は，

GPGCD法において，反復公式に用いられる連立 1次方程式 [18, Eq. 30] の解の大きさが過大になり，計

算が異常終了したことを示す．
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表 5: 多項式 (15) (UVGCD 法) に対する実験結果．詳細は例 2を参照．

表 6: 多項式 (16) に対する実験結果．詳細は例 3を参照．

実験結果を見ると，GPGCD法および STLN法の場合は，入力多項式の次数が大きくなるのに伴い，近
似 GCD の精度が低下していることがわかる．これに対し，UVGCD法の場合は，算法が (収束の意味で)

極めて安定しており，計算される近似 GCD の精度もより高いことがわかる．

4 まとめ

本稿では，我々が提案している近似 GCD 算法 GPGCD法のうち，実係数もしくは複素係数の 2つの入

力多項式に対する算法について，近似 GCD 算法の STLN法および UVGCD法との比較実験を行った結果

を報告した．

本稿の実験例に対しては，GPGCD法の，STLN法および UVGCD法に対する長所や短所として，以下

の事実が明らかになった．まず，入力多項式がすでに厳密な GCD, もしくは微小な摂動によって求まるよ

うな近似 GCD をもつ場合には，UVGCD法が，近似 GCD を最も高精度で，かつ比較的速い収束性 (効

率 $)$ により求めることが示された．一方で，入力多項式がもっ ‘ソイズ” が比較的大きな場合，すなわち，

近似 GCD をもつために必要な摂動が比較的大きな場合には，GPGCD法と STLN法が，UVGCD法に比

べてより小さな摂動で近似 GCD を計算することが示された．さらに，これらの場合における効率を比較す
ると，GPGCD法が他の算法に比べて大幅に効率的に ( 最大で STLN法の約 30倍，UVGCD法の約 10倍
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表 7: 多項式 (17) に対する実験結果．詳細は例 4を参照．

表 8: 多項式 (18) に対する実験結果．詳細は例 5を参照．

で $)$ 近似 GCD を計算することが示された．

近似 GCD 算法には，今回比較対象にした算法以外にも複数の算法があり，それらのいくつかは，今回比

較を行った算法が用いている最適化法以外のアプローチに基づくものもある．今後は，こうした算法も比

較対象にして，GPGCD法の精度，安定性，効率等の長所や短所を明らかにし，今後の算法の改善に役立

てたいと考えている．
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