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1. 序

Higson コンパクト化は，粗い幾何学 (coarse geometry, 以下これを粗幾何と呼ぶ) に

おける無限遠境界を与えるコンパクト化の中で普遍的であると考えられる．ここでい

う普遍的とは，そのようなコンパクト化の中で最大であるという意味である．しかしな

がら，その普遍性を主張する文献を筆者の周辺では見つけることができず，また，そも
そも 「粗幾何におけるコンパクト化」 という概念に明確な定義が与えられてぃるわけ

ではない．本論では，粗幾何におけるコンパクト化について，かりそめの定義を与えた
上で，それらの中で Higsonコンパクト化が普遍的であることを示す．

2. 準備

主定理を述べるために必要な概念の定義を与えよう．

粗幾何において対象となる主な空間は固有距離空間であり，ここでの射は粗写像と呼
ばれる．

定義 2.1. 有界閉部分集合であることとコンパクト部分集合であることが同値になるよ

うな距離空間のことを固有距離空間 (proper metric space)という．

距離空間 (X, d) の部分集合 $A$ の直径 $\sup\{d(x_{1}, x_{2})|x_{1}, x_{2}\in A\}$ が有限であるとき，
$A$ は有界であるという．

定義 2.2. 距離空間 $(X, d_{X})$ から $(Y, d_{Y})$ への写像 $f:Xarrow Y$ が次の条件を満たすとき，
これを粗写像 (coarse map)という．

(1) 任意の $R>0$ に対して，次を成立させる十分大きな $S>0$ が存在する:

$d_{X}(x_{1}, x_{2})\leq R \Rightarrow d_{Y}(f(x_{1}), f(x_{2}))\leq S.$

(2) 任意の有界集合 $B\subset Y$ について $f^{-1}(B)$ は有界である．

粗写像に連続性は要求しない．また，粗幾何において，次の意味で近い写像の区別は
無視される．

定義 2.3. 二つの写像 $f,$ $g:Xarrow Y$ が近い (close) とは，$\sup\{d_{Y}(f(x_{1}), f(x_{2}))|x_{1},$ $x_{2}\in$

$X\}$ が有限なことである．

写像が近いという関係は同値関係をなす．次節における主定理の証明の中で粗写像
の性質として直接用いるのは，次の事実のみである．
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事実 2.4. 粗写像と近い写像は粗写像であり，特に恒等写像 $id_{X}$ と近い写像 $f:Xarrow X$

は粗写像である．

さて，固有距離空間を対象とし，その間の粗写像を射とする圏を $\mathcal{M}$ で表そう．$\mathcal{M}$ に

おける射は，本来ならば近さによる粗写像の同値類とすべきところであろう．しかし，
ここではコンパクト化との関係を論じる必要があることから，同値類を取らずに話を進
めたい．

次に，コンパクト化に関する事項を述べる．位相空間 $X$ を稠密に含むコンパクト空

間のことを $X$ のコンパクト化という．$X$ のコンパクト化 $\gamma X$ に対して，$\gamma X\backslash X$ を $\gamma X$

の境界 (あるいは剰余) という．コンパクト化の間には向きおよび同値性が定められる:

定義 2.5. 位相空間 $X$のハウスドルフコンパクト化 $\gamma$X および $\delta$X に対して，$p|_{X}=id_{X}$

を満たす連続写像 $p:\delta Xarrow\gamma X$ が存在するとき，$\delta X$ は $\gamma X$ よりも大きいといい，これ

を $\gamma X\leq\delta X$ と表す．また，このとき $p$ を射影と呼ぶ．更に，$\gamma X\leq\delta X$ かつ $\delta X\leq\gamma X$

が成立するとき，$\gamma X$ と $\delta X$ は同値であるという．

$\gamma X$ と $\delta X$ が同値であるとき，射影 $p:\delta Xarrow\gamma X$ は同相写像となる．また，次は連続

性から直ちに得られる事実である．

事実 2.6. ハウスドルフコンパクト化の間の射影 $p:\delta Xarrow\gamma X$ について，$p(\delta X\backslash X)=$

$\gamma X\backslash X.$

位相空間 $X$ のハウスドルフ コンパクト化全体 $C_{X}$ の同値類 $C_{X}/\sim$ において，二項

関係 $\leq$ は半順序をなす．

Higson コンパクト化の定義は [4] を参照のこと．一般に，$X$ における二つの閉集合の

閉包がいかなるときに交わるかを記述することで，$X$ のコンパクト化は特徴づけられ

る (3.5.5 Theorem of [2]). この意味における Higson コンパクト化の特徴づけは次で与

えられる:

命題 2.7 (Proposition 2.3 of [1]). 固有距離空間 $X$ のコンパクト化 $hX$ が $X$ の Higson

コンパクト化であることと，任意の閉集合 $A,$ $B\subset X$ について次が成り立つことは同値

である:

$\overline{A}\cap\overline{B}=\emptyset\Leftrightarrow\forall M>0,$ $N_{M}(A)\cap N_{M}(B)$ は有界．

ここで，$\overline{A}=c1_{hX}A$ であり，$N_{M}(A)$ は $A$ の $M$-近傍を表す．

以下，固有距離空間 $X$ の Higson コンパクト化を $hX$ で表す．粗幾何におけるコンパ

クト化を考えるために，次のような圏を与える．

定義 2.8. 固有距離空間のハウスドルフ コンパクト化における同値類を対象とし，そ

れらの間の写像で境界上で連続になるものを射とする圏を $C$ で表す．すなわち，$C=$

$\cup\{C_{X}/\sim|X\in \mathcal{M}\}$ である．

上の定義において，写像 $g:\gamma Xarrow\gamma Y$ が $\gamma$X $\backslash$ X上で連続であるとは，各 $\omega\in\gamma$X $\backslash$ X

および $g(\omega)$ の $\gamma$Y における任意の近傍 $N$ に対して，$g^{-1}(N)$ が $\gamma$X における $\omega$ の近傍と
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なることである (開近傍の逆像が開近傍になる必要はない). また，これは，$\omega\in\gamma X\backslash X$

に収束する $\gamma X$ 上の任意の有向点列 $z_{\lambda}\in Z(\lambda\in\Lambda)$ について $\lim_{\lambda\in\Lambda}g(z_{\lambda})=g(\omega)$ とな

ることと同値である．

定義 2.9. $S$ を $\mathcal{M}$ の充満部分圏とする．関手 $\gamma$ : $Sarrow C$ が粗幾何におけるコンパクト

化を与えるとは，次の条件を満たすことと定める:

(1) 各 $X\in S$ について $\gamma X\in C_{X}/\sim.$

(2) 各粗写像 $f:Xarrow Y$ に対して，$\gamma f|_{X}=f.$

(3) 二つの粗写像 $f,$ $g:Xarrow Y$ が近いならば，$\gamma f|_{\gamma X\backslash X}=\gamma g|_{\gamma X\backslash X}.$

備考 2.10. $\gamma,$
$\delta:Sarrow C$ が粗幾何におけるコンパクト化を与えるとすれば次が成り立つ．

(1) 各粗写像 $f:Xarrow Y$ に対して，$\gamma f:\gamma Xarrow\gamma Y$ は境界を境界に写す写像となる．

すなわち，$\gamma f(\gamma X\backslash X)\subset\gamma Y\backslash Y.$

(2) $\gamma X=\delta X$ かつ $\gamma Y=\delta Y$ ならば，各粗写像 $f$ : $Xarrow Y$ について $\gamma f=\delta f.$

例 2.11. (1) Higson 関手 $X\mapsto hX$ は粗幾何におけるコンパクト化を与える ([3]).

(2) 一点コンパクト化を与える関手は粗幾何におけるコンパクト化を与える．

上記二つ以外に粗幾何におけるコンパクト化を与える $\mathcal{M}$ 上の関手があるかどうかは

よく分かっていない．例えば，$\mathcal{S}$ として Gromovの意味での双曲空間のなす部分圏を考

えれば，その理想境界によるコンパクト化は粗幾何におけるコンパクト化を与える．

定義 2.12. 二つの関手 $\gamma,$

$\delta$ : $\mathcal{S}arrow C$ が粗幾何におけるコンパクト化を与えているとす

る．このとき，$\gamma\leq\delta$ であるとは，各 $X\in S$ に対して $\gamma X\leq\delta X$ が成り立つことと定

める．

粗幾何におけるコンパクト化を与える $S$ 上の関手全体を $\Gamma_{S}$ とすれば，備考 2.10(2)

により，上で定めた二項関係 $\leq$ は $\Gamma_{S}$ 上の半順序をなす．

次が本論における主結果である．

定理 2.13. 粗幾何におけるコンパクト化を与える $\mathcal{M}$ 上の関手全体を $\Gamma=\Gamma_{\mathcal{M}}$ とすれ

ば，Higson コンパクト化を与える関手 $h:X\mapsto hX$ は $\Gamma$ の中で最大である．

3. 証明

命題 3.1. 各 $\gamma$1, $\gamma_{2}\in\Gamma$ に対して共通の上界がある．すなわち，$\gamma_{1}\leq\delta$ かつ $\gamma_{2}\leq\delta$ を満

たす $\delta\in\Gamma$ が存在する．

Proof. 各 $X\in \mathcal{M}$ に対して，次で定める $\triangle x$ は位相的な埋め込みを与える．

$\triangle x:Xarrow\gamma_{1}X\cross\gamma_{2}X, x\mapsto(x, x)$ .

$\gamma_{1}X\cross\gamma_{2}X$ のコンパクト性より，閉包 $\delta X=c1_{\gamma_{1}X\cross\gamma_{2}X}\delta_{X}(X)$ は $\triangle_{X}(X)$ のコンパクト

化である．$\triangle_{X}(X)$ と $X$ は同相であるからこれらを同一視し，$\delta X$ を $X$ コンパクト化と

9



みなそう．これにより $\delta$ : $X\mapsto\delta X$ を得る．また，各粗写像 $f:Xarrow Y$ に対して，$\delta f$ を

次で定められる自然な写像

$\triangle_{f}:\gamma_{1}X\cross\gamma_{2}Xarrow\gamma_{1}Y\cross\gamma_{2}Y, (z_{1}, z_{2})\mapsto(\gamma_{1}f(z_{1}), \gamma_{2}f(z_{2}))$

の $\delta X$ への制限とする．このようにして定めた $\delta$ が粗幾何におけるコンパクト化を与え

る関手になることは明らかであるが，次の四つの主張を通して念のため確認しておく．

主張 3.2. $\Delta_{f}|_{X}=f.$

各 $x\in X$ について

$\Delta_{f}(x, x)=(\gamma_{1}f(x), \gamma_{2}f(x))=(f(x), f(x))$

である．いま我々は $x\in X$ および $f(x)\in Y$ を，それぞれ $(x, x)$ および $($ f(x), $f(x))$ と同

一視しており，ゆえに上式は $\triangle_{f}(x)=f(x)$ を意味している．

主張 3.3. $\triangle_{f}$ は $\delta X\backslash X$ 上で連続である．

各 $\omega=$ $(z1, z_{2})\in\delta X\backslash X$ および，$\omega$ に収束する任意の有向点列 $(x_{\lambda}, y_{\lambda})\in\gamma_{1}X\cross\gamma_{2}X$

$(\lambda\in\Lambda)$ に対して，次の収束

$\triangle_{f}(x_{\lambda}, y_{\lambda})=(\gamma_{1}f(x_{\lambda}), \gamma_{2}f(y_{\lambda}))arrow\triangle_{f}(\omega)=(\gamma_{1}(z_{1}), \gamma_{2}(z_{2}))$

を確認すればよい．第 1座標への射影 proi $1:\delta Xarrow\gamma_{1}X$ に事実 2.6を適用すれば

$z_{1}=proj_{1}(\omega)\in\gamma_{1}X\backslash X$ であり，点 $z_{1}$ における $\gamma_{1}f$ の連続性から $\gamma_{1}f(x_{\lambda})arrow\gamma_{1}f(z_{1})$

である．同様の理由で $\gamma_{2}f(y_{\lambda})arrow\gamma_{1}f(z_{2})$ であり，ゆえに $\triangle_{f}(x_{\lambda}, y_{\lambda})arrow\Delta_{f}(\omega)$ .

主張 3.4. $\triangle_{f}(\delta X)\subset\delta Y.$

$\delta X\backslash X$ 上における連続性，および $\triangle_{f}(X)\subset\delta Y$ , そして $\delta Y$ のコンパクト性により，
$\delta Y$ は $X$ の触点の像をすべて含むことが分かる．つまり $\triangle_{f}(\delta X)\subset\delta Y$ である．

主張 3.5. 粗写像 $f,$ $g:Xarrow Y$ が近いならば $\delta$f $|\delta$x$\backslash$x $=\delta g|_{\delta X\backslash X}.$

各 $\omega=$ $(z1, z_{2})\in\delta X\backslash X$ について $\delta f(\omega)=\delta g(\omega)$ を示そう．主張 3.3の証明で述べた

ように，事実 2.6から $i=1$ , 2について $z_{i}\in\gamma_{i}X\backslash X$ である．ゆえに $\gamma_{i}f(z_{i})=\gamma_{i}g(z_{i})$ で

あり，

$\delta f(\omega)=\triangle_{f}(z_{1}, z_{2})=(\gamma_{1}f(z_{1}), \gamma_{2}f(z_{2}),$ $)=(\gamma_{1}g(z_{1}), \gamma_{2}g(z_{2}))=\triangle_{g}(z_{1}, z_{2})=\delta g(\omega)$ .

以上の主張を合わせて $\delta\in\Gamma$ を得る．また，$\delta$ が共通の上界であることは，射影 $proj_{i}$ :
$\delta Xarrow\gamma_{i}X(i=1,2)$ により明らかである □

上で構成した $\delta$ は，実際は $\{\gamma_{1}, \gamma_{2}\}$ の上限に一致している．

命題 3.6. Higson 関手 $h:\mathcal{M}arrow C$ は $\Gamma$ の最大元である．
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Proof 各 $\gamma\in\Gamma$ に対して，$\gamma\leq h$ を示したい．そのためには，$\gamma$ と $h$ の共通の上界である
$\delta$ について，$h=\delta$ を示せばよい．これを背理法により示す．$h\neq\delta$ とすれば $h<\delta$ であ

る．つまり，ある $X\in \mathcal{M}$ について $hX<\delta X$ となる．このとき射影 $p:\delta Xarrow hX$ は単

射でないゆえ $\omega_{1}\neq\omega_{2}$ かつ $p(\omega_{1})=p(\omega_{2})$ を満たす $\omega_{1},$
$\omega_{2}\in\delta X\backslash X$ が存在する．そこ

で，互いに交わらない $\omega_{1}$ および $\omega$2の閉近傍 $U,$ $V\subset\delta X$ を取り，$A=U\cap X,$ $B=V\cap X$

とすれば，
$p(\omega_{1})=p(\omega_{2})\in c1_{hX}A\cap c1_{hX}B$

より $c1_{hX}A\cap c1_{hX}B\neq\emptyset$ である．よって，Higson コンパクト化の特徴づけ (命題 2.7) か

ら，十分大きい $M>0$ について $Z=N_{M}(A)\cap N_{M}(B)$ は $X$ の非有界部分集合となる．

各 $z\in Z$ に対して，$d(z, a_{z})<M$ および $d(z, b_{z})<M$ を満たす $a_{z}\in A$ および $b_{z}\in B$ を

あらかじめ一つ選んでおき，写像 $f_{A},$ $f_{B}:Xarrow X$ を次のように定める:

$f_{A}(x):=\{\begin{array}{ll}a_{x} (x\in Z の場合 )x (x\not\in Z の場合 ) ’\end{array}$ $f_{B}(x):=\{\begin{array}{ll}b_{x} (x\in Z の場合 )x (x\not\in Z の場合 )\end{array}$

このとき，$f_{A},$ $f_{B}$ は共に $id_{X}$ に近く，ゆえにこれらは粗写像である．さて，$Z$ の非有界性

から，ある $\omega\in\delta X\backslash X$ に収束する有向点列 $z_{\lambda}\in Z(\lambda\in\Lambda)$ が取れる．このとき，定義
2.9(3) の性質より $\delta f_{A}|_{\delta X\backslash X}=\delta id|_{\delta X\backslash X}=id_{\delta X\backslash X}$ である． $\delta f_{A}:\delta Xarrow\delta X$ の点 $\omega$ にお

ける連続性および $f_{A}(z_{\lambda})\in A\subset U$ より

$\omega=id(\omega)=\delta f_{A}(\omega)=\delta f_{A}(\lim_{\lambda\in\Lambda}z_{\lambda})=\lim_{\lambda\in\Lambda}\delta f_{A}(z_{\lambda})=\lim_{\lambda\in\Lambda}f_{A}(z_{\lambda})\in c1_{\delta X}U=U.$

$f_{B}$ に対しても同様に論じれば $\omega\in$ Vを得る．すなわち $\omega\in U\cap V$ であり，これは $U$ と

$V$が交わらないことに矛盾する．口
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