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1 導入と背景

自然界で観察される様々なパターンについて，その形成メカニズムの解析が反応拡散方
程式を用いて行われている．また，生物の集合メカニズムの解明に関して，1970年代か
ら移流項を持つ反応拡散方程式の 1つである Keller-Segel 型の方程式が扱われている．

方，サルモネラ菌などのバクテリアコロニー形成をモデル化した次のような増殖項を持つ
移流反応拡散方程式の研究も行われてきた $(e. g. [1], [6], [15])$ .

$\{\begin{array}{ll}u_{t}=\mathcal{D}\nabla\{\nabla u-\alpha u\nabla v\}+f(u) , in \Omega x\mathbb{R}_{+},v_{t}=d\triangle v+u-v, in \Omega\cross \mathbb{R}_{+},u_{\nu}(x, t)=0, v_{\nu}(x, t)=0, on \partial\Omega x\mathbb{R}_{+},u(\cdot, 0)=u_{0}\geq 0, v(\cdot, 0)=v_{0}\geq 0, in \Omega.\end{array}$ (1)

ここで $\Omega$ $\subset \mathbb{R}^{N}$ は滑らかな境界 $\partial\Omega$ を持つ有界領域とする．増殖項 $f(u)$ がない場合Keller-

Segel 型の方程式となり，解の爆発などの興味ある問題について多くの研究がある．一方，
増殖項のある問題については，移流不安定化により時間一空間に関する動的なパターン

の存在が数値的に知られている $(e. g. [5], [7], [2])$ . このようなパターンの出現メカニズ

ムを解明するために定常解の存在及びその安定性を含めた解の大域的構造を調べること
は重要な問題である．しかし，一般的にパラメータ依存の大域的解構造を求めることは難
しい問題である．勿論，分岐理論，写像度理論などにより局所的な空間非一様定常解の存

在は知られている $(e. g. [12], [14], [3])$ . ここでは典型的な増殖項の 1つである双安定系

$f(u)=u(1-u)(u-a)(0<a<1)$ を採用した反射境界条件の下で (1) の定常問題

$\{\begin{array}{ll}\mathcal{D}\nabla\{\nabla u-\alpha u\nabla v\}+f(u)=0, x\in\Omega,d\triangle v+u-v=0, x\in\Omega,u\geq 0, v\geq 0, x\in\Omega,u_{\nu}(x)=v_{\nu}(x)=0, x\in\partial\Omega\end{array}$ (2)
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を扱う．

ここでは大域的解構造を求めるための第一段階として，ある種の極限形を考察する．す
なわち，パラメータ $\mathcal{D}$ を無限大にした場合，Shadow System と呼ばれている次の方程式
系が形式的に得られる．

$\{\begin{array}{ll}\nabla\{\nabla u-\alpha u\nabla v\}=0, x\in\Omega_{\}}d\triangle v+u-v=0, x\in\Omega,u\geq 0, v\geq 0, x\in\Omega,u_{\nu}(x)=v_{\nu}(x)=0, x\in\partial\Omega\end{array}$ (3)

そして

$\int_{\Omega}f(u)dx=0$ . (4)

2つの方程式系の関係について，次の定理が成り立つ．

定理 1. [13] $(N\leq 3)$ $\lim_{narrow\infty}\mathcal{D}_{n}=\infty$ を満たす任意の正の数列 $\{\mathcal{D}_{n}\}$ に対して， $\mathcal{D}=\mathcal{D}$

。

としたとき (2) の解を $(u_{n\}}v_{n})$ とする．このとき， $\{\mathcal{D}_{n}\}$ のある部分列 $\{\mathcal{D}_{n’}\}$ と (3), (4) の
解 $(u_{\infty}, v_{\infty})$ が存在し，かつ

$\lim_{narrow\infty}(u_{n’}, v_{n’})=(u_{\infty}, v_{\infty})$ $in$ $C^{I}($豆 $)\cross C^{1}(\overline{\Omega})$ (5)

が成り立つ．

この定理を証明するためには次の補題が必要となる．

補題 2. 任意の正定数 $A$ に対して， $\mathcal{D},$ $d$ に依存しない次の条件を満たす正定数 $C$ が存在
する．任意の $\mathcal{D},$ $d>A$ に対して，(2) の解 $(u(x), v(x))$ は

$\Vert u\Vert_{W^{2,6}(\Omega)}<C, \Vert v\Vert_{W^{2,6}(\Omega)}<C$ (6)

を満たす．

証明) (2) の正値解 $u(x)$ は (4) を満たすので， $\Vert u\Vert_{L^{3}(\Omega)}\leq(1+a)|\Omega|^{\frac{1}{3}},$
$\Vert u\Vert_{L^{1}(\Omega)}\leq$

$(1+a)$剛が成り立つ．これにより， $\Vert u\Vert_{L^{2}(\Omega)}$ 及び $\Vert v\Vert_{H^{2}(\Omega)}$ の一様評価も得られる．ま

た，(2) の第 1式は第 2式を用いて

$\triangle u-\alpha\nabla u\nabla v-\frac{\alpha}{d}u(v-u)+\frac{1}{\mathcal{D}}f(u)=0$ (7)

と変形できるので，楕円型方程式の $\approx$

$.$ プリオリ評価にょり $\Vert u\Vert_{H^{2}(\Omega)}$ の一様評価が得ら

れる．したがって，[13]と同様にして補題が証明される．口

定理 1の証明は [13] の中で用いた手続きと同様にして証明できる．したがって，十分大
きな $\mathcal{D}$ に対して，(2) の定常解の解構造を解明するためには (3), (4) を解析すれば十分で
あることがわかる．
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2Shadow Systemの定常解

ここでは，空間次元が 1の場合，すなわち $\Omega=(0,1)$ を扱う．(3) の第 1式から， $u$ は正

の任意定数 $E$ を用いて $u=Ee^{\alpha v}$ と表示される．したがって， $g(v, E)=Ee^{\alpha v}-v$ とする

とき，(3), (4) は次のような Allen-Cahn型方程式に書き換えられる．

$\{\begin{array}{ll}dv_{xx}+g(v, E)=0, x\in(O, 1) ,v_{x}(0)=v_{x}(1)=0, v\geq 0, x\in(0,1) ,\end{array}$ (8)

そして

$\int_{0}^{1}f(Ee^{\alpha v})dx=0$ . (9)

ここで，(8), (9) の解を $(v(x, d, E), d, E)$ と表示する．また，すべての解は単調な解を

用いて表示できることから，単調増加な解のみを求めれば十分である．

まず，積分条件を考慮しない境界値問題 (8) を扱う．(8) の正値定数解について次の補

題が成り立つ．

補題 3. ある正定数 $\hat{E}$ が存在する． $0<E<\hat{E}$ に対して，(8) は 2つの正値定数解

$v_{*}(E)$ , $v^{*}(E)$ を持ち， $v_{*}(E)$ と $v^{*}(E)$ は $v_{*}(E)<v^{*}(E)$ と $v_{*}(\hat{E})=v^{*}(E)$ を満たし，それ

ぞれ $E$ に関して単調増加，単調減少関数である．

したがって，(8) の定常解について，分岐理論により次の補題が成り立つ $(e.$ $g.$ $[8],$ $[9],$

[10]).

補題 4. $0<E<\hat{E}$ に対して， $\lim_{Earrow 0}d^{*}(E)=\infty,$ $\lim_{Earrow\^{E}}d^{*}(E)=0$ を満たす単調

減少関数 $d^{*}(d)$ が存在する．このとき， $0<E<\hat{E},$ $0<d<d^{*}(E)$ に対して，(8) の解

$v(x, d, E)$ が存在して

$\lim_{darrow d^{*}(E)}v(x, d, E)=v^{*}(E)$ , $\lim_{darrow 0}v(x, d, E)=v^{B}(x, E)=\{\begin{array}{ll}v_{*}(E) 0\leq x<1\overline{v}(E) x=1\end{array}$

(10)

が成り立つ．ここで， $\overline{v}(E)$ は $\int_{v.(E)}^{\overline{v}(E)}g(v, E)dv=0$ を満たす定数である．

また、 Shi ([9]) の結果を応用すれば、次の補題も成り立つ．

補題 5. $\Lambda:=\{(d, E)|0<E<\hat{E}, 0<d<d^{*}(E)\}$ とするとき， $(d, E)\in \mathbb{R}_{+}^{2}\backslash \Lambda$ につ

いて (8) の非定数解は存在しない．

つぎに，補題 4で得られた解の中で積分条件 (9) を満たすものを求める．そこで， $d$ と

$E$ の関数 $h(d, E)$ を

$h(d, E) := \int_{0}^{1}f(Ee^{\alpha v(x,d,E)}dx$ (11)
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と定義する．ここで， $v(x, d, E)$ は補題 4で得られた解とする．したがって，積分条件
(9) は

$h(d, E)=0$ (12)

となる．このとき，関数 $h(d, E)$ に関して次の補題が成り立つ．

補題 6. $\Lambda^{-}:=\{(d, E)|0\leq d\leq d(E)$ , $0<E\leq E$ $\Lambda^{0}:=\{(d, E)|0<d\leq d(E)$ , $0<$
$E\leq\hat{E}\}$ とする．このとき，関数 $h(d, E)$ は $h(d, E)\in C(\Lambda^{-})\cap C^{1}(\Lambda^{0})$ と

$\lim_{darrow 0}h(d, E)=f(Ee^{\alpha v_{*}(E)})<0, (0<E<E_{a})$ (13)

を満たす．

(8), (9) の単調増加な解全体 $\Gamma$ を

$\Gamma:=$ { $(v(x, d, E),$ $d,$ $E)|$ (d, E) $\in\Lambda$に対して $v(x, d, E)$ は (8), (9) の解である}

とするとき，定常解の存在に関する次の定理が成り立つ．

定理 7. [4] $a$ , 1に依存した 2つの定数 $E_{a},$ $E_{1}<\hat{E}$が存在して，つぎのことが成り立つ．
(i) $1/\alpha<a$ , 1のとき， $E_{a},$ $E_{1}$ は関係式 $E_{1}<E_{a}$ を満たし，区間 $(E_{1}, E_{a})$ で定義され

た関数 $d(E)$ が存在して， $(v(x, d(E), E), d(E), E)\in\Gamma$ となる．その上，

$\lim_{Earrow E_{1}}v(x, d(E), E)=v^{*}(E_{1}) , \lim_{Earrow E_{a}}v(x, d(E), E)=v^{*}(E_{a})$ (14)

が成り立つ．

(ii) $a<1/\alpha<1$ のとき，区間 $(E_{1}, E_{a})$ 又は区間 $(E_{a}, E_{1})$ で定義された関数 $d(E)$ が存
在して， $(v(x, d(E), E), d(E), E)\in\Gamma$ となる．その上，

$\lim_{Earrow E、}v(x, d(E), E)=v^{*}(E_{1}) , \lim_{Earrow E_{a}}v(x, d(E), E)=v^{B}(x, E_{a})$ (15)

が成り立つ．

(iii) $1/\alpha>a$ , 1のとき， $E_{a},$ $E_{1}$ は関係式 $E_{a}<E_{1}$ を満たし，区間 $(E_{a}, E_{1})$ で定義さ
れた関数 $d(E)$ が存在して， $(v(x, d(E), E), d(E), E)\in\Gamma$ となる．その上，

$\lim_{Earrow E_{1}}v(x, d(E), E)=v^{B}(x, E_{1}) , \lim_{Earrow E_{a}}v(x, d(E), E)=v^{B}(x, E_{a})$ (16)

が成り立つ．

また，(8), (9) の非定数定常解の非存在に関連した次の定理が成り立つ．

定理 8. もし非定数定常解 $v(x, d, E)\in\Gamma$ が存在すれば，十分小さな $0<E$ に対して関
係式

$(a+1) c\cdot osh\frac{1}{\sqrt{d}}>-\frac{1}{\alpha}\log E$ (17)

が成り立つ．
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証明) 補題 2の結果と $\int_{\Omega}(u(x)-v(x))dx=0$ より不等式 $\int_{\Omega}v(x)dx\leq(1+a)|\Omega|$ が成

り立つ．したがって，[13]と同様にして定理が証明される．口

この定理により十分小さい $E>0$ に対してある $d^{+}(E)>0$が存在し，$0<d<d^{+}(E)$ に

対して (8), (9) の解は存在しないことが示された．一方，(13) から $\alpha,$ $a$ を固定するとき，

$0<E<E_{a}$ に対してある $d^{-}(E)>0$ が存在して， $0<d<d^{-}(E)$ ならば (8), (9) の解は存

在しないことが示される．しかし，原点近傍の $(d, E)$ に対して， $(v(x, d, E), d, E)\in\Gamma$

となる解の非存在については証明されていない．

3 数値計算結果

定理 7と 8より，パラメータ $\alpha,$ $a$ に依存して区間 $(E_{a}, E_{1})$ 又は $(E_{1}, E_{a})$ の $E$ に対し

て解が少なくとも 1つ存在することが示された．この結果から解の大域的構造に関して，
次の問題が残されている．

$\bullet$ 区間 $(E_{a}, E_{1})$ 又は $(E_{1}, E_{a})$ に属する $E$ に対して，解の一意性は成り立つか．

$\bullet$ 上記区間以外の $E$ について，解は存在するか．

これらの疑問に対して，分岐構造を求めるソフトである AUTOを用いた数値計算結果を
示す．ここで，各図の図 (a) の曲線上の点 $(d, E)$ に対して (8), (9) の単調増加な解が 1つ

対応している．また， $d$ を分岐パラメータとして図 (b) の曲線は解 $v(x)$ の $x=1$ での値，

すなわち $v(x)$ の最大値を表している．図 1, 図 2-4, 図 5はそれぞれ定理 7の (i), (ii), (iii)

に対応している．図 1では 2つの定数解 $v(x, d(E_{a}), E_{a})$ と $v(x, d(E_{1}), E_{1})$ から分岐し

た解が単純な解曲線で結ばれている．図 $2-4$ では解曲線は定数解 $v(x, d(E_{1}), E_{1})$ から分

岐したものと境界層をもつ特異極限解を結んでいる．また，図 5では解曲線は 2つの境界
層をもつ特異極限解を結んでいる．それ以外の結果をまとめておく．

$\bullet$ 定数解 $v(x, d(E_{1}), E_{1})$ からの分岐はすべて超臨界型である． $($図 $1-4)$

$\bullet$ 区間 $(E_{a}, E_{1})$ 又は $(E_{1}, E_{a})$ に属さない $E$ に対して，解は存在する．(図 3)

$\bullet$ ホップ分岐を除いて，2次分岐は起こらない． $($図 $1-5)$

$\bullet$ 原点 $(d, E)=(O, 0)$ の近傍には解は存在しない． $($図 $1-5)$

4 まとめ

第 1章の定理 1より， $\mathcal{D}arrow\infty$ の場合，方程式系 (2) の極限方程式系として Shadow

System (8), (9) を考察することが重要であることを示した．次に定理 7により，パラメー
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(a) (b)

図 1: 図 (a) について横軸と縦軸はパラメータである $E$ と $d$ , 図 (b) についてはそれぞれ $d$

と $v(1)$ の値に対応している．ここで， $\alpha=5.0$ とする．

(a) (b)

図 2: 軸は図 1と同じとする．ここで， $\alpha=3.0$ とする．

タ $E$ に関して (8), (9) の単調増加な解の存在を示した．しかし，解曲線が単純曲線で表示
されることや 2つの分岐解，分岐解と特異極限解，2つの特異極限解がそれぞれ解曲線で
結ばれていることなどを示していない．しかし，もし原点 $(d, E)=(0,0)$ の近傍に解が
存在しないならば，ほとんどのパラメータ $a,$ $\alpha$ に対して，解集合は単純曲線で表示でき
ることが示される [4]. 一方，定理 1により Shadow Systemの解に収束する (2) の解の存
在は示されているが，すべての Shadow Systemの解に収束する (2) の解が存在すかは未
解決の問題である．これに関しては，高木氏が Gierer-Meinhardt系に対して結果を得て
いる [11]. また，得られた解の安定性については議論していないが，分岐点近傍の分岐解
及び特異極限解については固有値の分布に関して結果を得ている [4].
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図 5: 軸は図 1と同じとする．ここで， $\alpha=0.99$ とする．
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