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Abstract. 本稿では，ポテンシャル論の逆問題として現れる楕円型方程式の過剰決
定問題について解説する．過剰決定問題が解をもつという条件が領域の幾何にどの

ように反映されるかを問い，特に，その対称性や一意性を得るために有効となる (‘フ

ロー “を用いた動的な解析手法を導入する．ただし，本稿では，結果そのものよりも
むしろ問題の背景やアイディアに重点をおき，詳細については参考文献 [13] に譲る．

1序
$\mathbb{R}^{N}$ 上の質量分布 (測度) $\mu$ に対し，それが生成する重力場ポテンシャルは

$P_{\mu}(x):=E* \mu=\int_{\mathbb{R}^{N}}E(x-y)d\mu(y)$

で与えられる．ただし，$E$ は Newton核 ( $-\triangle$ の基本解) であり，具体的には

$E(x):=\{\begin{array}{ll}-\frac{1}{2\pi}\log|x| (N=2) ,\frac{1}{N(N-2)\omega_{N}|x|^{N-2}} (N\geq 3)\end{array}$

と表される．なお，$\omega_{N}$ は単位円 $\mathbb{B}\subset \mathbb{R}^{N}$ の体積を表す．例えば，原点に単位質量を
有する質点は Dirac 測度 $\delta_{0}$ で表され，$P_{\delta_{。}}=E$ となる．特に，$N=3$ のとき，その質
点が生成する重力場は

$\nabla P_{\delta_{0}}(x)=\nabla E(x)=-\frac{1}{4\pi|x|^{2}}\frac{x}{|x|}$
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であり，これはいわゆる逆二乗法則に他ならない．一方，領域 $\Omega$ および超曲面 $\Gamma$ 上

の一様質量分布 $\mathcal{L}\lfloor_{\Omega},$ $\mathcal{H}^{N-1}\lfloor_{\Gamma}$ が生成する重力場ポテンシャルはそれぞれ

$P_{\Omega}(x):= \int_{\Omega}E(x-y)dy, P_{\Gamma}(x):=\int_{\Gamma}E(x-y)d\mathcal{H}^{N-1}(y)$

となる．ただし，$\mathcal{L},$
$\mathcal{H}^{N-1}$ はそれぞれ $N$ 次元 Lebesgue 測度，$(N-1)$ 次元 Hausdorff

測度を表す 1.

逆に，重力場ポテンシャルが与えられたときに，それを生成する領域 $\Omega$ , または超

曲面 $\Gamma$ を特定することは可能であろうか？ここでは簡単のため，与えられる重力場
ポテンシャルはコンパクト台をもつある有限測度 $\mu$ に対して $P_{\mu}$ の形をとるものと

仮定する．また，以後，領域 $\Omega$ は $C^{2}$ 級の境界をもつとする．

問題 1.1. 与えられた測度 $\mu$ に対して，Supp $\mu\subset\Omega$ であって

(1.1) $P_{\Omega}(x)=P_{\mu}(x) (x\not\in\overline{\Omega})$

をみたす領域 $\Omega$ は存在するか？また，それは一意に定まるか？

問題 1.2. 与えられた測度 $\mu$ に対して，supp $\mu\subset\Omega$ であって

(1.2) $P_{\partial\Omega}(x)=P_{\mu}(x) (x\not\in\overline{\Omega})$

をみたす領域 $\Omega$ は存在するか？また，それは一意に定まるか？

以下に述べるように，上記の問題はそれと同値な楕円型方程式の過剰決定問題へ

と書き換えることができる．この同値な問題に対しては，最大値原理等の楕円型方程
式の標準的解析手法を用いることが可能となる．いま，函数 $u$ を次のようにポテン

シャルの差として定義する:

$u(x):=P_{\mu}(x)-P_{\Omega}(x)= \int_{R^{N}}E(x-y)d\mu(y)-\int_{\Omega}E(x-y)dy$ $(x\in \mathbb{R}^{N})$ .

このとき，(1.1) が成り立つならば，$u$ は次の楕円型方程式をみたす:

(1.3) $\{\begin{array}{ll}-\triangle u=\mu-1 (x\in\Omega) ,u=0 (x\in\partial\Omega) ,-\frac{\partial u}{\partial n}=0 (x\in\partial\Omega) .\end{array}$

ただし，$n$ は $\partial\Omega$ の単位外向き法線ベクトルである．実際，$u$ が第一式をみたすこと

は定義よりしたがう．また，境界条件については，(1.1) より $u(x)=0(x\not\in\overline{\Omega})$ であ

1超曲面に対しては静電場ポテンシャルを考察する方が自然であるが，これもまた同様の公式によ
り与えられる．
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ることと楕円型正則性 $u\in C^{1}(\mathbb{R}^{N}\backslash$ supp $\mu)$ から確かめられる．同様に，(1.2) が成

り立つならば，

$u(x):=P_{\mu}(x)-P_{\partial\Omega}(x)= \int_{\mathbb{R}^{N}}E(x-y)d\mu(y)-\int_{\partial\Omega}E(x-y)d\mathcal{H}^{N-1}$ $(x\in \mathbb{R}^{N})$

が次の楕円型方程式をみたすことが確かめられる :

(1.4) $\{\begin{array}{ll}-\triangle u=\mu (x\in\Omega) ,u=0 (x\in\partial\Omega) ,-\frac{\partial u}{\partial n}=1 (x\in\partial\Omega) .\end{array}$

ただし，第三式は各 $x\in\partial\Omega$ で $- \lim_{y\in\Omega,yarrow x}(\partial u/\partial n)(y)=1$ が成り立つことを意味

し，それは

$( \frac{\partial P_{\partial\Omega}}{\partial n})_{gap}(x):=y\not\in^{\frac{1i}{\Omega}},yarrow xm\frac{\partial P_{\partial\Omega}}{\partial n}(y)-\lim_{y\in\Omega,yarrow x}\frac{\partial P_{\partial\Omega}}{\partial n}(y)=-1$ $(x\in\partial\Omega)$

からしたがう．方程式 (1.3), (1.4) は境界条件が二つあることから過剰決定問題と呼

ばれ，一般の領域 $\Omega$ 上では解 $u$ をもたない．しかし，上の議論によって，領域 $\Omega$ が

(1.1), (1.2) をみたすときには，それぞれ (1.3), (1.4) が可解であることが了解される．

逆に，(1.3) が解 $u$ をもつ場合，それを $\mathbb{R}^{N}$ 全体へ零拡張した函数を再び $u$ と書くと，

$u=P_{\mu}-P$ゐ が成立することが簡単に確かめられ，よって (1.1) が成立する．(1.4) に

ついても同様である．したがって，問題 1.1, 1.2はそれぞれ次の問題と同値になる:

問題 1.3. 与えられた測度 $\mu$ に対して，supp $\mu\subset\Omega$ であって過剰決定問題 (1.3) が

可解となる領域 $\Omega$ は存在するか？また，それは一意に定まるか？

問題 1.4. 与えられた測度 $\mu$ に対して，supp $\mu\subset\Omega$ であって過剰決定問題 (1.4) が

可解となる領域 $\Omega$ は存在するか？また，それは一意に定まるか？

これらの問題に対する領域 $\Omega$ の存在については，比較原理を用いた優解劣解法
(Beurling [3], Henrot [9]) や変分法 (Alt &Caffarelli [2], Sakai [15], Gustafsson&
Shahgholian [8]) によるものが知られており，広いクラスの測度 $\mu$ に対してその存

在性が保証される．一意性については，一般の測度 $\mu$ に対しては成り立たないこと

が知られており，特に問題 1.4については，Henrot [9] によって $\mu=\alpha\delta_{x}+\alpha\delta_{-x}$ に

対して二つの異なる領域 $\Omega_{1},$ $\Omega_{2}$ で (1.2) が可解となるものが等角写像を用いて構成

されている．一方，測度 $\mu$ が一点の近くに十分集中している場合，問題 1.3について
は Sakai [14] による最大値原理を用いた巧みな議論により $\Omega$ が一意に定まることが

示されている．しかしながら，その議論は問題 1.4には適用できず，Shahgholian [17]

によって (1.4) の可解性を有する領域 $\Omega$ のうち凸なものは多くとも一つしか存在し

109



ないことは示されているものの，一般の領域 $\Omega$ に対する一意性については $\mu$ が集中

している場合であっても未知であった．

本稿では，著者による “フロー” を用いた動的手法を用いて，問題 1.4の一意性

の問題を肯定的に解決する．すなわち，測度 $\mu$ が十分に $N\omega_{N}\delta_{0}$ に “近い” 場合に，

supp $\mu\subset\Omega$ であって (1.4) が可解となる領域 $\Omega$ が一意に存在することを示す．ま

た，$\Omega$ の形状について，それが単位円 $\mathbb{B}$ に “近い” ということをその定量的評価とと

もに示す．

主定理を述べるため幾つか記号を導入する． $k$ 次の対称性をもつ測度のクラスと

して

$\mathfrak{M}_{k}:=\{\nu \Vert\nu\Vert_{\mathfrak{M}}=N\omega_{N}, \int hd\nu=0(h\in\bigcup_{j_{=1}}^{k}H_{j})\}$

によって定める．ただし，$||\nu|$匝 $:= \int d\nu$ であり，$H_{j}$ は $\mathbb{R}^{N}$ 上の $i$ 次 $(j\in \mathbb{N})$ の実数

値調和多項式全体を指す．また 符号付き測度 $v$ に対し，$\nu=\nu_{+}-v_{-}$ をその Jordan

分解としたとき，$\nu$ の全変動ノルムを

$\Vert\nu\Vert_{\mathfrak{M}}:=\Vert v_{+}\Vert_{\mathfrak{M}}+\Vert\nu_{-}\Vert_{\mathfrak{M}}$

によって定義する．領域の境界 $\partial\Omega$ が単位円周 $\mathbb{S}^{N-1}:=\partial \mathbb{B}$ からどの程度離れて

いるかを記述するため，$C^{d}(\mathbb{S}^{N-1})$ を $\mathbb{S}^{N-1}$ 上の $d$ 回連続微分可能な函数全体とし，
$\rho(\zeta)>-1$ をみたす $\rho\in C^{d}(\mathbb{S}^{N-1})$ に対して $\Omega_{\rho}$ を

$\Omega_{\rho}:=\{(1+\rho(\frac{x}{|x|}))x|x\in \mathbb{B}\backslash \{0\}\}\cup\{0\}$

で定義される星型領域とする．このとき，ノルム $\Vert\rho\Vert_{C^{d}(\mathbb{S}^{N-1})}$ は $\partial\Omega_{\rho}$ が $d$ 回微分ま

で込めてどの程度 $\mathbb{S}^{N-1}$ から離れているかを表す．

定理 1.5. ある十分小さい正数 $\eta_{0}$ が存在し，$\Vert\mu-N\omega_{N}\delta_{0}\Vert_{\mathfrak{M}}+($diamsupp $\mu)^{N-1}<\eta_{0}$

をみたす任意の測度 $\mu$ に対し，

(i) supp $\mu\subset\Omega$ であって (1.4) が可解となる領域 $\Omega$ が一意に存在する;

(ii) ある $k\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対し $\mu\in \mathfrak{M}_{k}$ であれば，任意の $\epsilon>0$ と $d\in \mathbb{N}$ に対して

(1.5) $\Vert\rho\Vert_{C^{d}(\mathbb{S}^{N-1})}\leq C(\Vert\mu-N\omega_{N}\delta_{0}\Vert_{\mathfrak{M}}+($diam s$upp\mu)^{N-1})^{1+^{k}=\frac{1}{1}-\epsilon}N-$

が成り立つ．ただし，$\Omega=\Omega_{\rho},$ $C=C(\epsilon, k, d)>0$ である．

注意 1.6. 適当なスケール変換により，$\mu\in \mathfrak{M}_{k}$ と仮定しても一般性を失わない．し

たがって，定理 1.5は一点に十分に凝集している測度に対する領域 $\Omega$ の一意存在性

とその形状が球に近いことを主張している．
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以下の節において定理 1.5の証明の概要を述べるが，第 2節では $\mu$ が Dirac測度
の場合に $\Omega$ が球であることを証明する．このとき，良く知られた対称性の議論を用
いない別証を与えるが 第 3節においてこれを一般化し，$\mu$ が対称とは限らない状況
でも $\Omega$ の一意性を証明できる有効な手段であることをみる．その鍵となる連続的に

変化する領域族の存在は，過剰決定問題 1.4に付随する “フロー” の導出とその可解

性に帰着され，それらは第 4節において解説する．

2 領域の対称性

本節では，測度が対称性をもつとき，特に $\mu=\alpha\delta_{0}(\alpha>0)$ であるときに，過剰決
定問題が可解となる領域 $\Omega$ もまた球対称であることを示す．この事実自体は既に

様々な方法によって証明されているものであるが，ここではパラメーター付き過剰
決定問題を考察しそれに対応する領域の族 $\{\Omega(t)\}$ を用いることで元の問題に対す

る $\Omega$ の対称性を証明する．読者には，この方法が問題の対称性に依存しないことに
注意されたい．特に，次節以降この方法を発展させることで，$\mu$ が対称とは限らない

場合においても対応する領域 $\Omega$ が一意であることを示す．

命題 2.1 (対称な測度に対する領域の対称性).

(i) $\mu=\omega_{N}\delta_{0}$ のとき，(1.3) が可解となる領域は $\Omega=\mathbb{B}$ に限る．

(ii) $\mu=N\omega_{N}\delta_{0}$ のとき，(1.4) が可解となる領域は $\Omega=\mathbb{B}$ に限る．

命題 2.1の証明を述べる前に，この命題と調和函数の平均値の性質の関連性につ
いて述べておく．調和函数 $h$ はその一点での値がそれを中心とする球または球面上

の積分平均値と等しいという性質，すなわち

$\omega_{N}h(0)=\int_{\mathbb{B}}hdx, N\omega_{N}h(0)=\int_{\partial \mathbb{B}}hd\mathcal{H}^{N-1}$

をみたす．特に，$x\not\in\overline{\mathbb{B}}$ であるとき $h(y):=E(x-y)$ は $\overline{\mathbb{B}}$ 上で調和であるから，平
均値の性質により (1.1) および (1.2) が $\Omega=\mathbb{B}$ の場合に成立することが分かる．す

なわち，$\Omega=\mathbb{B}$ のとき過剰決定問題 (1.3), (1.4) は可解となる．したがって，残る問
題は領域 $\Omega$ の一意性となるが，これは等式

$\omega_{N}h(0)=\int_{\Omega}hdx, N\omega_{N}h(0)=\int_{\partial\Omega}hd\mathcal{H}^{N-1}$

がそれぞれ全ての調和函数 $h$ に対して成り立つのは $\Omega=\mathbb{B}$ に限るという主張と

同値になり，全く非自明なものである．なお，前者の等式については，Epstein [4],
Epstein&Schiffer [5], Goldstein&Ow [6], Kuran [10], そして Aharonov &Schiffer
& Zalcman [1] によって研究され，$\Omega=\mathbb{B}$ でなければならないことが示されてぃる．
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さて，$\Omega=\mathbb{B}$ において (1.3) および (1.4) が可解となることは直接球対称解 $u$ を

構成することによっても確認できる．一方，領域 $\Omega$ の一意性はその対称性を示せば

十分であり，(1.3), (1.4) の両方に有効な対称性の議論の代表的なものとして移動平

面法 (Serrin [16] 参照) について述べよう．移動平面法とは，簡単に述べると，未知な
領域 $\Omega$ を超平面，例えば $H_{\lambda}=\{(x_{1}, \ldots, x_{N})\in \mathbb{R}^{N}|x_{1}=\lambda\}$ , によって分割し，その
一方において函数 $u$ 自身と逆側での $u$ の値を超平面に対し反射させて得られる函数
$\tilde{u}$ とを最大値原理によって比較するものである．切断面の位置 $\lambda\in \mathbb{R}$ を徐々に変化

させ，$u<$ 商またはその逆が成り立たなくなるような閾値 $\lambda_{*}$ に到達すると，その $\lambda_{*}$

において $u\equiv u$ でなければならないことが最大値原理により導かれ，したがって領
域 $\Omega$ が $H$ に対して対称であることが示される．そして 超平面の法線方向として

$x_{1}$ に限らず任意のベクトルを選び上の議論を行うことで，$\Omega$ が球対称であることが

証明されるのである．この方法による命題 2.1 (i), (ii) の証明の詳細については，そ
れぞれ Gustafsson&Sakai [7], Shahgholian [17] を参照されたい．

以下，本節の最初で述べたように，命題 2.1の別証を与える．(i), (ii) ともに証明

は同様であるから，(ii) についてのみ述べることにする．いま，過剰決定問題 (1.4)
$(\mu=N\omega_{N}\delta_{0})$ が領域 $\Omega$ で解 $u$ をもつと仮定し，結局 $\Omega=\mathbb{B}$ であることを示そう．

そのために，パラメーター $t$ 付き過剰決定問題

$\{\begin{array}{ll}-\triangle u=(N\omega_{N}+t)\delta_{0} (x\in\Omega) ,u=0 (x\in\partial\Omega) ,-\frac{\partial u}{\partial n}=1 (x\in\partial\Omega)\end{array}$

を考え，これが $\Omega(t)$ $:=B(0, r(t))$ において球対称解 $u_{t}$ をもつことを注意しておく．

ただし，$B(O, r(t))$ は中心が原点で半径が

$r(t):=(1+ \frac{t}{N\omega_{N}})^{1/(N-1)}$

の球を表す．このとき，領域族 $\{\Omega(t)\}_{t\geq 0}$ は $t\geq 0$ に対して連続的に変化する境界

$\partial\Omega(t)$ をもち，$\bigcup_{t\geq 0}\Omega(t)=\mathbb{R}^{N}$ をみたす．まず，$\Omega\subset \mathbb{B}$ であることを示すために，そ

うでないと仮定しよう．すると，領域族 $\{\Omega(t)\}_{t\geq 0}$ の性質からある $t_{*}>0$ が存在し

$\Omega\subset\Omega(t_{*}) , \partial\Omega\cap\partial\Omega(t_{*})\neq\emptyset$

となる．したがって，$w:=u-u_{t_{*}}$ は $\Omega$ 上定義され，そこで劣調和 $(-\triangle w=-t*\delta_{0})$

であり，最大値原理から境界 $\partial\Omega$ 上で $w=-u_{t_{*}}\leq 0$ となる．ここで，$x\in\partial\Omega\cap\partial\Omega(t_{*})$

においては $w(x)=0= \max_{\partial\Omega}w$ であるから，Hopf の境界点補題により

$0< \frac{\partial w}{\partial n}(x)=\frac{\partial u}{\partial n}(x)-\frac{\partial u_{t_{*}}}{\partial n}(x)=1-1=0$

となり矛盾が導かれる．よって，$\Omega\subset \mathbb{B}$ を得る．一方，$\mathbb{B}\subset\Omega$ であることは，$-N\omega_{N}<$

$t\leq 0$ の場合の領域族 $\{\Omega(t)\}_{-N\omega_{N}<t\leq 0}$ を用いれば同様の議論により示される．なお，
この場合には $r(t)arrow 0(tarrow-N\omega_{N})$ となることに注意されたい．
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3 “フロー” による一意性の証明

前節で述べた領域族の考察による $\Omega$ の対称性の証明を一般化し，より一般の測度 $\mu$

に対する $\Omega$ の一意性を示すことが本節の目標である．このとき，自然な問いとして，

(a) 前節における単位球 $\mathbb{B}$ の役割を演じる領域 $\Omega$、は？

(b) 前節における球の族 $\{B(0, r(t))\}$ の役割を演じる領域族 $\{\Omega(t)\}$ は？

が挙げられるだろう．我々はこれらの問いに対して，“フロー” を用いて解答を与え

る．ここで，$\Omega$。は単にその上で過剰決定問題 (1.4) が可解となれば良いという訳で

はなく，それを出発点として連続的な領域族 $\{\Omega(t)\}$ が生成され得る “良い” 性質を

もった領域であることが望まれる．実際 前節の議論で用いた $\partial\Omega(t)$ の $t$ について

の連続性および $\bigcup_{t\geq 0}\Omega(t)=\mathbb{R}^{N}$ の二条件をみたす領域族 $\{\Omega(t)\}$ の存在は，後で詳

しく述べるように，初期領域 $\Omega$、が球に十分近いという条件下で示される．しかし，
変分法などの抽象的方法による存在定理ではそのような $\Omega$、の幾何的情報を得るの

が難しく，より構成的な方法が必要となる．

いま，定理 1.5における仮定のように $\mu$ が $N\omega_{N}\delta_{0}$ に十分近ければ，定数 $c>0$ お

よび十分小さなコンパクト台をもつ測度 $v$ に対して

$\mu=c\delta_{0}+v$

と表される．ここで，$|c-N\omega_{N}|$ および $\Vert\nu\Vert_{\mathfrak{M}}$ は十分小さいものと仮定して良い．こ

のとき，測度 $c\delta_{0}$ に対して適当な半径 $r_{0}>0$ の球 $B(0, r_{0})$ が (1.4) の可解性を有す

る領域として対応することは前節でみた通りである．したがって，測度 $\mu$ に対応す

る領域 $\Omega$、は $B(O, r_{0})$ の摂動として得られることが期待される．そこで，パラメー
ター付き測度

(3.1) $\mu(t)=c\delta_{0}+tv (0\leq t\leq 1)$

を導入し，$t$ が $0$ から 1まで動くときの対応する領域 $\Omega_{*}(t)$ の挙動を考察する．特

に，$\Omega_{*}(0)=B(0, r_{0})$ となる領域族 $\{\Omega_{*}(t)\}_{0\leq t\leq 1}$ がこの方法により構成されれば，$v$

が十分小さいときに領域 $\Omega_{*}=\Omega_{*}(1)$ の形状が球に近いことが得られるだろう．実

際，閉曲面 $\partial\Omega_{*}(t)$ がなす $($

フロー” を記述する発展方程式を導出しその力学的性質

を詳しく解析することで，定理 1.5の一意性を除く結果について得ることができる．
“フロー” の導出やその諸性質については次節で詳しく述べるが，より一般の測度

(3.2) $\mu(t) :=\mu_{0}+t\nu_{0} (0\leq t<\infty)$

に対し対応する $($

フロー” の一意存在性が示される．すなわち，初期領域 $\Omega(0)$ が $\mu_{0}$

において (1.4) の可解性を有するという条件下で，
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(A) 測度 $\mu(t)$ に対応する連続的に変化する $\Omega(t)$ の時間局所存在;

(B) さらに $\Omega(0)$ が十分に球に近く $\nu_{0}=\delta_{0}$ の場合には，$\Omega(t)$ の時間大域的存在

が示される．

さて，残る問題は (1.4) の可解性を有する領域 $\Omega$ の一意性である．そのような領

域の一つとして $\Omega$、を “フロー” を用いて構成したが，以下，領域 $\Omega$ において (1.4)

が解 $u$ をもつとして $\Omega=\Omega$、となることを示そう．前節の対称性の証明を参考にす

ると，$\Omega\subset\Omega$、であることは連続的に変化する領域族 $\{\Omega(t)\}_{0\leq t<\infty}$ で $\Omega(O)$ $=\Omega$。か

つ $\bigcup_{0\leq t<\infty}\Omega(t)=\mathbb{R}^{N}$ となるものの存在からしたがう．そして，これは “フロー” の

時間大域存在 (B) によって保証される．一方，逆の包含関係 $\Omega_{*}\subset\Omega$ の証明には困

難が生じる．それは “フロー” を記述する発展方程式が抽象的には無限次元空間上の

放物型方程式となり，線形化作用素のスペクトルが非有界であることに起因する．そ

して，実際には “セミフロー” しか生成されず，時間が正の方向への可解性しか示さ

れないのである．そこで，この困難を回避するため，我々は領域 $\Omega$ のアプリオリ評価

を導出する．

補題 3.1. 任意の $\epsilon>0$ に対し，十分小さな $\delta>0$ が存在し， $\Vert\mu-N\omega_{N}\delta_{0}\Vert_{\mathfrak{M}}+$

$($diam supp $\mu)^{N-1}<\delta$ ならば $B(O, 1-\epsilon)\subset\Omega$ が成り立つ．

この補題は，$\Omega\subset\Omega$、であることと $\Omega_{*}$ が球に十分近いことに注意し，測度 $c\delta_{0}$ に

対応する球対称領域 $B(O, r_{0})$ 上の球対称解 $u_{0}$ と $u$ とを最大値原理を用いて比較す

ることにより得られる．その際，$u_{0}$ が具体的に表示されることを用いる．なお，同様

の議論を用いて対称性を得る方法を著したものとして，参考文献 [12] を挙げる．さ

て，一意性の証明に戻り，$\Omega_{*}\subset\Omega$ でないと仮定すると，補題 3.1および $\Omega$、の構成の

仕方から，ある $0<t^{*}<1$ が存在し (3.1) で定義される測度 $\mu(t^{*})$ に対応する領域

$\Omega_{*}(t^{*})$ で

$\Omega_{*}(t^{*})\subset\Omega, \partial\Omega_{*}(t^{*})\cap\partial\Omega\neq\emptyset$

となるものが得られる．したがって，同様の議論から矛盾が導かれ，結果として $\Omega_{*}\subset\Omega$

も証明される．

4 “フロー” の導出とその可解性

本節では，前節で定理 1.5を証明する上で重要な役割を演じた ‘ワロー” を記述す

る発展方程式がいかに導出されるかを示し，その “フロー” に関して得られる結果に

ついて詳細には立ち入らずに証明の概略について述べる．以下に述べる ‘ワロー” の

導出は形式的なものであるが，他の関連する問題においても有効な一般的なもので
ある．
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いま，パラメーター付き測度 (3.2) に対し，$\mu_{0}$ および $\nu_{0}$ は有界領域 $\Omega_{0}$ 内にコン

パクトな台をもつ測度であるとし，また $\Omega_{0}$ は $\mu_{0}$ に対して (1.4) の可解性を有する

ものとする．すなわち，過剰決定問題

(4.1) $\{\begin{array}{ll}-\triangle u_{0}=\mu_{0} (x\in\Omega_{0}) ,u_{0}=0 (x\in\partial\Omega_{0}) ,-\frac{\partial u_{0}}{\partial n}=1 (x\in\partial\Omega_{0})\end{array}$

は解 $u_{0}$ をもつとする．測度 $\mu(t)$ に対応する領域 $\Omega(t)$ の挙動をみるため，その境界
$\partial\Omega(t)$ の外向き法線方向への成長速度を $v_{n}$ で表す．このとき，パラメーター (時刻)
$t$ が $0$ から $\epsilon>0$ へと動いたときの $\partial\Omega(\epsilon)$ および対応する (1.4) の解 $u_{\epsilon}$ を

$\partial\Omega(\epsilon)=\partial\Omega_{0}+\epsilon v_{n}n+O(\epsilon^{2})$ ,
(4.2)

$u_{\epsilon}(x)=u_{0}(x)+\epsilon u_{1}(x)+O(\epsilon^{2})$

と形式的に展開しておく．ただし，$n=n_{\partial\Omega_{0}}$ は $\partial\Omega_{0}$ に対する外向き法線ベクトルで

ある．そこで，$\mu=\mu(\epsilon)$ に対する (1.4) の $\Omega$ と $u$ による可解性から，$v_{n}$ および $u_{1}$

がみたすべき方程式を導出しよう．実際 (3.2) および (4.2) を (1.4) へ代入し (4.1)
を用いることで，

$-\epsilon\triangle u_{1}=\epsilon\nu_{0}+O(\epsilon^{2}) (x\in\Omega_{0})$ ,

$0=u(x+\epsilon v_{n}n, t)=u_{0}(x+\epsilon v_{n}n)+tu_{1}(x+\epsilon v_{n}n)+O(\epsilon^{2})$

$=u_{0}(x)+ \epsilon v_{n}\frac{\partial u_{0}}{\partial n}(x)+\epsilon u_{1}(x)+O(\epsilon^{2})$

$=-\epsilon v_{n}+\epsilon u_{1}(x)+O(\epsilon^{2}) (x\in\partial\Omega_{0})$ ,

および $\partial\Omega_{0}$ のある接ベクトル $\tau$ に対して

$0= \frac{\partial u}{\partial n_{\partial\Omega(t)}}(x+\epsilon v_{n}n, \epsilon)+1+O(\epsilon^{2})$

$= \frac{\partial u}{\partial n}(x+\epsilon v_{n}n, \epsilon)+\epsilon\frac{\partial u}{\partial\tau}(x+\epsilon v_{n}n, \epsilon)+1+O(\epsilon^{2})$

$= \frac{\partial u_{0}}{\partial n}(x+\epsilon v_{n}n)+\epsilon\frac{\partial u_{1}}{\partial n}(x+\epsilon v_{n}n)+\epsilon\frac{\partial u_{0}}{\partial\tau}(x+\epsilon v_{n}n)+1+O(\epsilon^{2})$

$= \epsilon v_{n}\frac{\partial^{2}u_{0}}{\partial n^{2}}(x)+\epsilon\frac{\partial u_{1}}{\partial n}(x)+O(\epsilon^{2}) (x\in\partial\Omega_{0})$

が得られる．さらに，二階微分 $\partial^{2}u_{0}/\partial n^{2}$ に対しては

$0= \triangle u_{0}=\triangle_{\partial\Omega_{0}}u_{0}+\frac{\partial^{2}u_{0}}{\partial n^{2}}+H\frac{\partial u_{0}}{\partial n}$

$= \frac{\partial^{2}u_{0}}{\partial n^{2}}-H (x\in\partial\Omega_{0})$
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が成り立つことを注意しておく．ここで，$\Delta_{\partial\Omega_{0}}$ は $\partial\Omega_{0}$ 上の Laplace-Beltrami 作用素

であり，$H=H_{\partial\Omega_{0}}$ は $\partial\Omega_{0}$ の平均曲率 (ただし，単位球面 $\mathbb{S}^{N-1}$ に対して $H=N-1$

となるように正規化する) である．したがって，上記のそれぞれの等式において $\epsilon$ に

ついての高次の項を無視すると，$v_{n}$ に関する次の方程式が得られる :

$v_{n}=u_{1} (x\in\partial\Omega_{0})$ .

ただし，$u_{1}$ は楕円型方程式

$\{\begin{array}{ll}-\triangle u_{1}=\nu_{0} (x\in\Omega_{0}) ,Hu_{1}+\frac{\partial u_{1}}{\partial n}=0 (x\in\partial\Omega_{0})\end{array}$

の解である．このようにして構成される曲面 $\partial\Omega_{0}+\epsilon v_{n}n$ は $\partial\Omega(\epsilon)$ の近似とみなす

ことができる．この近似曲面の構成を繰り返し行うことで，$\partial\Omega(2\epsilon)$ , $\partial\Omega(3\epsilon)$ , . . . の近
似およびそれに付随する摂動函数 $u_{2},$ $u_{3}$ , . . . が得られる．原理的には，この方法によ
り，測度 $\mu(t)$ に対する (1.4) の可解性を有する領域 $\Omega(t)$ の近似が構成され，対応す
る解 $u_{t}$ は

$u_{0}+\epsilon(u_{1}+u_{2}+\cdots+u_{l}) (t=l\epsilon)$

により近似される．時間刻み幅 $\epsilon>0$ を小さくすればする程それらの近似の精度が

上がるため，その極限 $\epsilonarrow 0$ として，曲面 $\partial\Omega(t)$ に関する次の方程式を得る:

$v_{n}=p (x\in\partial\Omega(t))$ ,

(4.3)
$\{\begin{array}{ll}-\triangle p=\nu_{0} (x\in\Omega(t)) ,Hp+\frac{\partial p}{\partial n}=0 (x\in\partial\Omega(t)) .\end{array}$

ただし，$v_{n}$ は $\partial\Omega(t)$ の外向き法線方向の符号付き速度を表す．また，$\mu(t)$ に対する

(1.4) の解 $u_{t}$ は

$u_{t}(x):=u_{0}(x)+ \int_{0}$

オ

$p(x, s)ds$

により得られる．以上の議論は各曲面 $\partial\Omega(t)$ の平均曲率 $H$ が正であるという幾何的条

件下で数学的に正当化される．すなわち以下の補題が成り立つ．ただし，$\{\partial\Omega(t)\}_{0\leq t<T}$

が $C^{3+\alpha}$ 級曲面族 $(0<\alpha<1)$ であるとは，各曲面 $\partial\Omega(t)$ が各点の近傍において局

所的に $C^{3+\alpha}$ 級の函数によってグラフ表示され，その時間微分が $C^{2+\alpha}$ 級であること

を指す．

補題 4.1 (Onodera [11]). 各曲面の平均曲率が至る所正であるような $C^{3+\alpha}$ 級曲面

族 $\{\partial\Omega(t)\}_{0\leq t<T}$ に対し，次の二条件は同値である:

(i) $\{\partial\Omega(t)\}_{0\leq t<T}$ は (4.3) の解である;
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(ii) 各領域 $\Omega(t)$ において，測度 (3.2) に対する (1.4) は可解である．

補題 4.1によって，前節の議論で用いられた連続的に変化する曲面族の存在は (4.3)

の一意可解性に帰着される．さらに，境界 $\partial\Omega(t)$ をある固定された超曲面 $\Gamma$ からの

摂動としてリトル H\"older 空間 $h^{3+\alpha}(\Gamma)$ 上の函数として表示することで，曲面の方
程式 (4.3) は $h^{3+\alpha}(\Gamma)$ 上の発展方程式とみなされる．ただし，$h^{3+\alpha}(\Gamma)$ は $C^{\infty}(\Gamma)$ の

$C^{3+\alpha}(\Gamma)$ における完備化空間である．Da Prato と Grisvard による最大正則性理論を

援用することで発展方程式の一意可解性はその線形化作用素が解析的半群を生成す

ることに帰着され，それは線形化作用素の主要部が $\Gamma$ の各点近傍において局所的に

一階の擬微分作用素で近似されることとその擬微分作用素の解析によって示される．

補題 4.2 (Onodera [11]). 平均曲率が至る所正であるような $h^{3+\alpha}$ 級の初期曲面 $\partial\Omega(0)$

に対し，$h^{3+\alpha}$ 級の (4.3) の時間局所解 $\{\partial\Omega(t)\}_{0\leq t<T}$ が一意に存在する．

注意 4.3. 補題 4.2において，$h^{3+\alpha}$ を任意の正数 $d\geq 3$ に対する $h^{d+\alpha}$ としても結

果はそのまま成り立つ．このことは解析的半群の生成性が空間の補完に対して不変
であることからしたがう．

補題 4.1, 4.2に現れる幾何的条件 $H>0$ は (4.3) が意味をもつために必要な (4.3)

中の楕円型方程式の一意可解性という解析的条件からくる自然なものであり，それ
は対応する二次形式

$B(p, q):= \int_{\Omega}\nabla p\cdot\nabla qdx+\int_{\partial\Omega}Hpqd\mathcal{H}^{N-1} (\Omega=\Omega(t))$

の Sobolev 空間 $H^{1}(\Omega)$ における強圧性と言っても良い．また，$H>0$ であれば最大
値原理から $p>0(x\in\partial\Omega(t))$ であることが導かれる．実際 $p$ の $\partial\Omega(t)$ 上の最小点
$x\in\partial\Omega(t)$ において $p(x)\leq 0$ とすると，Hopf の境界点補題より

$0> \frac{\partial p}{\partial n}(x)=-Hp(x)\geq 0$

となり矛盾が生じる．したがって，$H>0$ である限り “フロー” (4.3) によって領域
$\Omega(t)$ は単調に拡大していくことが分かる．

さて，前節で用いられた議論では (4.3) の時間局所可解性だけでは不十分であり，
実際には解の最大存在時刻 $T>0$ に対する評価が必要である．まず $\Omega_{*}$ の構成で

必要となる $\Omega_{0}=B(0, r_{0})$ および $v_{0}=v$ に対する最大存在時刻の一様評価 $T\geq 1$

については，最大正則性を用いた発展方程式の解の存在の証明を細部に注意して確

認することで確かめられる．一方，一意性の証明で鍵となる $\mathbb{R}^{N}$ を被覆する領域族
$\{\Omega(t)\}_{t\geq 0}$ の存在を保証するためには，$\Omega_{0}=\Omega_{*}$ および $v_{0}=\delta_{0}$ に対する時間大域解

の存在が必要になる．これについては，$\Omega_{*}$ が十分球に近いことに注意し，(4.3) の球
対称解 (時間大域解) における線形化作用素のスペクトルの分布を調べ，それが漸近
安定であることを確かめることにより得られる．
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最後に，定理 1.5において $\Omega=\Omega$、が評価 (1.5) をみたすことについては，$\Omega_{*}$ の

構成の際し，適当なスケール変換を行い，$\eta_{0}arrow 0$ のときの $\Omega$、の漸近形状を求める

問題を初期領域 $\Omega_{0}$ が十分球に近く $\nu_{0}=\delta_{0}$ の場合の $\Omega(t)$ の $tarrow\infty$ のときの漸近

形状を求める問題に帰着することにより得られる．このとき，$j$ 次調和多項式の空間

$H_{j}$ の基底を $\{h_{j,k}\}_{k=1}^{\dim H_{j}}$ とすると，

$m_{j,k}( \partial\Omega(t)):=\int_{\partial\Omega(t)}h_{j,k}d\mathcal{H}^{N-1}$

が (4.3) の可算無限個の保存量となり，それにより (4.3) の不変多様体が特徴付けら

れる．したがって，その各不変多様体上での解の漸近挙動を考察することによって，
より高い次数の対称性をもつ測度 $\mu$ に対する $\Omega=\Omega$、がより良い評価 (1.5) をもつ

ことが示される．詳細については参考文献 [13] に譲ることにする．
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