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凸多面体の面の個数の研究は組合せ論における古典的な研究テーマの一つである．
2014年に Klee と Novik [KN]は，単体的凸多面体の良い頂点彩色から面の個数に関す
る綺麗な不等式が導かれる，という興味深い予想を提唱し，2015年 Juhnke-Kubitzke
と著者によりこの予想が肯定的に解決された．本稿では，上記の Kleeと Novikの予
想について簡単に解説する．

1. 単体的凸多面体の下限定理と一般下限定理

最初に単体的凸多面体の面の個数について知られている古典的な結果を幾つか紹
介する．
自分自身以外の面が全て単体となる凸多面体を単体的凸多面体という．整数 $i\geq-1$

に対し，$f_{i}(P)$ で凸多面体 $P$ の持つ $i$ 次元面の個数を表す．(但し，空集合を $-1$ 次元

の面と思い $f_{-1}(P)=1$ とする．) $d$次元単体的凸多面体 $P$ に射し，その $f$-列を

$f(P)=(f_{-1}(P), f_{0}(P), \ldots, f_{d-1}(P))$

で定義する．

凸多面体の $f$列に関する問題で基本的なものの一つに，$f_{i}(P)$ の上手い下限や上限
が与えられるか？ という問題がある．但し，何も制限を付けなければ，単体の場合に
面の数が最小になり，また頂点を増やせば面の数はいくらでも増えてしまうのは明
らかである．ここでは『頂点数を固定した時に，$f_{i}(P)$ の上手い下限や上限が与えら
れるか？』という問題を考える．
本稿では特に面の個数の下限に関する話題を中心的に扱う (上限についての話は \S 5
で少しだけ触れる). 実は，一般の凸多面体 $P$ について，頂点数を固定した時の $f_{i}(P)$

の最小値を求めることは大変難しい．しかし，多面体を単体的なものに限ると，綺麗
な最小値が得られることが知られている．単体からスタートしてそのファセットにピ
ラミッドを立てていくことで得られるような凸多面体 $P$ を stacked凸多面体という．

$\Rightarrow$ $\Rightarrow$
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帰納法を使った簡単な計算から，$n$個の頂点を持つ $d$次元 stacked凸多面体 $P$ の面

の欄数は

$f_{i}(P)=\{\begin{array}{ll}[Matrix] n-i[Matrix], 1\leq i<d-1 の時，(d-1\rangle n-(d-2)(d+1) , i=d-1 の時，\end{array}$

で与えられることがわかる．実は，この stacked凸多面体の面の個数が単体的凸多面
体の面の掴数の最小値を与える．

定理 1.1 $(Barnette$’s Lower Bound Theorem $|Ba1, Ba2]^{1})-P$ を丁度 $n$個の頂点を持
つ $d$次元単体的凸多面体とする．$d\geq 3$ の時

$f_{i}(P)\geq\{\begin{array}{ll}[Matrix] n-i[Matrix], 1\leq i<d-1 の時，(d-1)n-(d-2)(d+1) , i=d-1 の時，\end{array}$

が成り立つ．更に $d\geq 4$ の時，ある $i\geq 1$ について等号が成立するなら $P$ は stacked

凸多面体である．

上の定理は下限予想 (Lower Bound Conjecture) として知られていた予想を Bar-
nette が 1973年に解決したもので，“Barnette の下限定理 “ と呼ばれる．

さて，次に，現在では “一般下限定理” として知られている上の定理の一般化を紹
介する．実は，Barnette の下限定理は McMullen-Perles-Walkup reduction として知
られる手法を用いると，$i=1$ の場合のみを証明すれば良いことが分かる (詳しくは
[Ka]を見よ). そこで少し定理を書き換える．$d$次元単体凸多薗体 $P$ に対し，その $h$-列

$h(P)=\langle h_{0}(P)$ , $h_{1}(P)$ , . . . , $h_{d}(P))$

を

$h_{i}(P)= \sum_{j=0}^{i}(-1)^{i-j}(_{i-j_{ノ}}^{d-j}f_{j-1}(P\rangle (i=0,1, \ldots, d\rangle$

で定義する．この時，$h_{2}=fi-(d-1)f_{0}+(\begin{array}{l}d2\end{array}),$ $h_{1}=f_{0}-d$であるから

$h_{2}(P)-h_{1}(P)=f_{1}(P)-df_{0}(P)+(\begin{array}{l}d+12\end{array}).$

と書ける．すると定理 1.1の $i=1$ の場合の不等式は $h_{2}(P)\geq h_{1}(P)$ に等しいことが

分かり，McMullen-Perles-Walkup reduction により，定理 1.1自身も以下の定理と同
値になる．

定理 1.2. $P$ を $d$次元単体的凸多面体とする．$d\geq 3$ の時

$h_{2}(P)\geq h_{1}(P)$

が成り立つ．更に $d\geq 4$ の時，等号が成立するのは $P$ が stacked 凸多面体の場合に
限る．

上の定理の一般化として $h_{3}(P)\geq h_{2}(P)$ や $h_{4}(P)\geq h_{3}(P)$ のような不等式が成り

立つのではないかと考えるのは自然なことであろう．実際，このことは正しく，この
一般化は一般下限定理 (Generalized Lower Bound Theorem) と呼ばれる．一般下限
定理について正確に理解してもらう為，$h$-列に関する基本的な性質を少し述べてお
く．次の定理の等式は Dehn-Sommerville等式として良く知られている．

1等弩成立の場合の特徴付けは [Bal, Ba2] では完全に解決しておらず，最終的に Billera-Lee [BL]
によって証明された．
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定理 1.3 (Dehn-Sommerville Equation). $P$ を $d$次元単体的凸多面体とする．任意の

$i=0$ , 1, . . . , $d$ について $h_{i}(P)=h_{d-i}(P)$ が成り立つ．

Dehn-Sommerville等式から，$h$-列について知る為には $h_{0},$ $h_{1}$ , . . . , $h$凶のみを知れ
ば十分である事がわかる．以下の定理はMcMullen-Walkup [MW] により “一般下限

予想 (Generalized Lower Bound Conjecture の名称で予想として紹介され，Stanley

[St2] によって証明された．

定理 1.4 (Generalized Lower Bound $Theorem^{2}$). 任意の $d$次元単体的凸多面体 $P$ に

対し，次が成り立つ

$h_{0}(P)\leq h_{1}(P)\leq h_{2}(P)\leq\cdots\leq h_{\lfloor\frac{d}{2}\rfloor}(P)$ .

尚，Dehn-Sommerville等式から，上の定理は $h(P)$ が unimodal である” と言い換

えることもできる．

2. $d$彩色可能な $d$次元単体的凸多面体の面の個数

この章では，$d$彩色可能という条件を付けた時の $d$次元単体的凸多面体の面の個数

について考える．
$d$次元単体的凸多面体 $P$が balancedであるとは，$P$の頂点と辺から構成されるグ

ラフが $d$彩色可能である時にいう。つまり，balanced な $d$次元単体的凸多面体とは，
隣接する頂点が同じ色にならないように多面体の頂点を $d$色の色で塗ることが出来

る多面体である．例えば，下記の図が示すように，八面体は balancedである．一方，$d$

単体のグラフはサイズが $d+1$ の完全グラフとなるので balancedではない．

左の八面体は balanced である．右の四面体は balanced ではない．

一般に $d$次元単体的凸多面体は必ず $(d-1)$ 単体をその面として含むので，そのグ
ラフはサイズ $d$の完全グラフを含む．よって，彩色数は必ず $d$以上となる裏を注意し

ておく．

Balanced という条件を付けた時に直ちに分かることとして，この条件により凸多
面体の面の個数に関してある種の上限が与えられるという点がある．実際単体的
凸多面体が balanced ならそのグラフはサイズ $d+1$ の完全グラフを持たず，このこ
とから辺の数に関する上限が得られることは容易にわかるであろう．(単体的凸多面
体でグラフが完全グラフになるものも沢山あることを注意しておく．) また，Stanley

{St2] は代数的な手法を用いることで，単体的凸多面体より一般的な対象である単体
的複体の場合に彩色可能性から綺麗な $f$-列の上限を求めている．

Balanced な単体的凸多面体の $f$-列に関する，より非自明なこととして，実は辺や
面の個数の下限を与えることも出来ることが知られている．次の定理は Goff, Klee,

Novik [GKN] らによって発見された．

2ここでは省略するが，等号が成立するのはどのような多面体の時かも知られている [MN].
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定理 2.1 (Balanced Lower Bound Theorem). $P$ を balanced な $d$次元単体的凸多面
体とする．$d\geq 3$ の時，次が成り立つ．

$h_{2}(P) \geq\frac{d-1}{2}h_{1}(P)$ .

上の定理は下限定理の balanced類似と考えることができる．では，一般下限定理
の balanced類似は無いのだろうか？このことは，Klee と Novik [KN] により考えら
れた．彼らが考えた予想は， $P$ か’ balanced な $d$次元巣体的凸多颪体なら

(1) $\frac{h_{0}(P)}{(_{0}^{d})}\leq\frac{h_{1}(P)}{(_{1}^{d})}\leq\frac{h_{2}(P)}{(_{2}^{d})}\leq\cdots\leq\frac{h_{L\frac{d}{2}J}(P)}{(_{L\frac{dd}{2}J})}$

という不等式が成り立つ “ という綺麗な予想である．少し分かりにくいかもしれな
いが，

$\frac{h_{1}(P)}{(_{1}^{d})}\leq\frac{h_{2}(P)}{(_{2}^{d})}$

という不等式は定理 2.1の $h_{2}(P) \geq\frac{d-1}{2}h_{1}(P)$ と同じものとなり，(1) は Balanced

Lower Bound Theorem の一般化となっている．この予想が実際に正しいことは最近
Juhnke-Kubitzke と著者 [KM] によって確かめられた．

定理 2.2. $P$ を $d$次元単体的凸多面体とする．$P$ が balanced なら，次が成り立つ

$\frac{h_{0}(P)}{(_{0}^{d})}\leq\frac{h_{1}(P)}{(_{1}^{d})}\leq\frac{h_{2}(P)}{(_{2}^{d})}\leq\cdots\leq\frac{h_{1\frac{d}{2}\rfloor}(P)}{(_{L\frac{dd}{2}1})}.$

3. FLAG $f$-VECTORを用いた考え方

この章では，balanced な $d$次充単体的凸多面体を考える時に，何故 $\langle h_{i}(P)-:(\begin{array}{l}di\end{array})$
”

のような数が現れるのか簡単に解説する．結論から言うと，この数は flag h-列と呼ば
れるものの平均として現れる．

$P$ を balanced な $d$次元単体的凸多面体とし，$V(P)$ を $P$ の頂点集合とする．$P$ は

balanced であるので，ある写像 $c:V(P)arrow[d]=\{1, 2, . . . , d\}$ で「頂点 $u$ と $v$ を

結ぶ $P$ の辺があれば必ず $c(u)\neq$ c(v)」を満たすものが存在する．このような写像
$c:V(P)arrow[d]$ を一つ固定する．$P$ の面 $F$ に対し

$c(F)=\{c(v):v$ は $F$ の頂点 $\}\subsetneq$ $[d$」

と定め，各部分集合 $S\subseteq$ 國に対し，$f_{S}(P)$ を $P$ の面 $F$ で $c(F)=S$ となるものの個
数とする．この時，$(f_{\mathcal{S}}(P):S\underline{C}[dJ$ ) を $P$ の flag $f$-列と呼ぶ．flag $f$-列は $f$-列より

も詳細な情報を持っている．実際，通常のノ-列と flag $f$-列の間に

$f_{i-1}(P)= \sum f_{\mathcal{S}}(P)$

$s\subseteq[dJ, |S|=i$

という関係が成り立つことが簡単に分かる．また，$h$-列の類似として，$P$の flag h-列
$(h_{8}(P):S\underline{\subseteq}[d])$ を次で定義する:

$h_{S}(P)= \sum_{T\underline{\subseteq}S}(-\lambda\rangle^{|S|-|T|}f_{S}(P)$
.

89



(但し，$f_{\emptyset}(P)=1$ とし，$T=\emptyset$ の場合も考える．) 弄列の場合と同じように，$h$-列と flag
$h$-列の間に次の関係が成り立つことも容易に分かる

$h_{i}(P)= \sum h_{S}(P)$ .
$\mathcal{S}\subseteq[d_{J}, |S|=i$

さて，ここで定理 2.2に戻る．定理で考えられている値 $\frac{h_{i}(P)}{(_{:}^{d})}$ は，上の関係式を考え

ると，$(h_{S}(P):S\subseteq[d$」， $|S|=i)$ の平均であると考えることができる．実際この考
え方は重要で，定理 2.2の証明は，実際には次の定理を証明することで与えられる．

定理 3.1 ([KM]). $P$ を balancd な $d$次元単体的凸多面体とし，$i$ を $\frac{d}{2}$ 未満の正の整数

とする．この時，任意の $W\underline{\subseteq}[d]$ で $|W|=2i+1$ を満たすものに対し，次が成り立つ

$\sum_{S\subseteq W,|\mathcal{S}|=i}h_{S}(P)\leq\sum_{S\subseteq W,|S|=i+1}h_{S}(P)$
.

上の定理が先の平均の話とどう関係するのか説明しておく．定理 3.1の等式の左辺
を $(^{|W|}i)$ で割ると $(h_{\mathcal{S}}(P):S\subseteq W, |S|=i)$ の平均が得られる．同様に，右辺を $(_{i+1}^{|W|}$ )
で割ると，$(h_{S}(P):S\subseteq W, |S|=i+1)$ の平均が得られる．しかし，$(^{|W|}i$ ) $=(_{i+1}^{|W|}$ ) で
あるから，定理 3.1の言っていることは，任意の部分集合 $W\underline{\subseteq}$ 同で $|W|=2i+1$ と

なるものに対し，$(h_{S}(P):S\subseteq W, |S|=i)$ の平均が $(h_{S}(P):S\subseteq W, |S|=i+1)$ の

平均以下であるという事である．“任意の部分集合 $W\subseteq$ 岡について成り立つ” とい
うことを上手く使うと，このことから $(h_{S}(P):|S|=i)$ の平均が $(h_{S}(P):|S|=i+1)$

の平均以下であるという事が簡単に導かれる (詳しくは $[KN|$ を見よ)

4. 彩色と面の個数に関する幾つかの間題

最後に，定理 2.2に関連する話題を幾つか紹介する．

4.1. 面の個数の上限．定理 2.1や 2.2は面の個数の下限を与える定理である．一方，
balanced な単体的凸多面体の面の個数の上限については，Stanley $|St2$] によるより

一般的なセッテイングでの上限はあるが，凸多面体の場合に満足のいく結果は得ら
れていない．尚，balanced という条件を外した時には次の定理が良く知られている．

定理 4.1 (Upper Bound Theorem). 丁度 $n$個の頂点を持つ $d$次元凸多面体 $P$ に対

し，次が成り立つ

$h_{i}(P)\leq(n-d +i-1i) (i=0,1, \ldots, \lfloor d/2\rfloor)$ .

上の定理は上限予想 (Upper Bound Conjecture) として知られていた定理を Mc-
Mullen [Mc] が 1970年に解決した凸多面体論における有名な結果である．尚，$P$が巡

回凸多面体と呼ばれる単体的凸多面体の場合に上の不等式で等号が成立し，定理 4.1
の不等式は最良な不等式となっている．Upper Bound Theorem の balanced類似が
得られるかという問題は大変興味深い問題である．

4.2. $a$-balanced な単体的凸多面体．$a=(a_{1}, \ldots, a_{n})\in \mathbb{Z}_{>0}^{n}$ が $a_{1}+\cdots+a_{n}=d$

を満たすとする． $d$ 次元単体的凸多面体 $P$ が $aarrow$balanced であるとは，ある写像
$c:V(P)arrow[n]$ があり，「任意のファセット $F$ に対し，各 $i=1$ , 2, . . . , $n$ について

$c(v)=i$ となる $F$ の頂点が丁度 $a_{i}$ 個ある」 という条件を満たす時にいう 3. 例えば，

$3_{a_{1}=\cdots=a_{n}=}1$ の時が通常の balanced の条件に対応する．
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$(2, 3)$-balanced な単体的凸多面体は，上手く多面体の頂点を赤と青で塗り分けると，
全てのファセツトにおいて，赤色の頂点が 2つ，青色の頂点が 3つあるようにできる
単体的凸多面体である．$a$-balanced性は，代数的な観点から見ると balanced性の葭
然な一般化となっており，定理 2. 1や 2.2の $a$-balanced類似が作れるか？ という問題

は興味深い問題である．

4.3. 申心紺称な凸多衝体．ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ 内の凸多面体 $P$ が中心対称である
とは $P=-P$ を満たす時に言う，但し $-P=\{-x\in \mathbb{R}^{n}:x\in P\}$ である．中心対

称な単体的凸多面体について次が知られている (下記の定理の更なる一般化も Adim
[Ad] によって証明されている).

定理 4.2 (Stanley [St3]). $P$が中心対称な $d$次元単体的凸多面体である時，次が成り
立つ

$h_{0}(P)-(\begin{array}{l}d0\end{array})\leq h_{1}(P)-(\begin{array}{l}d1\end{array})\leq h_{2}(P)-(\begin{array}{l}d2\end{array})\leq\cdots\leq h_{L\frac{d}{2}\rfloor}(P)-(\begin{array}{l}dL\frac{d}{2}\rfloor\end{array}).$

上の定理と定理 2.2を見るに，ある特殊な単体的凸多面体のクラスに対する一般下
限定理の類似はもっと他にもあるように思える．そのようなクラスを新しく見つけ
てくることは大変興味深い問題である．
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