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1 はじめに

本稿における位柑空間 $X$ は全て Tychonoff space とする。特に，第 2節以降において

位相空間 $X$ はmetrizable space のみを扱っている。 また，基本的な概念については文献

[3] を，topological group に関する事柄については文献 [2] と [4] を参照されたい。

Tychonoff space $X$ に対して， $F(X\rangle$ と $A(X)$ をそれぞれ Markov [7] の意味での $X$

上の free topological group, free abelian topological group とする。 $F(X)$ の各要素 $g$

は word と呼ばれ，一般に

$g=x_{1}^{\epsilon_{1}}x_{2}^{\epsilon_{2}}\cdots x_{n}^{\epsilon_{n}}$ , ただし，各 $i=1$ , 2, .. ., $n$ に魁して $x_{i}\in X$ かつ $\epsilon_{i}=\pm 1$

と表される。特に $x_{1}^{\epsilon_{1}}x_{2}^{\epsilon_{2}}\cdots x$艶がこれ以上キャンセルされないとき $x_{1}^{\epsilon_{1}}x_{2^{2}}^{\epsilon}\cdots x$艶を $g$

の recuced form という。 さらにこのとき $n$ を $g$ の長さといい $\ell(g)$ で表す。各 $n\in N$

に紺して鑑 (X) $=\{g\in F(X):\ell(g)\leq n\}$ とおくと

$F_{X}(X\rangle\underline{\subset}F_{2}(X)\underline{C}\cdots\subseteq F_{n}(X)\underline{\subseteq}\cdots\underline{C}F(X)$ かつ $F(X)= \bigcup_{n=1}^{\infty}F_{n}(X)$

となっているが，さらに各 $F_{n}(X)$ は $F(X)$ の closed subset になることが知られてい

る。 一方， $A(X\rangle$ の word $g$ は一般に

$g=\epsilon_{1}x_{1}+\epsilon_{2}x_{2}+\cdots+\epsilon_{n}x_{n},$

ただし，各 $i=1$ , 2, $\cdots$ , $n$ に対して $x_{\dot{a}}\in X$ かつ $\epsilon_{i}=\pm 1$

と表されるが， $A_{n}(X)$ は $F_{n}(X)$ と周様にして定義され，各 $A_{n}(X)$ も $A(X)$ の closed

subset になることが知られている。

Metrizable space $X$ が持っている性質の一つである五 rst-countability に着目し，その性

質を一般化したよく知られている性質として，Fkr\’echet-Urysohn property, sequentiality,
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k-property 等があるが，それらの関係は，

metrizability $\Rightarrow$ first-countability
$\Rightarrow$ Fr\’echet-Urysohn property $\Rightarrow$ sequentiality $=$ $k$-property

となっている。次のよく知られた結果は，たとえ $X$ が単純な構造を持っている空間で

あっても，その $X$ から生成される $F(X)$ 及び $A(X)$ の位相的構造が複雑になることを

示唆している。

定理 1.1. $F(X)$ または $A(X)$ が Fdchet- Urysohn ならば $X$ は discrete space である。

この結果より，収束点列とその収束点を合わせた空間 $X$ から生成された $F(X)$ や

$A(X)$ においても，いずれも Fr\’echet-Urysohn ではなく，特に metrizable space になら

ないことがわかる。一方で， $Arhangel’ ski\dot{1}$ , Okunev and Pestov [1] が次の結果を示し

た。 尚，本稿では，位相空間 $X$ に対して $X$ の non-isolated point 全てを集めた集合を

$d(X)$ で表す。

定理 1.2 ([1]). $X$ をmetrizable space とするとき，

(1) $A(X)$ が $k$ -space になるための必要十分条件は $X$ が locally compact かっ $d(X)$ が

separable になることである。

(2) $F(X)$ が k-space になるための必要十分条件は $X$ が locally compact かつ separable

となる力 $\searrow$ または discrete space になることである。

これらの結果を踏まえて，筆者は文献 [9, 10, 11, 12] において，各 $A_{n}(X)$ や $F_{n}(X)$

$(n\geq 2)$ がmetrizability から $k$-property までのそれぞれの性質を持っための $X$ の条件

を調べた。 それらの結果をまとめると次のようになる。

定理 1.3 ([9,10,11,12 Metrizable space $X$ において以下が成立する。

I. $A_{n}(X)$ について

(1) $A_{2}(X)$ は常に Fk\’echet-Urysohn である。 よって sequential であり，k-space である o

(2) 以下は同値である。

(a) 任意の $n\in N$ に対して $A_{n}(X)$ がmetrizable;

(b) 任意の $n\in N$ に対して $A_{n}(X)$ が first-counable,.

(c) 任意の $n\in N$ に対して $A_{n}(X)$ が $D\acute{e}chet-$ Urysohn,$\cdot$

(d) $A_{2}(X)$ がmetrizable;

(e) $A_{2}(X)$ が first countable;
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$(f\rangle A_{3}(X)$ が $fi\}\ovalbox{\tt\small REJECT}\acute{e}chet-Urysohn\dot{},$

$(g)d(X)$ が compact.

(3) 以下は同値である。

(a) $A_{3}(X\rangle$ が sequential;

(b) $A_{3}(X)$ が $k$ -space;

(c) $X$ が locally compact または $d(X)$ が compact.

(4) 以下は同値である。

(a) 任意の $n\in N$ に対して $A_{n}(X)$ が sequential;

(b) 任意の $n\in N$ に鮒して $A_{n}(X)$ が $k$ -spaces

(c) $A_{4}(X)$ が sequential;

(d) $A_{4}(X\rangle$ が $k$ -space;

(e) $X$ が locally compact かつ $d(X)$ が separable, または $d(X)$ が compact.

垣．$F_{n}(X)$ について

(1) 以下は同値である。

(a) $F_{3}(X)$ がmetrizable;

(b) $F_{3}(X)$ が first-countable;

(c) $F_{2}(X)$ がmetrizable,

(d) $F_{2}(X)$ が first-countabte;

(e) $d(X)$ が compact.

(2) 以下は同値である。

(a) 任意の $n\in N$ に対して $F_{n}(X)$ がmetrizable;

(b) 任意の $n\in N$ に対して $F_{n}(X)$ が first-countable;

(c) $F_{4}(X)$ がmetrizable;

(d) $F_{4}(X)$ が $first-countable_{f}.$

(e) $X$ が compact または discrete.

(3) $F_{2}(X)$ は常に」%chet-Urysohn である。 よって sequential であり $k$ -spaceである。

(4) 以下は岡値である。

(a) $P_{3}\langle X\rangle$ が F\’echet-Uwsohn,$\cdot$

(b) $d\langle X)$ が compact.
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(5) 以下は同値である。

(a) 任意の $n\in N$ に鬼して $F_{n}(X)$ が $R\acute{r}chet$-Urysohn;

(b) $F_{5}(X)$ が $fi\}\acute{e}chet$-Urysohn;

(c) $X$ が compact または discrete.

(6) 以下は同値である。

(a) $F_{3}(X)$ が sequential;

(b) $F_{3}(X)$ が $k$-space;

(c) $X$ が locally compact または $d(X)$ が compact.

(7) 以下は同値である。

(a) 任意の $n\in N$ に対して $F_{n}(X)$ が sequential;

(b)任意の $n\in N$ に対して $F_{n}(X)$ が $karrow space,\cdot$

(c) $F_{8}(X)$ が sequentia$l,\cdot$

(d) $F_{8}(X)$ が k-space,$\cdot$

(e) $X$ が locally compact かつ separable.

上記の結果では，次のことが得られていない。

疑問 1. $X$ をmetrizable space とするとき，

(1) $F_{4}(X)$ が R\’echet-Urysohnになるための $X$ の必要十分条件は何か？

(2) $n=4$, 5, 6, 7に対して $F_{n}(X)$ が sequential または $k$-space になるための $X$ の必要

十分条件は何か？

特に疑問 1の (1) に対しては定理 1.3の II の (4) と (5) より次の疑問が生じる。

疑問 2. $X$ をmetrizable space とするとき，

(1) $F_{4}(X)$ が Frechet-Urysohn ならば $X$ は compact になるか？

(2) $d(X)$ が compact ならば $F_{4}(X)$ は Fr\’echet-Urysohn になるか？

最近 Lin and Liu [5] が疑問 2の (2) が否定的であることを示したが，その証明に必要

な主となる補題の証明に誤りがあることがわかり，さらには Lin and Liu は [6] において

その補題が成立しない例を構成した。 よって，上記の疑問 2は未解決のままとなったが，

本稿では，(1) は否定的であることと同時に (2) の部分解について紹介する。
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2 主定理の証明方法

次が，今回得られた霊となる結果である。

淀理 2.1. Metrizable space $X$ が locally compact であり， $d(X)$ が compact であると

仮定する。 このとき， $F_{4}(X)$ が $k$ -space ならば $F_{4}(X)$ は Fi\’echet-Urysohnとなる。

以下，上記定理の証明方法についてその概要を説明する。詳細は [13] を参照されたい。

まず $X$ が locally compact で $d(X)$ が compact であることに注目すると，

$X=C\oplus D$ , ただし $C$ は compact かつ $D$ は discrete

の形に表すことができる。 ここで， $X$ 自身が compact であると， $F_{4}(X)$ は compact

metrizable になってしまうので，ここでは $X$ は non-compact, よって $D\neq\emptyset$ としておけ

る。 そこで黄 (X) が Frechet-Urysohn になることを示すために，任意に $A\underline{C}F_{4}(X)$ と

word $g\in F_{4}(X)$ をとり，$g\in$ 互であると仮定する。すると，$g$ に収束する点列 $\{g_{n}\}\underline{C}A$

を見つけることが証明の臼的となる。 もし $g\in F_{4}(X)\backslash F_{3}(X)$ とすると， $F(X)\backslash F_{3}(X)$

が $g$ の open 近傍となるので，$g$ 欧 $\overline{A\cap(F_{4}(X\rangle\backslash F_{3}(X))}$ である。一方 $X$ がmetrizable

なので各鑑 $(X)\backslash F_{n-1}(X)$ はmetrizable であるので， $g\in F_{3}(X)$ としておいてよい。

また $d(X\rangle$ が compact なので，定理 1.3の� (4) より $F_{3}(X)$ は Fr\’echet-Urysohn で

り，凸 (X) は濫 (X) の closed subset なので， $A\subseteq F_{4}(X)\backslash$ 凸 (X) であると仮定して

よい。 すると，

$A\subseteq F_{4}(X)\backslash$塊 $(X) \subseteq\bigcup_{n=1}^{\infty}($凸$n(X)\backslash F_{2n-1}(X))$

であり $\{e\}$ 俺 $n=1(J(F_{2n}(X)\infty\backslash F_{2n-1}(X))$ は $F(X)$ の clopen subgroup なので

$g\in\{e\}\cup(F_{2}(X)\backslash F_{1}(X))$

となる。 つまり，$g=e$ または $g\in F_{2}(X)\backslash F_{1}(X)$ となるときを調べればよいことにな

り， $e\in$ 天の場合と $e\in\overline{g^{-1}A}$ の場合についてそれぞれ $A$ または $g^{-1}A$ の中から $e$ に

収束する点列を見つけることが目的となる。

まず，点列を見つけるために次の $e$ の近傍を適用する。

定理 2.2 ( $|$10]). $\mathcal{U}_{\tilde{X}}$ を $\tilde{X}=X\oplus\{e\}\oplus X^{-1}$ (実は，$F_{1}(X)=\tilde{X}$ である o) の universal

uniformity (もしくは universal uniformity の base) とする。 このとき任意の $n\in N$ と
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$U\in \mathcal{U}_{\tilde{X}}$ に対して，

$W_{n}(U)=\{e\}\cup\{g=x_{1^{X}2}\cdot x_{2k}\in.F(X)(7)i_{s}<i_{t}<j_{s}iffi_{s}<j_{t}<j_{8}foreachs’,t=,1(6)i_{8}<j_{s}foreachs.=1,2,,k,and(4)(x_{i_{\theta}}x_{j_{s}}^{-1\prime})\in.Uforeach’ s.=’ 1,.k(3)\{1^{\cdot},2,2k\}=\{i_{1},i_{k}.\}.\cdot\oplus\{j_{1},,\cdot\cdot j_{k}\}(5)i_{1}<’ i_{2}<<i_{k}(2)x_{1}x_{2}\cdot.\cdot.x_{2k}\dot{u}lher$educed.
$fon.nofg(1)x_{i}\in.\tilde{X}.\cdot for.eachi.=.1.’.2,.2k.an.d,’ k\leq n,$

, . . . , $k.$

$\}$

とおくと， $W_{n}(U)$ は $F_{2n}(X)$ における $e$ の近傍となる。 さらに $\bigcup_{n=1}^{\infty}W_{n}(U)$ は $F(X)$ に

おける $e$ の近傍となる。

本証明では，この近傍を $n=2$ と $n=3$ に対して，次のように適用する。

系 2.3. 任意の $U\in \mathcal{U}_{\tilde{X}}$ に対して次が成立する。

(1) $g\in W_{2}(U)\backslash F_{3}(X)$ となることの必要十分条件は $g$ が次の条件を満たす reduced

word $g=abcd(a, b,c,d\in\tilde{X})$ で表せることである。

$(a, b^{-1})$ , $(c, d^{-1})\in U$ または $(a, d^{-1})$ , $(b, c^{-1})\in U.$

(2) $g\in W_{3}(X)\backslash F_{5}(X)$ となることの必要十分条件は $g$ が次の (i) から (iv) のいずれか

を満たす耐 uced word $g=$ pqrstu ($p, q, r, s, t, u\in\tilde{X})$ で表せることである。．

(i) $(p, q^{-1})$ , $(r, s^{-1})$ , $(t, u^{-1})\in U$, (ii) $(p, q^{-1})$ , $(r, u^{-1})\}(s,t^{-1})\in U$

(iii) $(p, s^{-1})$ , $(q,r^{-1})$ , $(t,u^{-1})\in U$, (iv) $(p,u^{-1})$ , $(q,t^{-1})$ , $(r, s^{-1})\in U.$

今， $X=C\oplus D$ であり $C$ が compact かつ $D$ が discrete となっているので，

$\tilde{X}=C\oplus D\oplus\{e\}\oplus C^{-1}\oplus D^{-1}$ となる。すると $(C\cup C^{-1})^{2}$ の対角線 $\Delta_{C\cup C^{-1}}$ の可算近傍

基 $\{V_{n}\subseteq(C\cup C^{-1})^{2}:n\in N\}$ が存在し，各 $n\in N$ に対して $U_{n}=V_{n}\cup\{(e,e)\}\cup\Delta_{D\cup D^{-1}}$

とおくと $\mathcal{U}=\{U_{n} :n\in N\}$ が $\tilde{X}^{2}$ の universal uniformity の base となる。

そこで， $e\in$ と $e\in\overline{9^{-1}A}$ のそれぞれの場合において，各近傍 $W_{2}(U_{n})$ または

$W_{3}(U_{n})(n\in N)$ を用いて，点列 $\{g_{n}\}\subseteq A$ または $\{g_{n}\}\subseteq g^{-1}A$ をとる。 すると系 2.3

より，各 $g_{n}$ に幾つかのパターンが現れるので，それぞれの場合に分けてこれらの点列が

$e$ に収束する部分列を持つことを調べることになる。 ところが一般に $\{W_{n}(U):U\in \mathcal{U}_{\tilde{X}}\}$

は $e$ の近傍基ではないので，収束を調べるためには別の手段を必要になり，本証明では

$Uspenski_{\dot{1}}[8]$ が構成した次の $F(X)$ 上の continuous prenorm を用いることにする。
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$F(X)$ の部分集合茄を次のように定める。

$F_{0}=\{h=x_{1}^{\epsilon\iota}x_{2^{2}}^{\epsilon}\cdots x_{2n}^{\epsilon_{2n}}\in F(X)$ : $\sum_{i=1}^{2n}\epsilon_{i}=0,x_{i}\in X$ for $i=1$ , 2, . .., $n,n\in N\}.$

すると， $F_{0}$ は $F(X)$ の clopen normal subgroup となる。 さらに， $\mathcal{P}(X)$ を $X$ 上のす

べての continuous pseudometric からなる集合とする。任意の $g\in F_{0}$ に鯨して $g$ は次

のように表せることに注意する。

$g=g_{1}x_{1}^{\epsilon_{1}}y_{1}^{-\epsilon_{1}}g_{1}^{-1}g_{2}x_{2}^{\epsilon_{2}}y_{2}^{-\epsilon_{2}}g_{2}^{-1}\cdots g_{n}x_{n}^{\epsilon_{n}}y_{n}^{-\epsilon_{n}}g_{n}^{-1},$

ただし，各 $x_{i}$ ,跳 $\in X,$ $\epsilon_{i}=\pm 1,$ $g_{i}\in F(X)$ である。 このような $g$ の表現は一意に決ま

るものではなく，いく通りもの表し方がある。そこで，任意の $h$ 欧恥と $r=\{\rho_{g}$ : $g\in$

$F(X)\}\in \mathcal{P}(X)^{F(X)}$ に対して，

$p_{r}(h)= \inf\{\sum_{\dot{n}=1}^{n}\rho_{g_{\dot{s}}}(x_{i},y_{i}):h=g_{1}x_{1}^{\epsilon_{1}}y_{1}^{-\epsilon_{1}}g_{1}^{-1}g_{2}x_{2^{2}}^{\epsilon}y_{2}^{-\epsilon_{2}}g_{2}^{-1}\cdots g_{n}x_{n}^{\epsilon_{n}}y_{n}^{-\epsilon_{n}}g_{n}^{-1},$

$x_{i},$ $y_{i}$ 欧 $X,\epsilon_{i}=\pm 1,g_{i}\epsilon F(X)$ , $n\in N\}$

とおくとき $Uspeoeki_{\dot{1}}[8]$ は次のことを示した。

定理 2.4 ([8]). 任意の $r$ 欧 $\mathcal{P}^{F(X)}$ に魁して $p_{r}$ は continuous prenorm となる。 さらに

$\{\{h\in F_{0} : p_{r}(h)<\delta\}:r\in \mathcal{P}^{F\langle X\rangle}\}\delta>0\}$ は $e$ の近傍基となる。

本稿ではこの定理を次の形で応用し，点列 $\{g_{n}\}\subseteq A$ または $\{g_{n}\}\subseteq g^{-1}A$ が $e$ に収束

する部分列を持つことを示す。

系 2.5. $E$ を $F(X)$ の部分集合， $\{h_{n}:n$ 欧 $N\}$ を瑞の点列とするとき次が成立する。

(1) $e$ 欧
$\overline{E}$ となることの必要十分条件は，任意の $r=\{p_{9}:g\in F(X)\}\in \mathcal{P}^{F(X)}$ と $\delta>\cdot 0$

に濾して次の条件を満たす $h\in E$寡瑞が存在することである。

$h=g_{1}x_{1}^{\epsilon_{1}}y_{1}^{-\epsilon_{1}}g_{1}^{-1}g_{2}x_{2}^{\epsilon_{2}}y_{2}^{-\epsilon_{2}}g_{2}^{-1}\cdots g_{m}x_{rn}^{e_{n}}y_{m}^{-\epsilon_{m}}g_{rn}^{-1}$

と表せて $\sum_{i=1}^{\nu n}\rho_{9’}.(x_{i},y_{i})<\delta.$

(2) 点列 $\{h_{n}:n\in N\}$ が $e$ に収束するための必要十分条件は，任意の $r=\{p_{g}:g\epsilon$

$F(X)\}\in P^{F(X)}$ と $\delta>0$ に舛して，次の条件を満たす $N\in N$ が存在することで
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ある。

任意の $n\geq N$ に対して

$h_{n}=g_{n},1^{X_{n}^{\epsilon_{n}}},i^{1}y_{\mathfrak{n},1}^{-\epsilon_{n,1}}g_{n,1}^{-1}g_{n,2}x_{n,2}^{\epsilon_{n,2}}y_{n,2}^{-\epsilon_{n,2}}g_{n,2}^{-1}\cdots g_{n,m_{n}}x_{n,m_{n}}^{\epsilon_{n,m_{n}}}y_{n,m_{r\iota}}^{-\epsilon_{n,m_{n}}}g_{n,m_{n}}^{-1}$

と表せて $\sum_{i=1}^{m_{n}}p_{9n.i}(x_{n,i},y_{n,i})<\delta.$

以上の方法により，定理 2.1は証明される。尚，定理 2.1 の「$F_{4}(X)$ が $k$-spaceであ

る o」 という仮定は，これまで表面的には現れてこなかったが，実際は $e\in\overline{A}$ の場合に

とった $A$ の点列が $e$ に収束することを示す過程において使用する，次の技術的な補題を

示す際に用いられている。

補題 2.6. $X=C\oplus D$ , ただし $C$ は compact metrizable かつ $D$ は discrete space と

し， $F_{4}(X)$ が k-s ace であると仮定する。各 $a\in D\cup D^{-1}$ に対して $(C\cup C^{-1})^{2}$ の対

角線 $\Delta_{C\cup c-1}$ の近傍 $V_{a}$ が定まっているとする。 ここで

$F=\{abca^{-1}\in F_{4}(X)\backslash F_{3}(X):(b, c^{-1})\in(C\cup C^{-1})^{2}\backslash V_{a}, a\in D\cup D^{-1}\}$

とおくと， $e\not\in$ である。

3 結果と疑問

各 $n\in \mathbb{N}$ に対して，自然な写像 $i_{n}:\tilde{X}^{n}arrow F_{n}(X):(x_{1},x_{2}, \ldots,x_{n})\mapsto x_{1}x_{2}\cdots x_{n}$

を考える。 この写像 $i_{n}$ は常に continuous になるが，さらに次のことがわかる。

命題 3.1. 位相空間 $X$ が Dieudonn\’e complete (よって特に metrizable) とする。 こ

のとき任意の $n\in N$ に対して $F_{n}(X)$ が $k$ -spaceになることの必要十分条件は $i_{n}$ が

quotient map になることである。

定理 2.1及び命題 3.1, さらに， $\mathbb{R}$\’echet-Urysohn property, sequentiality 及び k-

property の関係より次のことが得られる。

系 3.2. Metrizable space $X$ が locally compact であり且つ $d(X)$ が compact であれば

次は同値である。

(1) $F_{4}(X)$ が $fi\}\acute{e}chet-$ Urysohn;

(2) $F_{4}(X)$ が sequenti嬬

$(3\rangle F_{4}(X)$ が $k$ -space;
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(4) $i_{4}$ : $\tilde{X}^{4}arrow F_{4}(X)$ が quotient.

また，定理 1.3の II (7) と定理 2.1より次の，疑問 2(2) の部分解が得られる。

系 3.3. Metrizable space $X$ が locally compact separable であり且つ $d(X)$ 力 $>$

’ compact

ならば $F_{4}(X)$ は $F\triangleright\acute{e}ehet$-Urysohn となる。

この結果より， $X=I\oplus D$ , ただし $I$ は $\mathbb{R}$ 上の閉区聞且つ $D$ が countable discrete

とすると， $X$ は locally compact separable metrizable でさらに $d(X)=I$ であるので

$d(X)$ は compact になっている。 よって，系 3.3より盈 (X) は Fr\’echet-Urysohn とな

るが，明らかに $X$ は compact ではない。 よって，疑問 2 (1) が否定的であることがわ

かる。

最後に，系 3.2より生じる疑問を上げることにする。系 3.2における仮定のうち $d(X)$

の compact 性が省略できないことは，定理 2.1の II (6) より明らかである。一方，local

compactness と separability が省略できるかどうかはわかつていない。特に，次の本質

的な疑問がまだ未解決である。

疑問 3.

(1) $\{x_{n}\}$ を収束点列とし，その収束点を $x$ とする。 また $D$ を uncountable discrete space

とする。 ここで $X=$ $(\{x_{n} :n\in N\}\cup\{x\})\oplus D$ とおくと， $X$ は locally compact

metrizable で $d(X)=\{x\}$ より $d(X)$ は compact であるが， $X$ は separable では

ない。 このとき $F_{4}(X)$ は Fr\’echet-Urysohn となるか？

(2) $J( \aleph_{0})=(\bigcup_{n=1}^{\infty}S_{n})$ 俺 $\{x\}$ を hedgehog space とする。 ただし各 $S_{n}$ は $x$ に収束する点

列である。 すると $J(\aleph_{0})$ は separable metrizable space で $d(X)=\{x\}$ より $d(X)$

は compact であるが， $X$ は locally compact ではない。 このとき， $F_{4}(J(\aleph_{0}))$ は

IFr\’echet-Urysohn となるか？
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