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1. はじめに

由地流域での自然災害には土石流のような流体現象によるものがある．この士石流と呼ばれる現象には

間欠的に多数のサージの流れとして流下する場合がある．このような間欠的なサージ流れの代表的なもの

に中国で観測される粘性十石流と呼ばれる流れがあり，これは一連の現象が多数の間欠的なサージ流下で，
100波にもおよぶことがある 1). また，ヨーロッパアルプスでも多数の間欠的な上石流サージを観測してい
る 2). このような現象は流れの不安定性に基づく転波列の一種であると考えられる 3).

しかしながら，山地流域のような傾斜水路上の浅水流での波動性については必ずしも十分明らかにされ

ているとは言えない．本件究では，山地流域での浅水流によく用いられる浅水流運動方程式を水面変動の

条件に適応して水面変動の関係式を導出しその特性について検討することを目的としている．

2. 基礎方程式

浅水流の弱い非線形波動方程式として Kadomtsev-Petviashvili (K-P) 方程式 4) が知られているが， ここ

では浅水流運動方程式を水面変動の条件の一つに与えて水面変動に関する方程式を得ることを目的として

いる．流下方向を $x$ 軸とし，その直角方向を水深 $h$ として $y$ 軸とする．水深 $h_{0}$ を定数としそれからの変動

量を $\eta$ とし， $x$ 軸方向， $y$ 軸方向の速度成分を $u,$ $\prime v$ とする．水の波の波動方程式を導繊する手法より，流

れの流体を非圧縮，非回転として速度ポテンシャル $\phi$ を導入すると次式のラブラス方程式の関係がある．

$\frac{\partial^{2}\phi}{\partial_{X^{2}}}+\frac{\partial^{2}\phi}{\partial y^{2}}=0$ (1)

水路床 $y=-h_{0}$ において

$v= \frac{\partial\phi}{(\partial y}=0$ (2)

である．また，水面の変形と流体粒子が一致する条件として

$\frac{\partial\phi}{\partial y}=\frac{\partial\eta}{\partial t}+\frac{\partial_{(}b}{\partial x}\frac{\partial\eta}{\partial x}$ (3)

の関係がある．

急激な水面変動を伴う浅水流の運動方程式は，水路幅が水深に比して広く，矩形断面の 1次元画線水路の
場合，次式のように表すことができる．

$\frac{\partial\iota\iota}{\theta^{=}}+\beta u\frac{\partial u}{\partial x}-(\beta-1)\frac{u}{h}\frac{\partial h}{\partial t}=g\sin\theta-g\cos\theta\frac{\partial h}{\partial x}-\frac{J’}{2}\frac{u}{h}$ (4)

ここに， $\beta$ :運動量補正係数， $h$ :水深， $g$ :重力加速度， $\theta$ :水路勾配， $f’$ :摩擦損失係数．

左辺第 1項は加速度項，第 2項は移流項，第 3項は水薗の急激な変動に伴う付加応力，右辺第 1項は重力に

よる外力，第 2項は水面勾配に基づく作用力，第 3項は底面摩擦による抵抗項である．

ここで，定常等流での流速を $v_{0}$ , 水深を $h_{0}$ とすると運動方程式 (4) より， $f’/2=gh_{0}\sin\theta/u_{0^{2}}$ である．

また，流速 $u$ は $u_{0}$ とその変動成分を $u’$ とすると $u=\prime u_{0}+u’$ であり，水深んは $h_{0}$ とその変動成分を $h’$ と

すると h $=$ ho $+$ h’である． $u’$ , h’が $u_{0},$
$f\iota_{0}$ に比して微/J$\searrow$とし，その 2乗をを無視し， $u,$ $h_{0}$ との比 $u’/u,$

$h’/h_{0}$ がほぼ等し $\langle u’/u\approx h’/h_{0}$ とすると式 (4) の右辺第 3項は次式のように表せる．

$\frac{f’}{2}\frac{u^{2}}{h}=\frac{gf^{1}in\theta}{\prime\iota x_{0}}u$ (5)
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上式において流れの抵抗則は恥に反映されることになる．運動量補正係数 $\beta$ は流動機構により異なる値と

なるが，開水路流れで $\beta=1\sim 1.2$ 程度であり，ここでは $\beta=1$ として検討する．これより運動方程式は

$\frac{\partial u}{\dot{e}\dot{\rangle}t}+\frac{1}{2}\frac{\prime j’u^{2}}{\partial x}-gsir\downarrow\theta+ii/\cos\theta\frac{\partial h}{\partial\alpha}+\frac{g\sin\theta}{cx_{0}}n=(J$ (6)

とすることができる．速度ポテンシャル $\phi$ より $u=\partial\phi/\partial x$ であるから，これを上式に代入して， $x$ につい

て積分し積分定数を $\zeta i$ とすると次式を得る．

$\frac{c^{=}\rangle\phi}{i)t}+\frac{1}{2}(\frac{\partial\phi}{\partial x})^{2_{-9^{f;^{\tau}}}}i_{K1}\theta x+g\cos\theta h+\frac{g\sin \theta}{t\fbox{Error::0x0000}\dot{0}}\langle v1^{\cdot}=0$ (7)

上式を水面条件に適期する．

3. 基礎方程試の無次元表示と摂動展開および波動方程試の導出

無次元簸にブライムを付し，次のように定義する．

$\phi’=\frac{\phi}{h_{0}v_{J^{J}}0}2 \alpha=\frac{x}{h,0}, y’=\frac{y}{f\iota_{0}}, t’=t\frac{v_{p(\rangle}}{f_{1,\langle)}}, \eta’=\frac{\eta}{h_{0}}$ (8)

ここに， $\eta$ は水深 $h$ の妨からの変動成分で $h=h_{0}+\eta$ である．また， $\prime\prime_{2J}0$ は速度の次元を有し座標変換の

位相速度であり，鷹標変換は

$\xi=\epsilon^{\frac{\backslash 1}{2}}(x--\iota_{p0}t) , \tau=\epsilon^{\frac{3}{2}}i$ (9)

とする． $\epsilon$ は摂動展調における微小パラメータである． $\xi,$ $\tau$ の無次元量を $\xi’=\xi/h_{(l},$ $\tau’=\tau?J_{p0}/h_{0}$ と定義

すると，式 (9) より $\xi$
$\tau’$ は

$\xi’=\epsilon^{\frac{1}{2}}(x’-t’) , \tau’=\epsilon\frac{\backslash ;;}{d)}t’$ (10)

である．以-の関係から基礎方程式の無次元表示で表すと次式のようである．

$\frac{\partial^{\underline{9}}\dot{\emptyset}’}{\partial x^{\prime^{2}}}+\frac{\partial^{2}\phi’}{\partial y^{\prime^{2}}}=0$ , (12)

$\frac{\partial\phi’}{\partial y’}=0 (y’=-1)$ , (12)

$- \frac{\subset\fbox{Error::0x0000}?\phi’}{\partial y’}+\frac{\partial\eta’}{\partial t’}+\frac{\partial_{(}f_{J’}}{\partial x’}\frac{(?\eta’}{\partial x’}=0 (y’=0)$ , (13)

$\frac{\partial\phi’}{\partial t’}+\frac{1}{9}(\frac{\partial\phi’}{\partial_{X’}})^{2}-c_{0^{\prime 2}}t\xi tn\theta x’+C$

く
$)^{f}2(1+ \eta’)+\tan\theta\frac{c_{(j’}}{u_{fJ’}}\phi’=0$ , (14)

ここに，

$u_{0’}= \frac{u_{0}}{c_{0}}, c_{0’}=\frac{c_{0}}{v_{p0}}, c_{0}=\sqrt{gh_{0}\cos\theta}$ (15)

である． $\phi’,$ $\eta’$ の摂動展開は

$d_{\phi’} = \epsilon^{\frac{1}{2}}\phi’+\epsilon^{\dot{\overline{2}}}\phi^{J}+-(1)..(2)’,(3)\ldots,$

$\eta’ = \epsilon\eta^{\prime(1)}+\epsilon^{\eta}\eta^{\prime(2\rangle}+\epsilon^{3}\eta^{\prime(3)}+\cdots,$

ここに，

$\phi^{\prime(1)}(\xi’, y’, \tau^{l})=\frac{\phi^{(1)}}{h_{0_{t)}^{lJ}0}}, \phi^{\prime(2)}(\xi_{t}’y’, \tau’)=\frac{\phi^{\langle 2)}}{h_{0}v_{p0}}, \phi^{\prime(3)}(\xi’, y’, \tau’)=\frac{\phi^{(3)}}{h_{0\uparrow J_{p0}}}, \cdots \grave{\prime}$

$\eta^{;(1)}(\xi^{f}, \tau’)=\frac{\eta^{(1)}}{h_{0}}, \eta^{J(2)}(\xi’, \tau’)=\frac{\eta^{(^{\backslash }?)}}{l\iota_{0}}, \eta^{J(3)}(\xi’, \tau’)=\frac{\eta^{(\cdot{\})}}{h,0}, \cdots$
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である．また， $y’=0$ の近傍において Boussinesq の Taylor 展開

$\phi’(\xi_{)}’y’, \tau’)=\phi’(\xi’, 0, \tau’)+\eta’\frac{\partial\phi’(\xi’,0,\tau’)}{(\partial y’}+\frac{\eta^{\prime^{2}}}{2}\frac{\partial^{2}\phi’(\xi’,0,\tau’)}{\partial y^{\prime^{2}}}+\cdots$

を用いる．これらの摂動展開を式 (11) $\sim(14)$ に適用する．式 (11) $\sim(13)$ の摂動展開はすでに知られている

と考えられるので，式 (14) の摂動展開をのみを記すと

$\frac{\partial\phi’}{\partial t’}+\frac{1}{2}(\frac{\partial\phi’}{\partial x})^{2}-c_{0^{\prime^{2}}}\tan\theta x’+c_{0^{\prime^{2}}}+c_{0^{\prime^{2}}}\eta’+\tan\theta\frac{c_{0’}}{u_{0^{J}}}\phi’$

$=- \epsilon(\frac{\partial\phi^{\prime(1)}}{\partial\xi}+\epsilon\frac{\partial\phi^{\prime(2)}}{\partial\xi}+\epsilon^{2}\frac{\partial\phi^{J(3)}}{\partial\xi’}+\cdots)$

$+ \epsilon^{2}(\frac{\partial\phi^{\prime(1)}}{\partial\tau}+\epsilon\frac{\partial\phi^{\prime(2)}}{\partial\tau}+\epsilon^{2}\frac{\partial\phi^{\prime(3)}}{\partial\tau’}+\cdots)$

$+ \epsilon^{2}\frac{1}{2}\{(\frac{\partial\phi^{\prime(1)}}{\partial\xi})^{2}+2\epsilon\frac{\partial\phi^{J(1)}}{\partial\xi}\frac{\partial\phi^{\prime(2)}}{\partial\xi}+\epsilon^{2}(\frac{\partial\phi^{\prime(2)}}{\partial\xi})^{2}+\cdots\}$

$-c_{0^{\prime 2}}\epsilon^{-:}\tan\theta\xi’-\omega^{\prime^{2}}\tan\theta t’+c_{0^{\prime^{2}}}$

$+c_{0^{\prime^{2}}}\prime(\epsilon\eta^{\prime(1)}+\epsilon^{2}\eta^{\prime(2)}+\epsilon^{3}\eta^{J(3)}+\cdots)$

$+ \tan\theta\frac{c_{0’}}{u_{0’}}\{\epsilon^{1}\tau(\phi^{\prime(1)}+(\epsilon\eta^{\prime(1)}+\epsilon^{2}\eta^{\prime(2)}+\cdots)\frac{\partial\phi^{\prime(1)}}{\partial y}+\cdots)$

$+ \epsilon^{\frac{3}{2}}(\phi^{J(2)}+(\epsilon\eta^{\prime(1)}+\epsilon^{2}\eta^{\prime(2)}+\cdots)\frac{\partial\phi^{J(2)}}{\partial y}+\cdots)$

$+ e^{\frac{5}{2}}(\phi^{\prime(3)}+(\epsilon\eta^{\prime(1)}+\epsilon^{2}\eta^{\prime(2)}+\cdots)\frac{\partial\phi^{\prime(3)}}{\partial y}+\cdots)\}=0$ (16)

である．

摂動展開式の $\epsilon$ の次数別方程式は次のようである．前述のように式 (11) $\sim(13)$ の摂動展開式を示していな

いがそれらを含めて示す．
$\epsilon^{1}2,$

$\epsilon$ の次数の関係式は

$\frac{\partial^{2}\phi^{J(1)}}{\partial y^{\prime 2}}=0$ (17), $\frac{\partial\phi^{J(1)}}{\partial y}=0$ $(y’=-1)$ (18), $\frac{\partial\phi^{;(1)}}{\partial y’}=0$ $(y’=0)$ (19),

-
$\frac{\partial\phi^{\prime(1)}}{\partial\xi}+c_{0^{\prime^{2}}}\eta^{\prime(1)}+\tan\theta\frac{c_{0’}}{u_{0}}\phi^{\prime\langle 1)}=0$ (20).

$\epsilon^{3}z,$ $\epsilon^{2}$ の次数の関係式は

$\frac{\partial^{2}\phi^{\prime(1)}}{\partial\xi^{2}}+\frac{\partial^{2}\phi^{\prime(2)}}{\partial y^{2}}=0$ (21), $\frac{\partial\phi^{\prime(2)}}{\partial y}=0$ $(y’=-1)$ (22),

$- \eta^{\prime(1)}\frac{\partial^{\circ}\sim\phi^{\prime(1)}}{\partial y^{\prime 2}}-\frac{\partial\phi^{\prime(2)}}{\partial y’}-\frac{\partial\eta^{\prime(1)}}{\partial\xi’}=0$ $(y’=0)$ (23),

$- \frac{\partial\phi^{\prime\langle 2)}}{\partial\xi’}+\frac{\partial\phi^{\prime(1)}}{\partial\tau’}+\frac{1}{2}(\frac{\partial\phi^{\prime(1)}}{\partial\xi})^{2}+c_{0^{\prime^{2}}}\eta^{\prime(2)}+\tan\theta\frac{c_{0’}}{u_{0’}}(\eta^{\prime(1)}\frac{\partial\phi^{;(1)}}{\partial y}+\phi^{\prime(2)})=0$ (24)

$\epsilon^{2}2,$ $\epsilon^{3}$ の次数の関係式は

$\frac{\partial^{2}\phi^{\prime(2)}}{\partial\xi^{2}}+\frac{\partial^{2}\phi^{\prime(3)}}{\partial y^{2}}=0$ (25), $\frac{\partial\phi^{J(3)}}{\partial y}=0$ $(y’=-1)$ (26),
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$- \eta^{\prime(2)}\partial^{2}\phi^{J(1)}\partial y^{;2}-\eta^{1(1)}\partial^{2}\phi^{J(9)_{-\frac{\partial\phi^{\prime(3)}}{\partial y’}-\frac{\partial\eta^{\prime(2)}}{\partial\xi}}}\partial y^{r^{2}}.,+\frac{\partial\eta^{\prime(1)}}{\partial\tau}+\frac{\partial\phi^{r(1)}}{\partial\xi}\frac{\partial\eta^{\prime(1)}}{\partial\xi}=0$ $(\{j’=0)$ (27)

$- \frac{\partial\phi^{\prime(3)}}{\partial\zeta}+\frac{\partial\phi^{\prime(2)}}{\partial\tau}+\frac{\partial\phi^{\prime(1)}}{\partial\xi}\frac{\partial\phi^{\prime(2)}}{\partial\xi}+c_{0^{t\sim}}\eta^{\prime(3)}\circ$

$+ tar:\theta\frac{c_{0’}}{u_{0’}}(\eta^{\prime(2)}\frac{\partial\phi^{\prime\langle 1)}}{\partial\uparrow/}+\eta^{;(1)}\frac{\partial\phi^{\prime(2\rangle}}{\partial y}+\langle,b^{J(3)})=0$ (28)

である．ここでは水断の波動性を検討するために，これらの式より $\eta^{(1)}$ [こ関して解くものとする．

$\phi^{(1)}$ は $\xi’$
、

$y’$
、

$\tau’$ の関数 $\phi^{(1)}(\xi’, y’, \tau’\rangle であるが、 式 (19)$ より， $y’=0$ で $i3\phi^{l(1)}/t’3y’=0$ であるから，
$\phi^{\prime(1)}$ は $y’=0$ で $y’$ に依存しない関数 $\phi^{\prime(1\rangle}=(t)^{J(1)}(\xi’, \tau’)$ である．式 (20) より $\phi^{r(1)}$ を $\xi’$ について解

くと $\phi^{1}\langle 1)=e^{-h}[\int e^{h}c_{fl^{\prime^{9}}}\eta^{\prime(1)}d\xi’+cJ$ , ここに， $h= \int(-\tan\theta c_{0’}/u_{0’})d\xi’=-\tan\theta(c_{0’}/\tau\iota_{0’})\xi’$ , で

ある．ここで，対象としている流れにおいて，水路勾配は $\tan\theta<1$ であり，Froude数を君．$\geq 1,$
$v_{p0}$

が長波の波速 $c_{0}=\sqrt{gl?_{0}\sin\theta}$ であることなどを考慮すると $\tan\theta(c_{0’}/u_{0’})\xi’\ll 1$ であり， $e^{|h|}\approx 1$ と考

えられる．これより， $\partial\phi^{\prime(1\rangle}/\partial\xi’=c.0^{\prime 2}\eta^{;(1)}$ (29), $\partial^{:2}\phi^{J(1)}/\partial\xi^{\prime^{2}}=c_{0^{\prime^{2}}}\partial\eta^{\prime(1\rangle}/\partial\xi’$ (30), の関係

を得る．式 (21) と式 (30) から， $(\partial^{2}\phi^{\prime(2)}/\partial y^{\prime^{2}}=-r_{0^{\prime 2}}\partial\eta^{\prime(1)}/\partial\xi’$ (31), の関係を得る．式 (24) と式

(17) より， $\partial\phi^{f(2)}/\partial y’=-\partial\eta^{\prime(1)}/\partial\xi’$ $(y’=0)$ (32), の関係がある．式 (31) において $\eta’(\xi’, \tau’)$ は $y’$ に

依存しないから $y’$ で積分し，水藤 $y’=0$ で式 (32) の関係を駕いて積分定数を定めると， $\partial\phi^{\prime\langle 2)}/\partial y’=$

$-y’\omega^{\prime^{2}}\partial\eta^{\prime(1)}/\partial\xi’-\partial_{7|^{t(1)}/\partial\xi’}$ , である．これをさらに $y’$ で積分し $y’=-1$ で $\phi^{J(2)}=0$ として積分定数

を定めると， $\phi^{\prime(2)}=-\frac{1}{2}y^{\prime^{2_{C_{0’}}2}}\partial_{7|^{\prime(1)}/\partial\xi’}-s/’\partial\eta^{\prime(1)}/\partial\xi’+(\frac{1}{9}c_{0^{\prime 2}}-1)\partial\eta^{\prime(1)}/\partial\xi’$ , を得る．したがって，

$y’=0$ で $\phi^{\prime(2)}$ に関する $\xi$’による 1階，2階の導関数は， $\partial\phi^{J(2)}/\partial\xi’=(\frac{1}{2}c_{0^{\prime^{2}}}-1)\partial^{2}\eta^{\prime(1)}/\partial\xi^{\prime^{2}}$ (33),

$\partial^{2}\phi^{\gamma(2)}/\partial\xi^{\prime^{2}}=(\frac{1}{2}c0^{\prime^{2}}-1)\partial^{3}\eta^{\prime(1)}/\partial\xi^{\prime 3}$ (34), である．式 (24) に式 (18), 式 (29) を代入し，その両辺

に $\xi’$ の導関数をとり，式 (34), 式 (29), 式 (33) の関係を適用すると

$-( \frac{1}{)}c_{0^{\prime 2}}-1)\frac{\partial^{3}\eta^{\prime(1)}}{\partial\xi^{3}}+c_{0^{\prime^{2}}}\frac{\partial\eta^{\prime(1)}}{\partial\tau}+c_{0^{\prime 4}}\eta^{\prime(1\rangle}\frac{\partial’\eta^{\prime(1)}}{\partial\xi^{t}}+c_{0^{\prime^{2}}}\frac{\partial\eta^{\prime(2)}}{\partial\xi’}+\tan\theta\frac{c_{0’}}{u_{0}}(\frac{1}{2}c_{0^{\prime^{2}}}-\lambda)\frac{\partial^{2}\eta^{\prime(1)}}{\partial\xi^{2}}=0$ (35)

を得る．式 (24) に式 (34) を適用し， $\eta^{\prime(1)}$ が $y’$ に依存しないことから $y’$ について積分し，式 $\langle$26) の関係か

ら積分定数を定めると， $y’=0$ のとき， $\partial\phi^{\prime(3)}/\partial y’=-(\frac{\iota}{2}Q^{\prime^{2}}>-1)\partial^{3}\eta^{\prime\{1)}/\partial\xi^{\prime^{3}}$ (36), を得る．式 (27)

に式 (17), 式 (31), 式 (36), 式 (29) を適用すると

$2(_{\backslash }^{\fbox{Error::0x0000}}0^{\prime^{2}}\eta^{\prime(1)} \frac{\partial\eta^{t(1)}}{\partial \xi}+(\frac{1}{2}c_{0^{\prime 2}}-1)\frac{\partial^{3}\eta^{t(1)}}{\partial\xi^{\prime 3}}-\frac{\partial\eta^{\prime(2)}}{\partial \xi}+\frac{\partial_{7|’}^{(1)}}{\partial \tau}=0$ (37)

を得る．これらより式 (35) と式 (37) から $\eta^{\prime(1)}$ に関する次弐を得る．

$\frac{\partial’\eta^{\prime(1)}}{\partial\tau}+\frac{3}{2}c_{0^{\prime^{2}}}\eta^{\prime(1)}\frac{\partial\eta^{\prime(1)}}{\partial\xi}-\frac{1}{2}(\frac{1}{c,0^{2}}-\frac{1}{2})t^{J}ar)\theta\frac{c_{0’}}{u_{0}}\frac{\partial^{:2}\eta^{\prime(1)}}{\partial\xi^{\prime 2}}+\frac{1}{9}(\frac{2+c_{0^{\prime^{4}}}}{2c_{0^{\prime 2}}}-\frac{3}{2})\frac{o^{s_{\eta^{J(\})}}}}{\partial\xi^{\prime 3}}=0$ (3S)

さらに， $\eta^{\prime(1)}$ を $\eta$’として表し，係数項に $a_{1},$ $a_{2},$ $0_{\mathfrak{l}}3$ を翔いると

$\frac{\partial\eta’}{\partial\tau}$ 率 $a_{1} \eta’\frac{\partial\eta’}{\partial\xi’}-(x_{2}\frac{\acute{\mathcal{C}}^{\rangle^{o}}\eta’}{\partial\xi^{2}}+a_{3}\frac{\partial^{3}\eta’}{\partial\xi^{3}}=0$ (39)

ここに，

$a_{1}= \frac{3}{2}c_{0^{\prime^{\eta}}}., a_{2}=\frac{1}{2}(\frac{1}{c_{0^{2}}}-\frac{1}{2})\tan\theta\frac{c_{0’}}{u_{0}}, a_{3}=\frac{1}{2}(\frac{9+\mathfrak{c}_{\dot{0}^{\prime^{4}}}}{2c0^{2}}-\frac{3}{2})$ (40)

である． $a_{1},$ $a_{2},$ $a_{3}$ は c0’の関数でその大きさにより符弩が変わり表-1のようである．
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表-1係数の符号

4. 波動方程式の解析例および考察

4.1数値解析例

傾斜水路上で対象としている浅水流の波動において，実験結果や実際のサージでは水深波長比が小さく長

波の特性を示している．そこで，位相速度のパラメータを長波の波速とすると $v_{p0}=c_{0}$ である．すなわち，

$\alpha_{I’}=c0/v_{p0}=1$ の場合， $a_{3}=0$ となり，式 (39), 式 (40) は

$\frac{\partial\eta’}{\partial\tau}+a_{1}\eta’\frac{\partial\eta’}{\partial\xi’}-0_{ノ}\sim 0\frac{\partial^{2}\eta’}{\partial\xi^{2}}=0$ (41), ここ $( こ，a_{1}=\frac{3}{2}, a_{2}=\frac{1}{4}\frac{\tan\theta}{u_{0’}} (42)$ ,

である．これは Burgers 方程式と同形であり，Cole-Hoph 変換を用いて解析解を得ることができる．幾つ

かの初期条件，境界条件による解析解を得ているが，固定境界条件の場合，初期条件の $\eta$’の形状に関わら

ず鋸歯状の波形形状になることが知られている．しかしながら，ここでは初期条件，境界条件の違いを数値

解析により式 (41) の波形変化を検討する．

ここで，係数 $a_{\Omega}\sim$ は無次元平均流速 $u_{0’}$ と水路勾配 $\theta$ により決まる値である．このため $a_{2}$ は実験結果か

ら定めることとする．実験水路は，長さ $56m$ , 幅 $10cm$ , 深さ $15cm$ の硬質アクリル製直線水路で水路床は

滑面である．水路勾配は 3.$0deg$ . であり，循環式水路である．流量 $Q$ は水路下流端で計鼠粉による測定結

果であり，平均水深 $h_{0}$ は 120秒間の水深変動の単純平均である．平均流速吻は $Q,$ $f\iota_{0}$ および水路幅 $B$ よ

り定めている．実験条件および実験結果による $a_{2}$ の値は表-2に示す．実験結果による $a_{2}$ の平均的な値は

$a_{2}=0.0045$ であるから，式 (41) の $0_{:1},$ $a_{2}$ はそれぞれ $a_{1}= \frac{3}{2},$ $a_{\sim}\circ=0.0045$ を用いる．

表-2 実験条件結果

$\frac{No.\theta(d.eg)Q(cm^{3}/s)h_{0}(cm)\cdot u_{0}(cm/s)a_{2}}{130365.00.7052.20.00657}$

2 3.0 503.7 0.83 60.9 0.00615

3 3.0 704.8 0.73 97.1 0.00363

43.0 883.4 1.06 83.3 0.00506

53.0 984.0 1.11 88.6 0.00487

63.0 1089.5 1.07 101.5 0.00416

7 3. $0$ 1453。8 1.15 126.6 0.00347

83.0 1475.4 1.13 130.7 0.00334

93.0 1634.7 1.11 146.6 0.00293

10 3.0 1884.4 1.45 130.3 0.00380

(1) 固定境界条件での波形変化

1) 初期条件の波数 $k= \frac{1}{2}$ の場合 :

初期条件は $\tau’=0,$ $\xi’=0\sim 1$ で $\eta’(0, \xi’)=\sin(\pi\xi’)$ , 境界条件は $\xi’=0$ , 1で $\eta’(\tau’, 0)=0,$ $\eta’(\tau_{\rangle}’1)=0$

である．初期条件は波数 $k=1/2$ の $\sin$ 関数である．図-1はその数値解析結果である．図-1 (a) は $\tau’=0$ , 1
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の結果であり，図-1 (b) は無次元時聞 $\tau’$ を $\tau’=\zeta$) $\sim 1$ までを 3表示したもので奥 (右) から手前に時間

が進行して表示している $\acute{}$ 初期の $\sin$ 波形は時問の進行とともに $\xi’$ のプラス方向に頂部が移行し波形勾配

の急峻化が生じることが分かる $\grave{}$

( $a$) $\tau^{f}=0$ , 1 $(l))\tau’=0\sim 2$

図-1 $k=1/$ 初期条件 $\eta’(0, \xi’)=\sin(\pi\xi’)$ の波形変化

2) 初期条件の波数ん $=1$ の場合 :
初期条件は $\tau^{f}=0,$ $\xi^{f}=0\sim 1$ で $\eta’(0_{i}\xi’)=-\sin(2\pi\xi’)$ , 境界条件は $\xi’=0$ , 1で $\eta’(\tau’, 0)=0,$ $\eta’(\tau_{)}’1)=0$

である．計算結果を図-2に示す．図-2 (a) は $\tau’=0_{i}0.4$ の場合で，図-2 (b) は $\tau’=0\sim 1.O$ を $3D$ で示し

たものである．初期条件の $\sin$ 波形は，波数 $k=1$ の鋸歯状の波形に変形することが分かる．

( $a$) $\tau’=0$ , 0. $4$ ( $b$ ) $\tau’=0\sim 1$

図 $-2$ $k=1$ 初期条件 $\eta’(0, \xi’)=-\sin(2\pi\xi’)$ の波形変化

3) 初期条件の波数 $k=3/2$ の場合 :
初期条件は $\tau’=0_{J}\xi’=0\sim 1$ で $\eta’(0, \xi’)=\sin(3_{1}\prime r\xi’)$ , 境界条件は $\xi’=0$ , 1で $\eta’(\tau^{t}, 0)=0,$ $\eta’(\tau’, 1)=0$

である．計算結果を翻-3に示す．図-3 (a) は $\tau’=0$ , 0.3の場合で，図-3 (b) は $\tau’=0\sim 1.0$ を $3D$ で示し

たものである．これまでと岡様に初期条件の $\sin$波形は，波数 $k=3/2$ の鋸歯状の波形に変形することが分

かる．

以上のことから，両端園定の境界条件では初期条件の波形 $\eta’$ が時聞 $\tau’$ の経過とともに変形し， $=$初期の波

数んを保持して鋸歯状の波形になることが分かる．また，図 $-2$ , 図 $-3$ の数値解析結果は，図 $-1$ に比べる

と $\eta’$ の時間経過に伴う減衰が大きい．これは波数 $k$ か大きくなると早く減衰することを示している．
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(a) $\tau’=0$ , 0.3 (b) $\tau’=0\sim 1$

図 $-3$ $k=3/2$ 初期条件 $\eta’(0, \xi’)=-\sin(3\pi\xi’)$ の波形変化

(2) 非固定境界条件での波形変化

1) 初期条件の波数 $k=1/2$ の揚合 :

初期条件は $\tau’=0,$ $\xi’=0\sim 1$ で $\eta$

’ $(0, \xi’)=\sin(\pi\xi’)$ , 境界条件は $\xi’=0$ , 1で $\eta’(\tau’, 0)=\eta’(\mathcal{T}’, 1)$ である．

初期波形は，固定境界条件の場合と同じである．図 $-4$ に計算結果を示す．図 $rightarrow 4(a)$ は $\tau’=0$ , 0.5, 1.2の

波形変化を示している．頂部が初期の中央部から $\xi$’のプラス側に移動し， $\tau’=1.2$ では中央よりもマイナス

側に位置している．これは境界条件を $\eta’(\tau’, 0)=\eta’(\tau’, 1)$ としていることによるものである．図 $-4(b)$ は

$\tau’=0\sim 2.0$ を連続的に $3D$ で示している．頂部が移動し位相が生じていることがわかる．また，この場合

波数が初期条件で $k=1/2$ であるが，時間の進行とともに波数 $k=1$ の波形に変形していることが分かる．

(a) $\tau’=0$ , 0.5, 1.2 (b) $\tau’=0\sim 2$

図 $-4$ $k=1/2$ 初期条件 $\eta’(0, \xi’)=\sin(\pi\xi’)$ の波形変化

2) 初期条件の波数 $k=1$ の場合．

初期条件は $\tau’=0,$ $\xi’=0\sim 1$ で $\eta’(0, \xi’)=-\sin(2\pi\xi’)$ , 境界条件は $\xi’=0$ , 1で $\eta’(\tau’, 0)=\eta’(\tau’, 1)$ であ

る．図 $-5$ に計算結果を示す．図 $-5(a)$ は $\tau’=0$ , 0.4の波形変化を示している．図 $-5(b)$ は $\tau’=0\sim 1.0$

を $3D$ として示している．この場合は，固定境界条件と同じ波形変形をすることを示している．

66



(a) $\tau’=0$ , 0.4 (b) $\mathcal{T}’=0\sim 1$

図 $-5$ $k=1$ 初期条件 $\eta’(0, \xi’)=-\sin(2\pi\xi’\rangle$ の波形変化

3) 初期条件の波数ん $=3/2$ の場合 :

初期条件は $\tau’=0,$ $\xi’=0\sim 1$ で $\eta’(0, \zeta’)=\sin(3\pi\xi’\rangle である．境界条件は \xi’=0_{\}}1 で \eta’(\tau’, 0)=\eta’(\tau’, 1)$

である．図-6に計算結果を示す．図-6(a) は $\tau’=0_{t}1.0$ の波形変化を示している．この場合，波数

$k=3/2$ の初期条件での波形は $\tau’=1.0$ で波数 $k=1$ の波形に変形していることが分かる．図-6(b)は

$\tau’=0\sim 1.0$ を連続的に $3D$ として示している．この場合，複雑な変形過程を経て波数 $k=1$ の波形に変形

することが示されている。

( $a$) $\tau’=0$ , 1.0 ($b$ ) $\tau^{t}=0\sim 1$

図 $-6$ $k=3/2$ 初期条件 $\sqrt{}(0, \xi^{1})=\sin(3\pi\xi’)$ の波形変化

4.2波数 $k=1/2$ の解析解

初期条件において波数 $k=1/2$ の $\sin$ 関数の波形で境界条件を非固定境界条件の場合の解析解を求めること

にする．初期条件として，振幡 $a=1$ , 波数 $k=1/2$ , 周期 $T=1$ の $\eta$
$(x, 0)= \frac{1}{2}(\sin(\pi x)-\frac{2}{\pi})$ $(0<x<1)$

とし，境界条件は $\xi’=0$ , 1で $\eta’(\tau’, 0)=\eta’(\tau^{;}, 1)$ の非固定境界条件とする．

Burgers 方程弐である式 (41) は Cole-Hoph 変換を用いると熱伝導方程式に変換することができ，その熱

伝導方程式による解を Cole-Hoph 変換の逆変換を用いることにより式 (41) の解を得ることができる．この

方法を用いて先の初期条件，境界条件で式 (41) を解くと解 $\eta’$ として

$\eta’(\zeta’, \tau’)=-\frac{\frac{1}{r}\frac{a}{2}\sum_{n=1}^{\infty}\{-2n\pi A_{n}\sin(2n7\ulcorner\xi’)+2n\pi B_{n}\cos(2n\pi\xi’)\}e^{-\lambda_{n}^{2}\tau’}}{a_{0}+\sum_{n=1}^{\infty}\{A_{n}\cos(2n\pi\xi)+B_{n}\sin(2n\pi\xi’)\}e^{-\lambda_{n}^{2_{\mathcal{T}}}}}$ (43)

ここに，

$r= \frac{3}{4\mu}\frac{a}{2})$ $\mu=\frac{1}{4}\frac{\tan\theta}{u_{0’}}$ :
$\lambda_{n}=\frac{\sqrt{\mu}n\pi}{l}=\sqrt{\mu}n’\kappa(n=1, 2, 3, \cdot\cdot a_{0}=\prime_{0^{1}}\exp[\frac{r}{\pi}\{\cos(\pi v)+2v\}]dv$
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$A_{n}=2 \int_{0}^{1}\exp[\frac{r}{\pi}\{\cos(\pi v)+2v\}]\cos(2n\pi v)dv,$ $B_{n}=2 \int_{0}^{1}\exp[\frac{r}{\pi}\{\cos(\pi v)+2v\}]\sin(2n\pi v)d$ (44)

を得る．図 $-7$ は $\tau’=1.0,$ $r=10,$ $\tau’=2.0,$ $r=30$ の計算結果である．波数 $k=1/2$ の初期条件の波形

が波数 $k=1$ の波形に変形することが分かる．

$\eta$

図 $-7\eta,$ $\tau’=1.0,$ $r=10,$ $\tau’=2.0,$ $r=30$

4.3考察

数値解析の結果から，固定境界条件の場合，初期条件の波数 $k$ を保持して波形は急峻な水面勾配を有す

る鋸歯状に変形する．しかし，非固定境界条件においては，初期条件が整数倍の波数ではその波数が保持さ

れたまま急峻な波形勾配を有する波形に変形するが，初期条件の波形の波数が整数倍でない場合には，波数
$k=1$ の波形に変形することが示される．これは，自然の条件下では非固定境界条件と考えられることから，
いろいろな波数の水面擾乱が生じ，長波の波速において波数 $k=1$ の急峻な水面勾配を有する波形に変形

することを示している．また，この波形の変形は解析解から新たな位相を有する解となることが示される．

これは，長波の波速の波形が急峻な水面勾配を有する波形に変形するとともに位相速度が長波の波速から

新たな位相速度に変化することを示している．このことはさらに現象が Burgers方程式から Burgers-KdV

方程式の現象となり孤立波的な波に移行することを示しているものと考えられる．

5. まとめ

傾斜水路上の流れの波動性について，浅水流運動方程式を考慮して導かれた波動方程式による転波列性

サージの生成過程について検討した．自然条件下のように，非固定境界条件で長波の波速上の初期波形 (擾

乱 $)$ が時間進行とともに急峻な水面勾配を有する波形で波数 $k=1$ の波形に変形することを示した．また，

この変形と同時に薪たな位相速度を生じることも解析解の例から示した．
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