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概要

遅れのある微分方程式で表現された感染症のモデルについて．平衡点の安定性を証明するため
にリアプノフ関数 リアプノフ汎関数が有用である．Volterra型のリアプノフ関数を出発点とし

て，遅れのある微分方程式に適用するためにMcCluskeyによる積分型の汎関数を用いて構成す
ることや．拡張された相加相乗平均の不等式を用いて導関数の非正性を証明することが提案され
てきた．

単・株モデルにおいてリアプノフ汎関数の構成を数学的に厳密に行ったこと [12] を進展させ
て，本稿では，複数株のモデルにおいて，平衡点を整理し，安定な平衡点に関わるリアプノフ汎関
数の構成を数学的帰納法によって示す．

1 吸収効果があり免疫変数のない複数株モデル

1.1 モデルと平衡点

感染症の病原体には，同じ種類でも遺伝子情報が少しずつ異なるものがあり，それらを株
(strain) が異なると言い，本稿では複数株を扱う．病原体が未感染細胞に感染するとき，細胞内に
侵入することで病原体の個数が減少する吸収効果を扱う．時刻 $t$ において $x(t)$ は未感染細胞，$i$

で表される株の番号により $/|\prime_{i}(t)$ は病原体の数として，

$\frac{dx}{dt}=\lambda--\delta x-\sum_{i=1}^{n}\beta_{?}\cdot\mu(x)\prime)i_{\dot{\prime}}$

(1.1)

$\frac{dv_{j}}{dt}=r_{i}\beta_{i}\int_{0}^{\infty}g_{i}(\tau)\mu(x(t-\tau))v_{i}(t-\tau)d\tau-\rho_{i}\beta_{\gamma}\cdot\mu(x)v_{i}-b_{l}$ $(i=1.2, \ldots, n)$ .

ただし初期条件は
$x(\theta)=\phi_{0}(\theta), \iota_{i}(\theta)=\phi_{i}(\theta)_{:}\theta\in(-\infty, 0],$ (1.2)

とし，$\rho\dot{},$ が吸収効果を表して，$r_{l}>p_{i}$ であり，$\mu(x)$ は狭義増加関数で．$\mu(0)=0_{:}\mu(x)/\lambda$ は単

調非増加とする．感染齢 $a$ の感染細胞の死亡率 $\eta_{i}(a)$ と，感染齢 $a$ の感染細胞のウイルス生産率
$k_{i}(a)$ により次のものを定義しておく．

$\sigma_{i}(\tau)=\exp(-\int_{0}^{\tau}\eta_{j}((x)da)$ . $r_{i}= \int_{0}^{\infty}k_{i}(\tau)\sigma_{i}(\tau)d\tau,$ $g_{i}( \tau)=\frac{1}{r_{i}}k_{i}(\tau)\sigma_{i}(\tau)$ . (1.3)

無限の遅れに対応した適切な相空間として，fading memory type space を適用する． $\Delta>0$ に

対して，次のように $C_{\Delta},$ $\}_{\triangle}^{r}$ を定める．

$C_{\Delta}=\{\varphi$ : $(-\infty, 0]arrow \mathbb{R}|\varphi(\theta)e^{\Delta\theta}$ は有界で， $A$様連続 $\},$

$Y_{\triangle}=\{\fbox{Error::0x0000}\prime \rho\in C_{ \Delta}| \varphi( \theta)\geq 0$ for all $\theta\leq 0\}.$
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$C_{\Delta},$ $Y_{\Delta}$ におけるノルムを次のように定める．

$\Vert\varphi\Vert=\sup_{\theta\leq\langle)}|\varphi(\theta)e^{\Delta\theta}|.$

(1.1) における相空間は．$Y_{\Delta}\cross Y_{\Delta}^{n}$ で．初潮関数は $\phi_{0}(\theta)$ . $\phi_{0}(\theta)\in Y_{\Delta}$ である．齢の死亡率

$\eta_{\hat{t}}(s)$ にょり，$\Delta_{0}=\cdot i\in\aleph_{7}\min_{\iota}1ixn\inf_{aarrow\infty}\int_{(J}^{a}\eta_{\dot{2}}(s)ds/(2_{(l)} を定め，\Delta\in(0, \triangle_{0})$ と定める． $\triangle<\Delta_{1}<\Delta_{0}$

であるような $\Delta_{1}$ と，正数 $\prime I^{\tau}(>0)$ が存在して，$\forall\tau\geq T$ に対して

$rr_{\tau}( \tau)\leq e^{-2\Delta_{1}\tau}, g_{i}(\tau)=-k_{i}(\tau)\sigma_{i}(\tau)\uparrow^{1}i\leq\frac{\Vert k_{i}||_{\infty}}{r_{i}}e^{-2\Delta_{1}\tau}$

$p_{i}<$ %を仮定し，すべての $i$-株について $\tilde{R}_{0}^{i}=(r_{?}\cdot-\rho_{i})_{t}\beta_{i}\mu(\hat{x})/b_{?}$. を定義する．株番号を
$\tilde{R}_{0}^{1}>\sqrt2\sim()>\cdots>\tilde{R}_{く j}^{n}$ となるようにして，次のような順序関係を定義する :

$i\underline{\triangleleft}j\Leftrightarrow R_{(J}^{i}\leq\tilde{R}_{0}^{j}$ かつ $i\triangleleft j\Leftrightarrow\tilde{R}_{0}^{t}<\tilde{R}_{0}^{j}.$

ここでは，異なる株番号で瑞が等しい場合は考えないので，$\mathbb{N}_{n}$ の部分集倉 $J$ に対して，次の
$\alpha 1ax^{\triangleleft}J$ は $arrow$意に定まる:

$\max^{\triangleleft}J=i\Leftrightarrow i\in J$ かつ $i\underline{\triangleleft}i$ for all $i\in J.$

轟を次のように定義する:
$(r_{i}-\rho_{\gamma}:)\beta_{i}\mu(\hat{x}_{\dot{2}})-b_{i}=0$ . (1.4)

$\tilde{R}_{0}^{\not\in}$ の大小関係により，$\hat{x}_{1}<\hat{x}_{2}<$ $<$ 媒が成り立つ．また $\grave{}$, $\tilde{R}_{0}^{i}>1\Leftrightarrow 0<$ 島 $<\lambda/\delta,$

$\tilde{R}_{0}^{i}\leq 1\Leftrightarrow\hat{x}_{i}\geq\lambda/\delta$ . 平衡点 $(x^{*}, v^{*})_{:}v^{*}=(v_{1\backslash }^{*}\ldots, v_{n}^{*})$ においては，次の式が成り立つ
$(x^{*}>0, ?1_{\dot{7}}^{*}\geq 0)$ :

$\lambda-\delta\prime x^{*}-\sum_{i=1}^{n}\beta_{i}\mu(x^{*})v_{i}^{*}=0$ , (1.5)

$\{ (r_{i} --\rho_{i})\ell 3_{i}\mu(x^{*})-b_{i}\}?1_{?}^{*_{\backslash }}=0, (7\in \mathbb{N}_{n}:=\{1, 2, \cdots:n\})$ . (1.6)

感染の無い平衡点 $E_{0}=(\lambda/\delta, 0, \cdots\backslash 0)$ と， $\tilde{R}_{0}^{i}>1$ となる株が存在すれば感染の有る平衡点
$E_{i}(ab_{i},\hat{v}_{i})$ が存在する，ただし $(\hat{v}_{i}.)_{i}=\hat{v}_{i}=(\lambda-\delta\hat{x}_{i})/\mu(\hat{x}_{i})>0$ , (喚)j $=0$ for all $i\neq i.$

免疫変数のない複数株モデルにおいては，初期に存在する株の中で，最大の $\tilde{R}_{0}>1$ を持つた

だ 1つの株が生き残り，競争排除の原理が成り立つことを示す．生き残る可能性のある株番号の
集合 $\mathcal{S}$ を次のように定義する :

$S=\{i\in \mathbb{N}_{n}|\tilde{R}_{\langle 3}^{i}>1\}$ . (1.7)

$JC\mathcal{S}$ として，相空間 $X^{\mathcal{S}\backslash J}$ を次のように定義する :

$X^{5\backslash J}=\{(\sqrt{}0_{:}\psi:?^{1},)$ 欧 $X|\forall i$ 欧 $S\backslash J,$ $\forall\theta\leq 0_{\tilde{\delta}}t/’J_{0(\theta)\psi_{i}(\theta)=0\}}$ . (1.8)

1.2 $x(t)$ , $v_{i}(t)$ の正値性と有界性

初期条件 (1.2) が次を満たすとき，

$\phi_{i}\in Y_{\Delta}(i=0,1_{:}n)$ かつ $x(O)>0_{:^{\gamma)}i}(0)>0,$ $($ 1.9$)$

(1.1) の解は，$x(t)>0,$ $v_{i}(t)>0$ for $t>0$ である．(1.1) の第一式から，初期条件 (1.9) のもと

で，正数 $T$ が存在して，

$0<x(t) \leq\max\{x(O), \lambda/\delta\}$ for $t\geq 0,$

$x(t)\leq\lambda/\delta+1$ for $t\geq T.$
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初期条件 (1.9) のもとで，次の関数 $W_{i}(t)$ を定義する．

胴ろ $(t)=x(t)+ \beta_{i}\int_{0}^{\infty}\mu(x(t-a))v_{i}(t-O)e\ldots.2\Delta_{1}ada.$ $($ 1. 10$)$

このとき，$W_{i}(t) \leq\max\{W_{?^{\backslash }}(0), \lambda/\min(\delta_{:}2\Delta_{1})\}$ for $t\geq 0$ が成り立つ．これを用いて，初期条

件 (1.9) のもとで，正数 $T$ が存在して，

$0<v_{i}(t) \leq\max\{v_{{\}}\cdot(0)_{:}C_{?}\cdot\}$ for $t\geq 0,$

$t_{i}(t)\leq\overline{C_{\mathfrak{i}}}+1$ for $t\geq T.$

ただし，$C_{j},$
$\overline{C_{?}\cdot}$ は初期条件とモデル (1.1) 0)パラメータから定まる定数である．

1.3 $J=\emptyset$ の場合 ( $S$ の株がすべて初期に存在しない)

$S\backslash J=S$ に属する株はすべて初期に存在しない．次の汎関数を定義する :

$W_{0,i}^{\infty}( \phi)=\int_{0}^{\infty}\alpha_{i}(\tau)(/)(t-\tau)d\tau$ , ただし $\alpha$i(a) $= \int_{a}^{\infty}g_{i}(\tau)d\tau$ . (1.11)

命題 1.1. $J=\emptyset$ とする． $X^{\mathcal{S}\backslash J}$ にある (1.1) の解の $\omega$ -極限集合を $\Omega$ とし，$u=(x, v)$ を $\Omega$ に

属する entire solution とする，このとき，次の汎関数の導関数は非正である :

$\mathcal{U}_{1}(u)=\int_{x^{\wedge}}^{\lambda}\frac{\mu(\eta)-\mu(x^{*})}{\mu(\eta)}d_{7/}+\sum_{i=1}^{r1}\frac{1}{r_{i}-\rho_{i}}\{\iota:_{i}+r_{i}\beta_{i}W_{0,\dot{\uparrow}}^{\infty}((\mu(x)v_{i})_{t})\}$ , (1.12)

ただし，$x^{*}=\lambda/\delta.$

Proof. $\mathcal{U}_{1}$ の導関数は

$\frac{d\mathcal{U}_{1}}{dt,}=\delta x^{*}(1-\frac{\mu(x^{*})}{\mu(x,)})(1-\frac{x}{\prime\prime r}*)+\sum_{i=1}^{n}(\beta_{i}\mu(x^{*})-\frac{b_{i}}{r_{i}-\rho,})v_{i}$ . (1.13)

であり，$\mu(x)$ の単調増加性，$v_{i}\equiv 0$ for $i\in S$ かつ $\overline{R}_{0}^{l}\leq 1$ for $i\not\in S$ などにより示される． $\square$

定理 1.2. $J=\emptyset$ ならば，$X^{\mathcal{S}\backslash J}$ にあるすべての解は感染のない平衡点 $E_{0}(\lambda/\delta, 0)$ に収束する．

Proof. 集合 $\{(x_{0}, v_{0})\in\Omega|\frac{d}{({\} t}\mathcal{U}_{1}(x_{t}, v_{t})|_{t=}0=0\}$ の最大不変集合 $M$ は単集合 $\{E_{0}\}$ である．

$u$ を $\Omega$ における (1.1) の entire solution とする このとき，$\omega$-極限集合と $\alpha$-極限集合は $M$ に

含まれる．それらは共に $\{E_{0}\}$ となる．解 $u$ に沿った $\mathcal{U}_{1}(u)$ は非増加であるから，$u$ は恒等的に

$E_{0}$ . したがって，$\omega$-極限集合 $\Omega$ は $\{E_{0}\}$ である．すなわち，$S$ に属するどの株も初期に存在しな

いとき，(1.1) のすべての解は $E_{0}$に収束する．口

1.4 数学的帰納法による内部平衡点への収束の証明

定理 1.3. $J\neq\emptyset$ ならば，$X^{\mathcal{S}\backslash J}$ のすべての解は以下の条件のもとで平衡点 $E_{S}$ に収束する．

$1- \frac{p_{s}}{r_{s}p_{s}}\cdot\frac{\mathcal{B}_{s}\mu(\hat{\gamma}_{S}・)\hat{?}\prime_{s}}{\delta\hat{x}_{s}}\geq 0(\Leftrightarrow\hat{x}_{s}\geq\frac{\rho_{s}}{r_{s}}\cdot\frac{\lambda}{\delta})$ (1.14)

ここで，$s= \max^{\triangleleft}J.$

この定理を $\# J$ についての数学的帰納法で証明する．
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1.4.1 定理 1.3の証明 $(\# J=1$ のとき $)$

まず，$\# J=1(J=\{_{\backslash }s\})$ の場合を証明する．これは，単一株の時とほぼ岡様である．
2つの集合 $N,$ $\partial N$ を次のように定める:

$N=\{(\gamma:_{:}v)\in X^{S\backslash J}|$ ある $\theta\leq 0$ について $\phi o(\theta)\phi_{s}(\theta)>0\},$

(1.15)
$;\prime fN=\{(\prime r_{-}, v)\in X^{S\backslash J}|$ すべての $\theta\leq 0$ について $\theta o(\theta)\emptyset_{\mathcal{S}}(\theta)\leq 0\}.$

$s$-株以外は，初期に存在しない，または $R_{0}^{i}\leq 1$ である．内部平衡点は $E_{s\backslash }$ である．5-株が初期に存

在するとき $(N)\grave{.}$ 境界平衡点 $(i3N)$ には収束しないことを示すことができる．

リアプノフ汎関数の構成において，次の積分が必要となるが，それが $well\sim$defined であること
を示さなければならない．

$tXj_{1.s}^{\infty}((\mu(x)v_{s})_{t}$ ; $=c \int_{\zeta)}^{\infty}\alpha_{s}(\prime|)H(\frac{\mu(x(t-\eta))_{l_{s}^{1}}(t-;\gamma)}{c})d\eta$ , (1.16)

ただし: $\alpha_{s}’(\eta)=\int_{7/}^{\infty}g_{8}(\tau)d\tau,$ $H(x)=x-1-\log x_{:}$ $c>0$ . ときの議論

[12] と同様にして，次の命題を得ることができる．

命題 1.4. $\tilde{R}_{0}^{l}\prime>1$ として，$(x_{:}v)$ を初期条件が $(x_{0:}v_{fJ})\in X^{0}$ であるような (1.1) の解とすると

, $>0$ が存在して，
$1 i_{YK1,tarrow}\inf_{\infty}x(t)>\eta", 1i_{X\zeta),tarrow}\inf_{\infty}-v_{i}(t)>\eta$ (1.17)

$\tilde{R}_{0}^{i}>1$ とする．初期条件が $(恥,\tilde{v}_{0})\in X^{-}$ であるような (1.1) の解を $(\tilde{x}_{{\}}\tilde{v})$ とする．$x(t)$ , $v_{2^{J}}(t)$

の正値性と有界牲および命題 1.4により，$(\tilde{x}_{\rangle}\tilde{v})$ の $\omega$-極限集合 $\Omega$ は空でなく，コンパクトで不変
である．$\Omega$ は，全軌道の和集合であり，$(\phi_{0\backslash } \phi)$ $\in$ y$\triangle\cross$ }宏が $\Omega$ の点ならば，解のすべての点が $\Omega$

内にあるような．$(\phi_{0}, \phi)$ を通る entire solution が存在する． $\Omega$ 内にあるそのような解 $(x, v)$ に

ついて，$x(t).v_{i}(t)$ の正値性と有界牲および命題 1.4により，次のような $\epsilon>0$ と $M>0$ が存在

する．
$\epsilon\leq x(t)\leq M,$ $e\leq v_{?}(t)\leq$ Mfor all $t\in \mathbb{R}$ . (1.18)

このとき，汎関数 (1. $16\rangle$ は $\Omega$ 内にあるすべての解について well-defined である．

命題 1.5. $u=(x,v)$ を $\Omega$ 内にある (1.1) の entire sotutlon とするとき，次の汎関数の導関数は
条件 (1.14) のもとで非正である :

$\mathcal{U}_{2}(u)=\int_{\hat{\chi}_{\backslash }}^{x}\frac{\mu(\eta)-\mu(\hat{x}_{\delta})}{\mu(\eta)}d\eta\backslash \cdot+\sum_{\dot{r}\neq\wedge}\frac{1}{r_{i}-p_{i}}\{\prime v_{\dot{t}}+r_{?}\beta_{i}W_{0.i}^{\infty}((\mu(x)\fbox{Error::0x0000}v_{i})_{t})\}$

$+ \frac{1}{r_{s}-\rho_{s}}\{(c_{s}-\hat{v}_{s}\log v_{s})+r_{\delta}\beta_{s}|$ノ$|_{1.s}^{\gamma}\prime\infty.((\mu(x)v_{s})_{t;\mu(\hat{x}_{s})\hat{v}_{s})\}}$ (1.19)

ただし，$s= \max^{\triangleleft}J.$

$P\gamma oof.$ $\mathcal{U}_{2}(u)$ の導関数を，次のような $S_{i}^{A}(i=0,1, \ldots, n)$ を用いて表せる :

$b_{0}^{\gamma}A=\delta\hat{x}_{s}(1-\frac{\mu(\hat{x}_{s})}{\mu(x)})(1-\frac{x}{\hat{x}_{s}})$ ,

$S_{S}^{A}= \beta_{s}\mu(\hat{x}_{s}\fbox{Error::0x0000})\hat{ \gamma)}_{8}(2-\frac{ \mu(\hat{x}_{s})}{ \mu(x)}-\frac{ \mu(x)}{ \mu(\hat{x}_{s})})$ , (1.20)

$S_{i}^{A}=( \beta_{i}\mu(\hat{x}_{s})-\frac{b_{i}}{r_{2}-\rho_{i}})\prime r_{i}, (i\neq s)$ .

61



また $P_{s}^{A}$ を次のように定義する:

$P_{s}^{A}= \frac{r_{s}\beta_{s}\mu(\hat{x},)\hat{\uparrow}\rangle \mathcal{S}}{r_{s}-\rho_{s}}\int_{0}^{\infty}g_{s}(\tau)(2-\frac{/r(\hat{r}_{s})}{\mu(x’)}-\frac{\mu(x(l-\tau))\tau_{s}(f-\tau)}{\mu(\hat{x}_{\backslash ^{9}}\rangle\downarrow)_{s}}$

$+ \log\frac{\mu(x(t-\tau))v_{s}(t-\tau)}{l^{1,(x)}s})d\tau$ . (1.21)

このとき，(1.1) に沿った $\mathcal{U}_{2}(u)$ の導関数は

$\frac{d\mathcal{U}_{2}}{dt}=S_{0}^{A}-\frac{\rho_{s}}{r_{s}-\rho_{s}}\beta_{s}\mu(\hat{x}_{s})\hat{\iota}_{s}(1-\frac{ \mu(\hat{x}_{s})}{l\fbox{Error::0x0000}(X)})(1-\frac{ \mu(x)}{(\hat{x}_{s})})+P_{S}^{A}+\sum_{i\neq s}S_{i}^{A}$ . (122)

となる．$\mu(x)/X$ は単調非増加なので，

$(1- \frac{\mu(\hat{x}_{s})}{\mu(x)})(1-\frac{x}{\hat{x}_{s}})\leq(1-\frac{\mu(\hat{x}_{s})}{\mu(x)})(1-\frac{\mu(x)}{\mu(\hat{x}_{s})})$ . (123)

相加相乗平均の不等式およびその拡張 [8] により、

$\frac{d\mathcal{U}_{2}}{dt}\leq(1-\frac{\rho_{\mathcal{S}}}{r_{s}-\rho_{s}}\cdot\frac{\beta_{s}\mu(\hat{x}_{s})\hat{v}_{\mathcal{S}}}{\delta\hat{x}_{s}})S_{0}^{A}+P_{s}^{A}+\sum_{i\neq s}S_{\uparrow}^{A}$ . (1.24)

となるから，(1.14) が成り立つとき，$d\mathcal{U}_{2}/dt$は非正である．口

定理 1.2と同様な論法で，次の命題が成り立ち，$\# J=1$ の場合における定理 1.3が示される．

命題 1.6. $s$ -株が初期に存在するような (1.1) のすべての解は，条件 (1.14) のもとで，$E_{s}$ に収束

する．ただし，$J=\{s\}.$

1.4.2 定理 1.3の証明 $(\# S\geq 2$ かつ $2\leq\# J\leq\# S$ のとき $)$

$s=\max^{\triangleleft}J$ として，$N$ と $(\prime iN$ を (1.15) と同様に定義する． $cJ\backslash \{s\}$ かつ $1\leq\# J’(<\#.J)$

であるような部分集合 J’について定理 1.3が成り立つことを仮定して，$J$ についても成り立つこ

とを示す． $J’\neq\emptyset$ ならば，$s’= \max^{\triangleleft}J’$ に対して，平衡点 $E_{s’}$ が attractive である．もし $J’=\emptyset$

ならば，定理 1.2により，解は平衡点 $E_{0}$ に収束する．これらの境界上の平衡点について，サイク

ルが存在しないことが成り立つ．

命題 1.7. すべての $j,$ $k\in J’U\{O\}$ について，$u(t)$ を自明でない (定数でない) (1.1) の entire

solution とする，すなわち

$\lim$ $u(t)=E_{j}$ かつ $\lim u(t)=E_{k}.$
$tarrow-\infty \ellarrow\infty$

そのとき，$j\triangleleft k$ となる．

$N$ から $\partial N$ の平衡点に収束しないことは，$\# J=1$ のときと同様にして示される．定理 4.2 [4]

を適用できて，命題 1.1と同様な論法で，次が成り立つ．

命題 1.8. $\Omega$ を (1.1) の解の $\omega$ -極限集合とする．$u$ を $\Omega$ 内にある解とするとき，

$U_{3}^{M}(u)= 2_{\alpha}^{x} \frac{\mu(\eta)-\mu(\hat{x}_{s})}{\mu(\eta)}d7\}$

$+ \frac{1}{r_{s}-\rho_{s}}\{(v_{s}-\hat{v}_{s}\log v_{s})+r_{s}\beta_{s}W_{1,s}^{\infty}((\mu(x)v_{s})_{t;\mu}(\hat{x}_{s})\hat{v}_{s})\}$ (1.25)

$+ \sum_{i\neq s}\frac{1}{r_{i}-\rho_{i}}\{v_{i}+r_{i}\beta_{i}W_{0,i}^{\infty}((\mu(x)v_{i})_{t})\}$

の時間微分は条件 (1.14) のもとで非正である．
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したがって．定理 1.2と同様な手法で次が成り立つ．

定理 L9. s $\sim$株が初期に存在するような (1.1) のすべての解は，(1.14) の条件のもとで $E_{s}$. に収束

する．ただし，$s= \max^{\triangleleft}J.$

以上により，帰納的に $J=S$ のときも定理 1.3は成り立ち，xKla$x^{\triangleleft}$ $S$ 株が初期に存在すれば，
その株だけが生き残る平衡点に収束する．

2 吸収効果と免疫変数のある複数株モデル (その 1)

2.1 モデルと平衡点

モデルは、単-$\Lambda$株モデルを拡張したもので，$q_{i}(\approx i)=q_{i\sim\dot{\gamma}}\sim$ とする．

$\frac{dx}{dt}=\lambda-\delta x-\dot{\sum_{i=t}^{n}}\beta_{i}\mu(x)v_{\dot{7}_{\grave{ノ}}}$

$\frac{dv_{i}}{dt}=r_{t}\cdot\beta_{:}\gamma\int_{()}^{\infty}g_{i}(\tau)\mu(x(t. \tau))_{2_{i}},.(t \tau)d\tau-p_{i}\beta_{i/}r(\prime r)|f_{?}\cdot-b_{r}v_{i}-p_{\tau^{V_{i}Z_{\gamma’}}}$
(2.1)

$d_{\tilde{\sim}j}$

$=q|)-m_{i}z_{i} (i\in N_{n})$ .
$dt$

(2.1) の相空聞を $X=Y_{\Delta}\cross Y_{\triangle}^{n}\cross \mathbb{R}_{+}^{7t}$ とし，生存する可能性のある株の番号からなる集合を
$S=\{i\in \mathbb{N}_{n}|\tilde{R}_{0}^{i}>1\},$ $J\subseteq S$ について，$i\in J$ ならば，$\phi_{0}(\theta)\phi_{\dot{r}}(\theta)>0$ for some $\theta\leq 0,\cdot i\not\in J$

ならば，$\phi_{0}(\theta)\phi_{i}(\theta)=0$ for all $\theta\leq 0$ と定める． $\backslash \prime r(t)$ と $\tau\prime_{i}(t)$ , $z_{\iota’}(i)$ for $i\in J$ の正値性と有界’$|$生

については，以前と同様な手法で示すことができる．平衡点の候補を $(x^{*}, v^{*}, z^{*})$ とおくと，

$z_{\dot{?}}^{*}= \frac{1}{p_{i}}[\beta_{i}(r_{?_{\backslash }}\cdot-\rho_{\tau})\mu_{e}(x^{*})--b_{\dot{\tau}}]_{+}$ , ただし，$[a]_{+}=\{\begin{array}{l}tX ((x\geq 0)0 (c\iota<0)\end{array}$ (2.2)

$v_{i}^{*}=\{\begin{array}{l}砺 (\hat{x}_{i}>x^{*})q_{i}\frac{1}{\beta_{i}}(\frac{\lambda-\delta x^{*}}{\mu\langle x^{*})}-\sum_{j\neq i}\beta_{j}t_{j}^{*}) (\hat{x}_{j}=x^{*})0 (\hat{x}_{i}<x^{*}) .\end{array}$ (2.3)

$x^{*}$ は以下に定める関数飯 $(x)$ , $h_{?,J}(x)$ の交点で定まる．

$h_{1}(x)= \frac{\lambda-\delta x}{\mu(x)} , h_{2.J}(x)=\sum_{i\in J}h_{2,i}.(x)$ (2.4)

$h_{2_{\backslash }i}(x)=\{\begin{array}{ll}0 (x<\hat{x}_{?}\cdot)\frac{\beta_{i}m_{i}}{q_{i}} (\hat{x}_{i}<x) j 0\leq h_{2,i}(x)\leq\frac{\beta_{i’}n_{i}}{q_{i}} (x=\hat{x}_{i}) .\end{array}$ (2.6)

$K_{J}=\{i\in J|$ 島 $\leq x^{*}\}$ を定義する．

集合 $K=K_{J}$ は，次を満たす巖小の集合である．

$h_{2,K}(x)=h_{2,J}(x)$ for $0\leq\prime r\leq\prime r^{*}\rangle$

(2.6)
$\sup\{x|h_{1}(x)\geq h_{2,K}(x)\}=\sup\{x|h_{1}(x)\geq h_{2,J}(x)\}.$

平衡点は，$A_{J}^{r}$ で決定されるので，平衡点を $E_{K_{J}}.=(x^{*}, v_{\tau}^{*}z^{*})$ で表す．もし $J=\emptyset$ ならば，
$x^{*}=\lambda$ $K_{J}=\emptyset$ であり，対応する平衡点は $E_{\emptyset}$ である．
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$0 \hat{x}_{1} \hat{x}_{2}x^{*}\hat{x}_{3} \lambda/\overline{6}$

図．1 (a) $x^{*}\neq$ 命，for all $i\in J$ :

$KJ=\{1, 2 \}$

$0$ $\hat{x}_{1}$ $\hat{x}_{2}x^{*}=\hat{x}_{3}\lambda/\overline{\delta}$

(b) $x^{*}=\hat{x}_{\tau}$ for some $i\in J$ :

$Kp=\{1, 2, 3 \}, x=\hat{X}3$

2.2 $J=\emptyset$ の場合 ( $S$ の株がすべて初期に存在しない)

命題 1.1, 定理 1.2と同様に．

命題 2.1. $J=\emptyset$ とする．$u=(x, v, z)$ を $\Omega$ 内にある (2.1) の解とするとき

$\mathcal{U}_{4}(?\iota;\emptyset)=\int_{\lambda/\delta^{-}}^{x}\frac{\mu(\eta)-\mu(\lambda/\delta)}{\mu(\eta)}d\eta$

(2.7)

$+ \sum_{\prime,l=1}^{n}\frac{1}{r_{i}-\rho_{i}}\{v_{i}+p_{i^{\frac{z_{i}}{q_{i}}}}+r_{i}\beta_{\dot{7}}W_{0,i}^{\infty}((\mu(x)v_{i})_{t})\}$

の時間微分は非正である．ただし i $\alpha_{i}(a)=\int_{a^{9i}}^{\infty}(\tau)d\tau$

定理 2.2. $J=\emptyset$ のとき，すべての解は $E_{\emptyset}$ に収束する．

2.3 複数株の共存 (Coexistence of strains)

定理 2.3. $J\neq\emptyset$ ならば，$X^{\mathcal{S}\backslash J}$ のすべての解は以下の条件のもとで，$E_{K_{J}}$ に収束する:

$1- \sum_{\dot{|}\in K}, \frac{\rho_{i}}{j-\rho_{\dot{\tau}}}\cdot\frac{\beta_{i}\mu(x^{*})v_{i}^{*}}{\delta x^{*}}\backslash \geq 0(\Leftarrow\min_{J\subset \mathcal{S}}x^{*}\geq maxk\in S\frac{\rho_{k}}{r_{k}}. \frac{\lambda}{\delta})$ : (2.8)

ただし，K」のすべての株は初期に存在し、 $(x^{*}, v^{*}, z^{*})$ .

この定理 2.3を $\# J$ についての数学的帰納法で証明する．$\# J=1$ の場合は，単一株のときと
ほぼ同様にして証明することができる．$J=\{s\}$ とする．他の株は初期に存在しないか，または
$\tilde{R}_{0}^{?}\leq 1$ である．吸収効果モデルのときと同様な議論により

定理 2.4. 5-株が初期に存在する (2.1) のすべての解は次の条件のもとで $E_{K_{J}}(=E_{\{s\}})$ に収束

する．

$1- \frac{\rho_{s}}{r_{s}-p_{8}}\frac{\beta_{s}\mu(x^{*})v_{s}^{*}}{\delta x^{*}}\geq 0$ . (2.9)

$\# S\geq 2$ かつ $2\leq\# J\leq\# S$ のとき，帰納法の仮定が．$1\leq\# J’<\# J$ であるような $J’\subset S$

に対して適用される．

次の様に集合 $N$ と $\partial N$ を定義する

$N=$ { $(x_{t}, v_{t}, z)$ $\in$ XS$\backslash$

JIK」に属するすべての株が初期に存在する},
$\partial N=$ { $(x_{t}, v_{t}, z)\in X^{S\backslash J}|$ K」に属する株の中に，初期に存在しないものがある}.
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次のように (境界) 平衡点を定める strainからなる集含 $\mathcal{K}$ を定義する

$\mathcal{K}=\{A_{J’}’|J’\subset J, It_{J\backslash J’}^{r}\neq\emptyset\}$ . (2.10)

$\prime J’=\{\dot{7}\in$
く
$l|\phi o(\theta)\phi_{7}(\theta)>0$ for some $\theta\leq 0$ (2.11)

$J’$ は K」の株を少なくとも一つは欠く集合になる $(\# J’<\# J)$ . $K\in \mathcal{K}$ と関連する平衡点を
$Ii_{K}$ で表す．$\# J’<\# J$ なので、集合 $\mathcal{K}$ の性質を粥いて，次の命題が得られる．

命題 2.5. すべての $lK_{1}$ , K2 $\in \mathcal{K}$ について，$u(t)$ を自明でない (定数でない) (2.1) の entire

solution として．
$tarrow-\infty 1i_{Y}\iota\iota u(t)=E_{K_{1}}j)^{)}$つ $tarrow\infty 1ixnu(t)=B_{Ie_{\Delta}’}\neg$

となるとき，$X_{1\zeta_{1}^{-}}^{*}\geq x_{A_{2}’}^{*}$ である．

$N$ から $\partial$ の平衡点に収束しないことは，$\# J=1$ のときと岡様にして示される．定理 4.2[4]
を適用でき，命題 1.8と同様に，以下のことが成り立つ．

命題 2.6. $\Omega$ を: (2.1) の解の $\omega$ -極限集含とし，$u$ を $\Omega$ 内にある解とする．このとき、

$\mathcal{U}_{4}\langle\tau\ell;K)=./x_{K}^{*}x\cdot\frac{\mu(\xi)--\mu(x_{K}^{*})}{\mu(\xi)}d\xi$

$+? \in K\sum_{\prime}\frac{1}{r_{i}-\rho_{l^{\backslash }}}\{(v_{i}-?J_{i^{*}}\log v_{i})+p_{i}I(_{\sim}\tau_{?};z_{l^{\backslash }}^{*})+r_{i}\int 9_{i}W_{1,-i}^{\infty}((\mu(x)v_{i})_{t};\mu(x_{R’}^{*})-v_{?}^{*})\}$

$+ \sum_{i\not\in K}\frac{1}{r_{?\wedge}-p_{i}}\{v_{i}+p_{i}I(\tilde{z}\dot{\not\in})^{\wedge}\sim i^{*})+r_{i}\beta_{i}tt_{\zeta j_{\backslash }\iota’}^{\gamma\infty}((\mu\langle x)v_{i})_{t})\}$ (2.12)

の時間微分は条件 (2.8) のもとで非正である．ただし 2

$I(z_{i};z_{i}^{*})=\{$ $\frac{Z_{?}}{\frac{}{},q_{i}q_{\dot{7}}1}(i^{*}$

$(z_{i}^{*}>0)$ .

$\langle z_{i}^{*}=0)$

(2.13)

定理 1.9と詞様にして、定理 2.3の結論が従う．したがって、 $\# J’<\# J$ の．J’ に対して定理

23が成り立つことを仮定すると、 $J$ に対して定理 2.3が成り立つ．よって、帰納的にすべての
$J\subset S$ について定理 2.3が成り立つ．

3 吸収効果と免疫変数のある複数株モデル (その 2)

3.1 モデルと平衡点

モデルは，単一株モデルを拡張したもので、$q_{i}(z_{?}\cdot)=q_{?}$. とする．

$\frac{dx}{dt}=\lambda-\delta x-\sum_{?}\fbox{Error::0x0000}/3_{i} \mu(x)v_{i},$

$\frac{d_{L\prime i}}{di}=r_{j}\beta_{i}\int_{0^{g_{i}(\tau)\mu(x(t-\tau)),.\prime}}^{\infty}.\}$ . (3.1)

$\frac{dz_{i}}{dt}=q_{i’}\iota\rangle_{?}\cdot-m_{i^{\vee}\not\in}\sim (i=1,2, \ldots\backslash \prime n)$ .

(3.1) の根窓間 $X=Y_{\Delta}\cross Y_{\Delta}^{n}\cross \mathbb{R}_{+}^{n}$ や，$S,$ $J$ の定義は，モデルその 1のときと同様である．$x(t)$

と $0_{?}(t)$ , $z_{i}(t)$ for $i\in J$ の正値牲と喬界牲についても、．モデルその 1と同様な手法で示される．
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平衡点の候補を $(x^{*}, v^{*}, z^{*})$ とおく．

$z_{\dot{?}}^{*}= \frac{1}{p_{i}}[\beta_{l}\prime(r_{i}-\rho_{i})\mu(x^{*})-b_{?}]_{+}$ . ただし $[a]_{+}=\{\begin{array}{l}0 (a\geq 0)0 (a<0)\end{array}$ (32)

$1_{l}^{*}= \frac{m_{\tau’}}{q_{i}}\approx i^{*}=\frac{m_{i}}{q_{i}}(\frac{1}{p_{\iota’}}[\beta_{i}(?_{i}-\rho_{t})\mu_{-}(x^{*})-b_{1}\cdot]_{+})$ . (33)

$x^{*}$ は以下に定める関数 $h_{1}(x)$ , $h_{2.J}(x)$ の交点で定まる．

$l \iota_{1}(x)=\frac{\lambda-\delta x}{\mu(x)}$ . (3.4)

$h_{2,i}(x)=\{\begin{array}{ll}0 (x\leq\prime\hat{x}_{i})\frac{\beta_{i^{7}}r\iota_{\mathfrak{i}}}{q_{i}}(\frac{1}{p_{j}}[\beta_{i}(r_{i}-\rho_{i})\mu(x)-b_{i}]_{+}) (島 <x)\end{array}$ (3.5)

$h_{2,J}(x)= \sum_{i\in J}h_{2.\dot{\tau}}(x)$
. (3.6)

$K_{J}=\{i\in J|$ 名 $\leq x^{*}\}$ を定義する．

$0 \hat{x}_{1} \hat{x}_{2}x^{*}\hat{x}_{3} \lambda/\delta$

図 2 $(\lambda-\delta x^{*})/\mu(x^{*})=h_{2.J}(x^{*})$

集合 $K=K_{J}$ は，$h_{2,K}(x)=h_{2,J}(x)$ for $0\leq:r-$ $\leq x^{*}$ を満たす最小の集合である．平衡点は，
$K_{J}$ で決定されるので，平衡点を $E_{K_{J}}=(x^{*}, v^{*}, z^{*})$ で表す． $v_{i}^{*}>0,$ $z_{i}^{*}>0$ for $i\in K_{J}$ かつ

$r_{\dot{?}}^{*}=z_{l}^{*}=0$ for $j\not\in K_{J}$ である．もし $J=\emptyset$ ならば，$x^{*}=\lambda/\delta,$ $K_{J}=\emptyset$ であり，対応する平衡
点は $E_{\emptyset}$ である．

3.2 $J=\emptyset$ の場合 ( $S$ の株がすべて初期に存在しない)

前節と同様にして、以下のことが示される．

命題 3.1. $J=\emptyset$ とする．$u=(x, v, z)$ を $\Omega$ 内にある (3.1) の解とするとき

$\mathcal{U}_{5}(u;\emptyset)=\int_{\lambda/\delta}^{x}\frac{\mu(\eta)-\mu(\lambda/\delta)}{\mu(\eta)}d\nu/$

(3.7)

$+ \sum_{i=1}^{n}\frac{1}{r_{i}-\rho_{i}}\{v_{i}+p_{i}\int_{0}^{z}$

’

$\frac{\tau}{q_{i}}d\tau+r_{i}\beta_{i}W_{0_{l}’}^{\infty}((\mu(x)v_{i})_{t})\}$

の時間微分は非正である．ただし，$\alpha_{i}(a)=\int_{a}^{\infty}g_{l}$

定理 3.2. $J=\emptyset$ のとき，すべての解は $E_{\emptyset}$ に収束する．
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3.3 複数株の共存 (Coexistence of strains)

定理 3.3. $J\neq\emptyset$ ならば，$X^{S\backslash J}$ のすべての解は以下の条件のもとで，$\cdot$ $E_{K_{J}}$ に収束する．

$1- \sum_{;\epsilon K_{J}}\frac{\rho_{\dot{\tau}}}{r_{i}-\rho_{i}}\cdot\frac{\beta_{t}\mu(x^{*})v_{?\sim}^{*}}{\delta x^{*}}\geq 0(\Leftarrow 1nix1X^{*}JCS\geq\max\lambda_{\backslash }\wedge\in S\frac{p_{f_{\backslash ^{\backslash }}}}{r_{k}}. \frac{\lambda}{\delta})$ : (3.8)

ただし，$K_{J}$ のすべての株は初期に存在し，平衡点は $(x^{*}, v^{*}, z^{*})$ .

この定理 3.3は，定理 23と同様にして証明することができ，$K_{\mathcal{S}}$ にあるすべての株が初期

に存在するとき，(3.1) の全ての解が平衡点 $E_{K_{\mathcal{S}}}$ に収束する．そこで用いられるリアプノフ汎関

数は次のようなものである．

$\mathcal{U}_{5}(u;K)=1_{x_{t\dot{\backslash }}^{*}}^{\backslash x^{\backslash }}\frac{\mu(\xi)-\mu(\prime x_{K}^{*})}{\mu(\xi)}d\xi$

十 $\sum_{i\epsilon_{i}K}\frac{1}{t_{i}-p_{e’}}\{(v_{?}\cdot-v_{\grave{l}}^{*}\logr_{\dot{\ell}}\rangle+p_{\dot{2}}J_{z_{/}^{*}}^{z\prime}\frac{\tau-z^{*}}{q_{i}}d\tau+r_{i}\beta_{i}IW_{1_{\backslash }\prime_{i}}^{\infty_{\grave{\prime}}}((\mu(x)v_{?})_{t};\mu(x_{K}^{*})v_{\dot{?}}^{*})\}$ (3.9)

$+ \sum_{i\not\in K}\frac{1}{r_{?}\cdot-p_{i}}\{4)i+p_{i}\int_{0}^{Z_{2}}\frac{\tau}{q_{i}}d\tau+r_{\hat{2}}.\beta_{i}種_{}0,r^{\prime\infty}((\mu(x)e)_{?}\cdot)_{t})\}$

4 まとめ

遅れのないモデルのリアプノフ関数から，遅れのあるモデルのリアプノフ汎関数を構成する手
法 [8] をさらに進展させて，遅れのある単一株モデルのリアプノフ汎関数から，遅れのある複数株
モデルのリアプノブ汎関数を構成する手法を導いた．そこにおいて，対数関数を含む無限区間の

積分について，数学的に厳密な評姫をした．また，リアプノブ汎関数の対象として，極限集合の元
を扱うことにより，初期関数が関わる問題点を避けることができた．その結果，免疫のある複数株
モデルにおける，多様な平衡点相互の関連や安定性を明らかにした．
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