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1 はじめに

本稿では、拡散効果を取り入れたウイルスダイナミクスモデル

$\frac{\partial_{211}}{\partial t}=d_{1}\Delta_{?l_{1}}+f_{1}(\uparrow 1.?, u_{2}, ?1_{3})$ .
$\partial u_{2}$

$\overline{\partial}$

$=d_{2}\triangle u_{2}+f_{2}(u_{\lambda}, u_{2}, u_{3})$ , (1)

$\frac{\partial\tau x_{3}}{\alpha}=d_{3}\Delta u_{3}+f_{3}(u_{1}, u2, u_{3}\backslash )$ ,

の解の漸近挙動について論ずる．ただし，

$fx(u_{1}, u_{2}, u_{3})=\lambda\cdot)-/";/\cdot\iota u_{\delta},$

$f_{2}(u_{i}, u_{2}, u_{3})=\ell’iu_{1}u_{3}-\alpha u_{2},$

$f_{3}(u_{1}, u_{2}, u_{3})=aru_{2}-bu_{3\backslash \prime}$

である、 ここで $c\iota(x_{\backslash }Y)=(u_{t}(x, t), u_{2}(x, t), u_{3}(x, t))$ において，$\prime(1$ は未感染細胞数，$u_{2}$ は感染細胞数，$u_{3}$ はウ

イルス数を表わしている．ただし，$t$ は時刻、$x=(x_{1}, x_{2}, x_{3})$ は位置を表わし，$\Delta=\partial^{2}/\partial x_{1}^{2}+\partial^{2}/\partial x_{\hat{2}}^{Q}+\partial^{2}/\partial x_{d}^{2}$

である． $\lambda$ は未感染細胞の生産率 $\grave{}$. $m$ は未感染細胞の死亡率，/3は感染率，$a$ は感染細胞の死亡率，は]. 個の

感染細胞数が壊れる際に放撫するウイルス数，$b$ はウイルスの崩壊率を表わし、$d_{J},$ $d_{2:}d_{3}$ はそれぞれの拡散係

数である．また，考えている領域 $\ddagger 1\in R$ は滑かな境界を持つ有界領域とし，$N\epsilon^{\tau}$umarxn 境界条件

$\frac{\partial u_{\iota}}{\partial_{7?}}=0$ on $\partial t)$ $(i=1.2, 3)$ (2)

を課す ( $n$ は外向き法線ベクトル). また，初期条件は

$u_{i}(0, x\rangle=u_{i.0}(x) (i=1_{\backslash }2,3)$ (3)

とする．
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解が空間一様である場舎には．方稗式系 (1) は常微分方程式系

$\frac{d\prime 11}{dt}=\lambda-mv_{1}-\beta u_{1}u_{3},$

$\frac{du_{2}}{dt}=\beta\uparrow\int u-au_{2}$ , (4)

$\frac{du_{3}}{dt}=aru_{2}-bu_{3\backslash }$

となる．方程式系 (1), (4) のいずれも、基礎再生産数 $R_{0}$ が 1より大きい時には，内部平衡点を 1つ持つ [5].

その内部平衡点を $(c\iota_{1}^{*}, u_{2}^{*}, \iota\iota_{3}^{*})$ とおく

Korobeinikov [3] は，$R_{0}>1$ である時に．(4) の内部平衡点に対して，

$V(u_{1}, u_{2}, u_{3})=n_{1}-u_{1}^{*} \log n_{1}+u_{2}-u_{2}^{*}\log u_{2}+\frac{1}{r}(u_{3}-u_{3}^{*}\log^{J}u_{3})$ (5)

が Lyapunov 関数となり，内部平衡点が大域漸近安定である事を示した．実際 (4) の解に沿った $V$ の導関数

$\dot{y}_{(4\rangle}$ は

$\dot{V}_{\langle 4)} (u_{1}, u_{2:}u_{3})=mu^{*}l(2-\frac{u_{1}}{u_{1}}*-\frac{u_{1}^{*}}{u_{1}})+au_{2}^{*}(3-\frac{u_{1}^{*}}{v_{1}}-\frac{u_{2}u_{3}^{*}}{u_{2}u_{3}}*-\frac{u_{1}u_{2}^{*}u_{3}}{u_{1}^{*}u_{2}u_{3}^{*}})$ (6)

となり、相加相乗平均の不等式より，これは非正である．

本稿では，この Lyapunov 関数 (5) を用いて (1) の解の漸近挙動を考察する．

2 Lyapunov 関数と解の $L^{1}$ 有界性

以下，基礎再生産数が 1より大きく，方程式系 (1) が空間一様な正の平衡解 $(u_{1}^{*}, u_{2}^{*}, u_{3}^{*})$ を持つと仮定する．

この節では，方程式系 (1) の解 $u=(u_{1}, u_{2}, u_{3})$ と Lyapunov 関数 (5) に対して，積分

$\int_{\Omega^{V(u_{1}(x,t)_{i}u_{2}(x,t))}}u_{3(x,t))dx}$ (7)

を考える．ただし，$V$ が対数関数を含んでいるので，解 $u$ の各成分が $\Omega$ の閉包において正でないと具合が悪

い．実際は，初期値が $u_{i.0}(x)\geqq 0,$ $c$転 $0(x)\not\equiv 0(i=1,2,3)$ をみたしていると，$t>0$ に対して解の各成分は $\Omega$

の閉包において正である．このことは以下のようにして分かる．

$G_{i}(u_{1}, u_{2}, u_{3})=-u_{1}(i=1,2,3)$ とおき，$(u_{1}. u_{2:}v_{3})$ 空間における第一象限を

$K=, \bigcap_{j=1}^{3}\{(v_{1}, u_{2\backslash }u_{3})|G_{r}(u_{1}, u_{2}, \prime u_{3})\leqq 0\}$

と兇ると，$K$ の境界において

$\frac{\partial G_{l}}{\partial u_{1}}f_{1}+\frac{\partial G,i}{\partial v_{2}}f_{2}+\frac{\partial G,i}{\partial u_{3}}f_{3}\leqq 0 (i=1,2,3)$

が成り立つので、$K$ は不変領域である (:宮 [9] 第 5章). すなわち，初期値 $y_{r}$ $(i=1.2,3)$ が非負であれば，

$t>0$ において $u$ の各成分は非負となる．更に、$u_{i.0}\not\equiv 0(i=1,2,3)$ であれば，境界条件 (2) を考慮すると，

Hopf の補題 (放物型方程式の最大値原理，[9] 第 5章) より，$u$ の各成分は $t>0$ において $\Omega$ の閉包で正とな

る．以上の事に注意して，以下の命題を示そう．
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命題 2.1. 方程式系 (1) は，瀧の空$|$潔—様平衡解を持つとする．このとき，$n_{i.0}(\alpha’\rangle\geqq 0, n_{i、0}(x)\neq 0(i=1.2.3)$

をみたす初期徳に対して，正の数 $C$ が存在し，初期値境界値問題 (1), (2), (3) の解は，

$\Vert u_{\tau}(\cdot.t)\Vert_{L^{1}(\Omega)}\leqq C,:$

をみたす．

証明．解 $u$ に対して，積分 (7) の時問微分は，

$\frac{d}{dt}1_{(\iota^{V(c;_{K}.u_{2}.u_{3})dx}}$

$=l_{p} \frac{\partial}{\partial t}\{(u_{1}-u_{1}^{*}\log u3)+(u_{2}-u_{2}^{*}log\prime l_{2})+\frac{1}{r}(1\prime_{3}-u_{3}^{*}1ogu_{3})\}dx$

$= \int_{\Omega}\{(1-\frac{\iota x_{1}^{*}}{\uparrow 41})(d_{1}\Delta u_{1}+f_{1}(\prime u_{1}\grave{.}\tau\iota_{2}, tt_{3}))+(1-\frac{u_{2}^{*}}{u_{2}})(d_{2}Au1+h(u_{1}, \cdot u_{2{\}}u_{3}))$

$+ \frac{1}{r}(1-\frac{1t_{3}^{:}}{(1\fbox{Error::0x0000}3})(d_{\backslash }|; \Delta u_{3}+f_{3}(u_{1}, u_{2\backslash }u_{3}))\}dx$

$= \int_{\Omega}\{(1-\frac{u_{1}^{*}}{u_{1}})d_{1}\Delta u_{X}+(1-\frac{u_{2}^{*}}{u_{2}})d_{2}\Delta u_{1}+\frac{1}{r}(1-\frac{u_{3}^{\star}}{u_{3}}$

ノ

$d_{3} \Delta u_{3}\}dx+\int_{(\}}\dot{t}_{(4)}^{\prime^{\vee}}d$泌

ここで最後の項の鞍 4) は式 (8) と同じものであり，非正である．これに Greenの公式を用いる’繍こより:

$\frac{d}{dt}\int_{\Omega}u_{1,1J_{\fbox{Error::0x0000}2}},$ :

$=-d_{1} \int_{\Omega}\frac{u_{1}^{*}}{u_{1}^{2}}|\nabla u_{1}|^{2}dx-d_{2}\int_{\Omega}\frac{u_{2}^{*}}{u_{\eta\sim}^{2}}|\nabla u_{2}|^{2}dx-\frac{d_{3}}{r}\int_{\Omega}\frac{u_{3}^{*}}{u_{3}^{2}}|\nabla u_{3}|^{2}dx+./\Omega^{\dot{V}_{(4)}dx}$ (8)

$\leqq 0$

を得る．

次に: $\Phi(s)=s-\log s-1$ として

$W(u_{1}.u_{2:}u_{3})=u_{1}^{*} \Phi(\frac{z\iota_{1}}{u_{1}^{*}})+$ 鷲諌 $( \frac{u_{2}}{u_{2}^{*}}$

ノ

$+ \frac{u_{{\}c}^{*}/}{r}\Phi(\frac{u_{3}}{u_{3}^{*}})$

とおく． $W$ は，Lyapunov 関数 $V$ に定数を加え，平衡点で $0$ になるようしたものであるので，

$\frac{(:}{d\ell}\int_{\zeta\}}W(u_{1}, u_{2\backslash }u_{3})dx=\frac{d}{dt}\int_{(l}V(u_{1}, u_{2}, u\cdot,)da:\leqq 0$

となり．各初期値に対して，正の数 $C_{1}$ が存在して、$t>0$ において

$W( e\iota_{1}, u_{2}, \mathfrak{r}\iota_{3})=\int_{\Omega}\{u_{1}^{*}\Phi(\frac{u_{1}}{u_{1}}*)+u_{2}^{*}\Phi(\frac{u_{2}}{u_{2}^{*}})+\frac{u_{3}^{u}}{r}\Phi(\frac{u_{3}}{u_{\backslash {\}}}*)\}dx\leqq C_{1}.$

よって，$\Phi(s)\geqq 0$ より，各初期値に対して，正の数 $C_{2}$ が存在して，$l>0$ において

$\Vert\Phi(\frac{u_{i}(\cdot,t)}{u_{\grave{?}}}*)\Vert_{L^{A}(^{(?)}}.\leqq C_{2} (i=1.2,3)$ (9)

が成り立つ．

次に，(9) を用いて，解の $L^{\lambda}$ 脅界性を示そう．$\Phi(s)=log2$ の根で $|9>1$ なるものを $s_{0}$ とおくと，

$s>s_{0}$ のとき $\Phi(s)>\frac{s}{2}$ (10)
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となる事に注意する．$i=1$ , 2, 3および $t\geqq 0$ に対して

$\Omega_{1^{J}}^{(i.t)}=\{x\in\Omega|\frac{u_{\iota}(x,\iota)}{u_{i}}\vee>s_{0}\}, \Omega_{2}^{(jt)}=\Omega\backslash \Omega_{1}^{(\iota.t)}.$

とおく．このとき: (10) より，$i=1$ , 2, 3および $t>0$ に対して、

$\Vert u_{t}\prime(\cdot, t)\Vert_{I_{\lrcorner}^{1}(())}=u_{2}^{*}\Vert\frac{u_{i}(\cdot..i)}{c\iota_{i}^{*}}\Vert_{1_{2}^{1}(1t_{1}^{1\fbox{Error::0x0000}}} +u^{*}\backslash \Vert\frac{u_{\mathfrak{i}}(\cdot,t)}{u_{j}^{*}}\Vert_{Lt(l_{2}^{(\fbox{Error::0x0000}1)})}$

$\leqq u_{\iota}^{*}\Vert 2\Phi(\frac{u_{j}(,t)}{u_{i}’})\Vert_{L^{1}(\Omega_{t}^{(\fbox{Error::0x0000}}} \neq \iota\downarrow^{*}s_{0}|\Omega_{2}^{(j./)}|.$

よって、？ $=1.2$ , 3に対して

$\Vert u_{i}(\cdot, t)\Vert_{L^{1}(\Omega\rangle}\leqq 2u_{i}^{*}\Vert\Phi(\frac{u_{i}(\cdot,t)}{u_{7}}*)\Vert_{L^{1}((1)}+\uparrow\iota^{*},\prime s_{0}|\Omega|$

となり，(9) より，各初期値に対して．定数 $C$ が存在して，$i=1$ , 2, 3および $t>0$ に対して

$\Vert u,(_{{\}}t)\Vert_{L^{1}(\Omega)}\leqq C$

となる $|$」$i$が示された．口

3 $L^{p}$ 有界性，軌道のコンパクト性

$L^{1}$ 有界性を利用して，$L^{p}$ 有界性を証明するには，次の命題 ( $L^{p}-L^{q}$ 評価 $\rangle$ が基本的である．なお，$\zeta$ ) に関す

る条件などは前述の通りとするが，空間次元を $n$ とする (本稿の主要部分では，$n=3$ としている).

命題 3.1. $1\leqq q\leqq p\leqq\infty$ に対して，定数 $C$ が存在して，$v\in L^{q}(1f)$ に対し，

$\Vert e^{t\Delta}v\Vert_{p}\leqq C\max\{1, t^{-\frac{\prime}{2}(\frac{1}{\eta}-\frac{1}{p})}\}\Vert v\Vert_{q} (t>0)$

ただし，$\Vert\cdot\Vert_{L^{\rho}(\Omega)}$ を $\Vert\cdot\Vert_{p}$ と記している．この命題は，より一般的な設定で Rothe [7] Part Iに述べられて

いる．

この命題を用いて，Latos, Suzuki, and Yamada [4] と同様にして，以下の命題を示す事が出来る．

命題 3.2. 方程式系 (1) は，正の空間 様平衡解を持つとする．また，$0<p<\infty$ とする．このとき，

$\uparrow 1_{x、0}(X)\geqq 0,$ $u_{j.(}(\prime J^{\cdot})\not\equiv 0(i=1,2,3)$ をみたす初期値に対して，正の数 $C$ が存在し，初期値境界値問題 (1).

(2), (3) の解は，
$\Vert u_{i}(\cdot, t)\Vert_{L(\Omega)}l^{t}\leqq C (t>0, i=1,2,3)$

をみたす．

証明．$i=1$ の場合に示す．$i=2$ , 3の場合は、$u_{2}$ と $u_{3}$ を評価する順序に気をつける必要があるが，基本的に

は同様である．

方程式 (1) の第 1式と解の正値性より，

$\frac{\partial u_{1}}{\partial t}\leqq d_{1}\Delta u_{1}+\lambda-mu_{1}$
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を得る、 ここで鶏 を

$\frac{(\partial\overline{u}_{1}}{\partial t}=(d\Delta-\frac{7n}{2})\overline{u}_{1}+\lambda--\frac{\gamma n}{2}u_{J}. \frac{\dot{\zeta})_{\overline{u}_{1}}}{\partial n}|_{()If}\prime=0, \overline{u}_{\lambda}(0. \cdot\rangle=u_{1.0}(\cdot)$

の解とすると，簸大値原理 ([9] 第 5章) より $u_{1}(\alpha" t)\leqq\overline{u}_{1}(x, t)$ となる．よって，職を評価すればよい．ここ

で，$L=d_{1}\Delta-m/2$ とおくと，

$\vec{u}_{1}(\cdot, t\rangle=e^{tf_{-}}\tau\iota_{1_{\gamma}0}+\int_{0}^{t}e^{L(l-\mu)}(\lambda-\frac{?n}{2}v_{1})(s\cdot, \cdot)ds$

となる．よって．命題 3.1より，

$\Vert\overline{u}_{i}(\cdot, t)\Vert_{p}\leqq Ce m_{C}^{c}\iota x\{1, (d_{:}t)^{-\tilde{3}}(\frac{1}{r/}-\frac{/}{l^{\gamma}})\}\Vert u_{10}\Vert_{q}$

$+ \int_{(\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{t}c_{e^{-\cdot\cdot\frac{-}{o\sim}\langlet}}$

”

$S)_{\max\{],[d_{1}(t-.9)]^{-\frac{3}{2}(,)}\}} \frac{\lambda}{\}}\cdots-A\eta\Vert(\lambda-\frac{m}{2}u_{I})$ $s)\Vert_{q}ds$

(11)

を得る．(11) の右辺第 2項の被積分関数に $t-s$ の負 $r/3$がある事に注意する．(11) において，$p=r,$ $q=1$

$(\gamma\cdot\geqq 1)$ の場合を考える．このとき，$r<3$ であれば，右辺第 2項の積分は収束する．また，命題 2.1 より，$u_{1}$

の $L]$ ノルムは有界であるから，$r<3$ のとき，ある定数 $C_{1}$ が存在して，

$\Vert\overline{u}_{1} t \leqq C_{1} (t>0)$ (12)

が成り立つ．次に，不等式 (11) において $q=3/2(<3)$ とすると，(11) の積分は任意の正のに対して収束す

る．よって，銑の $L^{p}$ ノルムを職の $L^{3/2}$ ノルムで抑える嘱が出来る．よって，(12) より，任意の正の $p$ に対

して定数 $C_{2}$ が存在して，
$\Vert\overline{u}_{1}(\cdot, t)\Vert_{P}\leqq C_{2} (t>0)$

が成り立つ．口

注 3.3. 命題 3.2では，空間次元を 3としているが，一般の空問次死に対しても，式 (11) に対して同様の操作

を有限園行なう事により証明する事が出来る．

解の導関数の辞緬には，次の命題が用いられる．

命題 3.4. $c\iota\geqq 0,$ $0<p_{-\wedge}\leq q<\infty$ とする．このとき，定数 $C$ が存在し，$v\in L^{q}(\zeta)$ ) に対して，

$\Vert(-\Delta)^{(\supset}e^{t\Delta}v\Vert_{p}\leqq Cm_{t}^{I})x\{1, t^{--\frac{}{\vee Q},(\frac{1}{(\prime}--\frac{1}{J^{J}})--\alpha}\}\Vert v\Vert_{(;} (t>0)$

この命題は，Banach 空間における正期半群の生成作用素の分数巾に関する 般論 (たとえば，Pazy [6]

Cliapter 2) から導かれる．ただし，楕円型作用素の分数巾の定義域に関しては，八木 [S] 第 3章の結果を用

いる．

命題 3.2と命題 3.4を用いると，以下の命題は直ちに導かれる．ただし，$W^{1.p}(\Omega)$ は 1階の (超関数の意味

での) 導関数まで考慮した $L^{p}$ タイプの Sobolev空間である．

命懸 3.5. 方程式系 (1) は，疋の空間 $-\cdots A$様平衡解を持つとする．また，$0<p<\infty$ とする．このとき，

$u_{i.0}\langle:r)\geqq 0,$ $u_{i,0}(x)\not\equiv 0(i=1, 2, 3)$ をみたす初期値に対して、薦の数 $C$ が存在し，初期値境界値問題 (I),

(2), (3) の解は，
$\Vert u_{i}(\cdot, t)\Vert_{14^{i1}*\langle\Omega)}\leqq C (t>0, i=1, 2, 3)$

をみたす．
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次に．解およびその導関数の $L^{x}$ 有界性について述べる．今 $\Omega$ が有界で、その境界がなめらかとしているの

で．$0\leqq m<k--n/p$ の時，
$W^{k\cdot.p}(\Omega)arrow C_{B}^{\prime\iota}(\Omega)$

が連続な埋め込みとなる (Gilbarg and Trudinger [1] Chapter 7). ここで， $C_{I\}}^{rn}(\Omega)$ $\{u$ $\in$

$C^{rt}(\Omega)|u$ の $m$ 階以下の偏導関数はすべて $L^{\infty}(\Omega)$ の元}である．従って，命題 3.2 より直ちに以下

の命題を得る．

命題 3.6. 方程式系 (1) は，正の空間 ・様平衡解を持つとする．また．$0<p<\infty$ とする．このとき、

$u_{i.0}(x)\geqq 0,$ $u_{\iota.0}(x)\not\equiv 0(i=1.2,3)$ をみたす初期値に対して，正の数 $C$ が存在し、初期値境界値問題 (1),

(2), (3) の解は、
$\Vert u, (\cdot, i)\Vert_{L(fl)}\infty\leqq C (t>0, i=1,2,3)$

をみたす、

上述の議論は，解 $u$ の高階導関数に関しても適用できる．これにより，各 $u_{i}(t_{:}x\rangle$ に対して，Ascoli-Arzela

の定理を用いる事が出来て，以

命題 3.7. 方程式系 (1) は，正の空間一様平衡解を持つとする．する．このとき，$u_{i,0}(a’)\geqq 0,$ $u_{i,0}(x)\not\equiv 0$

$(i=1,2,3)$ をみたす初期値に対する初期値境界値問題 (1), (2), (3)の解 $u$ に対して，その正軌道

$\{u(\cdot, t)\in C(\overline{\Omega})^{3}|t\geqq 0\}$

は，$C(\overline{(1})^{3}$ において相対コンパクトである．

4 解の漸近挙動

ここでは，解の漸近挙動に関する定理を述べる．命題 3.7より，各解 $u$ に対して，その正軌道は相対コンパク

トであるので，その正軌道の $\omega$ 極限集合は，空ではなく，かつ不変，連結，コンパクトであり，正軌道上の各点

を吸引する (Hale [2] Chapter 3). また，式 (8) より、 $( d/dt)\int_{\Omega}V(u)$ , $u_{2:}u_{3}$ ) $dx=0$ をみたす解は，空間一様

解のみである．これらの事を考慮すると、常微分方程式系 (4) に対する議論と同様に，この正軌道の $\omega$ 極限集

合は (空間一様な) 平衡解 $u^{*}=(u_{1}^{*}, u_{2}^{*}, u_{3}^{*})$ のみからなる．以上の事から以下の定理を証明することが出来る．

定理 4.1. 方程式系 (1) は，正の空間一様平衡解 $u^{*}=(n_{1}, 煽 .! v_{3}^{*})$ を持つとする．このとき，$u_{l^{\backslash }.(}(x)\geqq 0,$

$n_{\iota.0}(x)\not\equiv 0(i=1,2,3)$ をみたす初期値に対して，初期値境界値問題 (1), (2), (3) の解 $u$ は，

$\lim_{tarrow\infty}. \Vert u(\cdot, t)-u^{*}\Vert_{L(\Omega)}\infty=0$

をみたす．
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