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1 はじめに

高木関数とは,1903年に高木貞治氏により発表された , 至る所微分不可能な
連続関数である.高木関数は,のこぎり型関数 S(x)=\displaystyle \min_{k\in \mathrm{N}}|x-k| を用いて

T(x)=\displaystyle \sum_{=J0}^{\infty}2^{-j}S(2^{j}x),

(1)

で定義される.(1) を区間 [0 ,
1 ] に制限したものを考えると,2次の \mathrm{B}‐spline関数

N_{2}(x)=\left\{\begin{array}{ll}
x & \mathrm{i}\mathrm{f} 0\leq x\leq 1,\\
2-x & \mathrm{i}\mathrm{f} 1\leq x\leq 2,\\
0 & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right.
を用いることで,

T(x)=\displaystyle \sum_{j=0}^{\infty}\sum_{k=0}^{2^{J}-1}2^{-j-1}N_{2}(2^{j+1}x-2k) (2)

と書きなおすことができる.
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1.1 一般化された高木関数

一般化された高木関数は,次の形で与えられる :

F(t, x)=\displaystyle \sum_{j=0}^{\infty}c_{j}t^{J}G($\Psi$^{j}(x)) . (3)

ここで, $\Psi$^{j} は  $\Psi$ を  j 回合成した関数,即ち, $\Psi$^{j}(x)=$\Psi$^{\mathcal{J}-1}( $\Psi$(x)) とする. G は初期
関数と呼ばれ,supp G \subset[0 ,

1 ] を満たす.いま, G(x)=N_{2}(2x) , cj=1, t=2^{-1},
 $\Psi$ を2次の Bernoulli シフト写像

 B_{2}(x)=\left\{\begin{array}{ll}
2x  & \mathrm{i}\mathrm{f} 0<x\leq\frac{1}{2}\\
2x-1 & \mathrm{i}\mathrm{f} \frac{1}{2}<x\leq 1\\
0 & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right.
ととると,高木関数 (1) の別表現

T(x)=\displaystyle \sum_{j=0}^{\infty}2^{-j}N_{2}(2B_{2}^{j}(x))
が得られる.一般化された高木関数は様々な研究が行われており,例えば次のよう
な結果が知られている.

Proposition 1.1 (M. KrüPPel, M. Yamaguti and M. Hata) 初期関数 G は Supp G \subset

[0 ,
1 ] を満たすとし, cj=1 とする.このとき,一般化された高木関数 (3) は

F(t, x)=tF(t,  $\Psi$(x))+G(x) , (t, x)\in[0, 1] \times \mathrm{R}

を満たす.

一方, cj=(j+1)^{-1} に対して,我々は以下を示した.

Proposition 1.2初期関数 Gsupp G\subset[0 ,
1 ] を満たし, c_{J}=(j+1)^{-1} とする.この

とき,一般化された高木関数 (3) は

F(t, x)=tF(t,  $\Psi$(x))-t\displaystyle \int_{0}^{1}sF(ts,  $\Psi$(x))ds+G(x) , (t, x)\in[0 ,
1 ] \times \mathrm{R}

を満たす.
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1.2 Main Results

Bernoulli シフト写像は次の形に一般化される :

B_{p}(x)=\left\{\begin{array}{l}
px \mathrm{i}\mathrm{f} 0<x\leq 1\cdot p^{-1},\\
px-1 \mathrm{i}\mathrm{f} 1\cdot p^{-1}<x\leq 2\cdot p^{-1},\\
px-2 \mathrm{i}\mathrm{f} 2\cdot p^{-1}<x\leq 3\cdot p^{-1},\\
:\\
px-(p-1) \mathrm{i}\mathrm{f} (p-1)\cdot p^{-1}<x\leq 1,\\
0 \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}.
\end{array}\right.
いま,各 p に対して初期関数を

G(x)=\displaystyle \sum_{k=0}^{p-2}g(k+1)N_{2}(px-k)
とおく.ここで,各 1\leq k\leq p-1 に対して, g(k)\in \mathrm{R} とし. g(0)=g(p)=0 と定
める. x\in[0 ,

1 ] に対して,その p 進法での表現

 x=0.$\xi$_{1}$\xi$_{2}\cdots=0+$\xi$_{1}p^{-1}+$\xi$_{2}p^{-2}+\cdots

を考え,これにより定まる列 \{$\xi$_{J}\} に対して,

D_{J}^{(p)}=\displaystyle \sum_{j=1}^{J}c_{j-1}(g($\xi$_{j}+1)-g($\xi$_{j}))
を定める. x\in[0 ,

1 ] を P 進数で展開した際に,有限小数となるものを P‐adic rational,
無限小数となるものを non p‐adic rational と呼ぶことにする. x がnon かadic rational

のとき, $\xi$_{J}\neq 0 なるようなものが  $\xi$J が無限個取れる.そこで,  $\xi$_{J_{m}^{-}}\neq 0 となる部分
列 \{J_{m}^{-}\} を考え,

r_{\overline{m}}:=c_{J_{m}^{-}-1}(2g($\xi$_{J_{m}^{-}})-g($\xi$_{J_{m}^{-}}-1)-g($\xi$_{J_{m}^{-}}+1))$\xi$_{J_{m}^{-}}
と定める. $\xi$_{J_{m}^{-}}\neq 0 であるから, g($\xi$_{J_{m}^{-}}-1) はwell‐defined である.

同様にして, x がnon P‐adic rational のとき, $\xi$_{J}\neq p-1 なるようなものが  $\xi$J が

無限個取れる.  $\xi$_{J_{m}^{+}}\neq p-1 となる部分列 \{J_{m}^{+}\} を考え,

r_{m}^{+}:=c疏‐1 (2g($\xi$_{J_{\mathfrak{m}}^{+}}+1)-g($\xi$_{J_{m}^{+}})-g($\xi$_{J_{m}^{+}}+2))($\xi$_{J_{m}^{+}}+1)
と \not\in める. $\xi$_{J_{m}^{+}}\neq p-1 て

\grave{} ある  $\delta$ 3 ら, g($\xi$_{J}++2)\#\ovalbox{\tt\small REJECT} welLdefined である.
これらをffl \mathrm{t}3 ることで, \grave{\mathrm{A}}^{f_{7}} の \not\in\ovalbox{\tt\small REJECT} $\delta$\grave{\grave{1}}^{\backslash g_{!}}\fallingdotseq_{\backslash }j|^{1} れる.
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Theorem 1.3 p\geq 2 とし, 1\leq k\leq p-1 に対して, g(k)\in \mathrm{R} と定め, g(0)=g(p)=0
とする. t=p^{-1},  $\Psi$(x)=B_{p}(x) , G(x)=\displaystyle \sum_{=0}^{p-2}g_{k+1}N_{2}(px-k) とおき,

\displaystyle \mathrm{T}(x):=F(p^{-1}, x)=\sum_{j=0}^{\infty}c_{j}p^{-j}G(B_{p}^{j}(x)) .

を考える.このとき, \mathrm{T}(x) は以下の条件の少なくとも1つを満たすとき, x\in[0 ,
1 ]

で微分不可能である :

(i) \{D_{J_{m}^{+}}^{(p)}+r_{m}^{+}\}_{m\in \mathrm{N}} が収束しない.

(ii) x がnon p‐adic rational のとき, \{D_{J^{\frac{)}{m}}}^{(p}+r_{m}^{-}\}_{m\in \mathrm{N}} が収束しない.

(iii) x がnon p‐adic rational のとき, \displaystyle \lim_{m\rightarrow\infty}(D_{J_{m}^{+}}^{(p)}+r_{m}^{+})\neq\lim_{m\rightarrow\infty}(D_{J^{\frac{)}{m}}}^{(p}+r_{m}^{-}) .

(iii) の条件の, \displaystyle \lim_{m\rightarrow\infty}(D_{J_{m}^{+}}^{(p)}+r_{m}^{+}) は右側微分係数 \displaystyle \lim_{m\rightarrow\infty}(D_{J^{\frac{)}{m}}}^{(p}+r_{m}^{-}) は左

側微分係数を表している.つまり, D_{J_{m}^{\pm}}^{(p)} と r_{m}^{\pm} という,微分係数を表す量を導入する

ことにより,微分不可能性に関する t\{\backslash []\pm\ovalbox{\tt\small REJECT} を記述することができた.
高木関数 (3) についての non \mathrm{p}‐adic rational x=0.101010 \cdot \cdot\cdot における微分不可

能性を,この定理を用いて考えてみよう.この  x に対して, J_{m}^{+}=2m, J_{m}^{-}=2m-1
であり,

D_{J_{\mathfrak{m}}^{+}}^{(2)} = \displaystyle \sum_{j=1}^{2m}(1-2$\xi$_{j})=(1-1)+\cdots+(1-1)=0 for all m\in \mathrm{N}

D_{J^{\frac{)}{m}}}^{(2} = \displaystyle \sum_{j=1}^{2m-1}(1-2$\xi$_{j})=1+(-1+1)+\cdots+(-1+1)=1 for all m\in \mathrm{N}.

さらに, r_{m}^{\pm}=2 であることがわかる.上の定理の条件 (iii) を用いることにより, T(x)
は  x=0.101010\cdots で微分不可能であることがわかる.

Lipschitz 連続である関数は離散ウェーブレットで展開することができる.また,
 T(x) は絶対連続でもあるから,超関数の意味で微分することができる.今回,我々
はHaar ウェーブレットを用いて,高木関数をウェーブレット展開し,その L^{2} ノル

ムを算出することに成功した.

Theorem 1.4 \mathcal{C}j=1, (j+1)^{-1} に対して,関数

T(x)=\displaystyle \sum_{j=0}^{\infty}c_{j}2^{-j}N_{2}(2B_{2}^{J}(x))
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は,Haar ウェーブレット $\psi$^{H} を用いて,

T(x)=\displaystyle \sum_{J\in \mathrm{Z}}\sum_{K\in \mathrm{Z}}d_{J,K}$\psi$_{J,K}^{H}(x) ,

d_{J,K}=\left\{\begin{array}{ll}
2^{-3/2J}\sum_{\prime,J^{=0}}^{J-1}c_{j}(2[\frac{K\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2^{J-j}}{2^{J-j-1}}]-1) & \mathrm{i}\mathrm{f} 0\leq j\leq J-1, K\geq 0,\\
2 J/2-1\sum_{J^{=0}}^{\infty}c_{j}2-j & \mathrm{i}\mathrm{f} J\leq-1, K=0,\\
0 & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e},
\end{array}\right. (4)

と展開できる.ここで, [x] は, x を超えない最大の整数を表す.また特に cj=(j+1)^{-1}
のとき, \displaystyle \Vert T\Vert_{L^{2}(\mathrm{R})}^{2}=\frac{1}{3}\mathrm{L}\mathrm{i}_{2}(\frac{1}{4})+(\log 2)^{2}, \displaystyle \Vert T'\Vert_{L^{2}(\mathrm{R})}^{2}=\frac{2}{3}$\pi$^{2} となる.ここで, \mathrm{L}\mathrm{i}_{s}(z)=

\displaystyle \sum_{k=1}^{\infty}\frac{z^{k}}{k^{s}} は多重対数関数と呼ばれる特殊関数である.

2 高木関数の L^{2} ノルム

ここでは,Theorem 1.4のcj =(j+1)^{-1} における, \Vert T\Vert_{L^{2}} の値を直接的に求め
てみることを考える.次の補題を準備する.

Lemma 2.1

\displaystyle \int_{0}^{1}N_{2}(2B_{2}^{j1}(x))N_{2}(2B_{2}^{J2}(x))dx = \left\{\begin{array}{l}
\frac{1}{3} (j_{1}=j_{2})\\
\frac{1}{4} (j_{1}\neq j_{2})
\end{array}\right. (5)

\displaystyle \int_{0}^{1}\frac{d}{dx}(N_{2}(2B_{2}^{j_{1}}(x)))\frac{d}{dx}(N_{2}(2B_{2}^{j_{2}}(x)))dx = \left\{\begin{array}{l}
4^{J+1}' (j_{1}=j_{2}=j)\\
0 (j_{1}\neq j_{2})
\end{array}\right. (6)

Proof まず(5) 式を計算する.

(a)j_{1}=j_{2} のとき :

\displaystyle \int_{0}^{1}N_{2}(2B_{2}^{j_{1}}(x))N_{2}(2B_{2}^{j_{1}}(x))dx = 2^{j_{1}}\displaystyle \int_{0}^{1/2^{J1}}\{N_{2}(2B_{2}^{j_{1}}(x))\}^{2}dx
= 2^{j_{1}+1}\displaystyle \int_{0}^{1/2^{\mathcal{J}1+1}}(2^{j_{1}+1}x)^{2}dx
= \displaystyle \frac{1}{3}
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(b)j_{1}\neq j_{2} のとき :i1<j_{2} とする.

\displaystyle \int_{0}^{1}N_{2}(2B_{2}^{j_{1}}(x))N_{2}(2B_{2}^{j_{2}}(x))dx = 2^{j_{1}+1}\displaystyle \int_{0}^{1/2^{j}1^{+1}}N_{2}(2B_{2}^{j_{1}}(x))N_{2}(2B_{2}^{j_{2}}(x))dx
= 2^{2_{j}} \displaystyle \int_{0}^{1/2^{j1}}xN_{2}+1(2B_{2}^{j2}(x))dx

ここで,

\displaystyle \int_{0}^{1/2^{J2}}(x+k)N_{2}(B_{2}^{j_{2}}(x))dx=\frac{1}{2^{2(j_{2}+1)}}+\frac{k}{2^{j_{2}+1}}
であるから,

\displaystyle \int_{0}^{1/2^{g_{1}+1}}xN_{2}(2B_{2}^{j_{2}}(x))dx = 2^{J}2-J1-1\displaystyle \sum_{k=0}^{-1}\int_{k/2^{J2}+1}^{(k+1)/2'2}xN_{2}+1(2B_{2}^{j_{2}}(x))dx
= 2^{J2-J1-1}\displaystyle \sum_{k=0}^{-1}\int_{0}^{1/2^{J2^{+1}}}(x+\frac{k}{2J2\prime})N_{2}(2B_{2}^{j_{2}}(x))dx
= 2^{j2-J1-1}\displaystyle \sum_{k=0}^{-1}(\frac{1}{2^{2(j_{2}+1)}}+\frac{k}{2^{2j_{2}+1}})=\frac{1}{2^{2j_{1}+4}}.

よって,

\displaystyle \int_{0}^{1}N_{2}(2B_{2}^{j1}(x))N_{2}(2B_{2}^{j_{2}}(x))dx = 22jĨ +2 \displaystyle \int0
 1/2^{g_{1}+1}xN_{2}(2B_{2}^{j_{2}}(x))dx

= 2^{2j_{1}+2}\displaystyle \frac{1}{2^{2j_{1}+4}}
= \displaystyle \frac{1}{4}

を得る.Haar ウェーブレットは

$\psi$^{H}(x)=\left\{\begin{array}{l}
1 (0\leq x<\frac{1}{2}) ,\\
-1 (\frac{1}{2}\leq x<1) ,\\
0 \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right.
L^{2}(\mathrm{R})
と \not\in_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\Rightarrow} のさ \mathrm{j}\mathrm{E}\%\dot{\mathrm{E}}_{-4\geq}^{\frac{\text{ウ}}{$\lambda$^{\nearrow\backslash }}\mathrm{g}\mathrm{g}}\llcorner

れるエ -

とブfレf る

\grave{}ノ
\grave{}

.ト ま $\gamma$_{\infty}.,6\mathrm{g}\mathrm{F}^{t}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathscr{X}\text{の_{}/\mathrm{u}\backslash }\not\in$\Phi$^{-}で \#\mathscr{X}_{iD}^{J}\text{を^{\vee}}るとの\not\in_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\{$\psi$^{H}(2^{j}\cdot-k)}^{\Rightarrow \text{カ_{}1}\text{ら$\psi$^{}H}-2^{J/2}}\dot{4}^{k}\prime,|j, k\in \mathrm{Z} } t\ovalbox{\tt\small REJECT}

\displaystyle \frac{d}{dx}N_{2}(x)=$\psi$^{H}(2x)
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となるから,(6) 式については,

\displaystyle \int_{0}^{1}\frac{d}{dx}(N_{2}(2B_{2}^{j_{1}}(x)))\frac{d}{dx}(N_{2}(2B_{2}^{J2}(x)))dx
= \displaystyle \int_{0}\sum_{k_{1}=0}^{12^{J1}-1}2^{j_{1}+1}$\psi$^{H}(2^{j_{1}}x-k_{1})\sum_{k_{2}=0}^{2^{J2}-1}2^{j_{2}+1}$\psi$^{H}(2^{j_{2}}x-k_{2})
= \displaystyle \int_{0}k_{1}
= \displaystyle \sum_{k_{1}=0}^{2^{J1}-1}\sum_{k_{2}=0}^{2^{J2}-1}2^{j_{1}/2+$\gamma$_{2}/2+2}\int_{0}^{1}$\psi$_{j_{1},k_{1}}^{H}(x)$\psi$_{j_{2},k_{2}}^{H}(x)dx
= \displaystyle \sum_{k_{1}=0}^{2^{J1}-1}\sum_{k_{2}=0}^{2^{J2}-1}2^{\mathcal{J}1/2+J2/2+2}$\delta$_{j_{1,J2}}$\delta$_{k_{1},k_{2}}=\left\{\begin{array}{l}
4^{j+1} (j_{1}=j_{2}=j)\\
0 (j_{1}\neq j_{2})
\end{array}\right.

さて,このLemmaを用いると,

\Vert T\Vert_{L^{2}}^{2} = \displaystyle \int_{\mathrm{R}}\mathrm{C}\sum_{0}\frac{1}{2^{j_{1}}(j_{1}+1)}N_{2}(2B_{2}^{j_{1}}(x)))(\sum_{j_{2}=0}^{\infty}\frac{1}{2^{j2}(j_{2}+1)}N_{2}(2B_{2}^{j_{2}}(x)))dx
= \displaystyle \sum_{j=0}^{\infty}\frac{1}{4J\prime(j+1)^{2}}\int_{0}^{1}(N_{2}(2B_{2}^{j}(x)))^{2}dx

+\displaystyle \sum_{j_{1}\neq j_{2}}\frac{1}{2^{j_{1}+j_{2}}(j_{1}+1)(j_{2}+1)}\int_{0}^{1}(N_{2}(2B_{2}^{j1}(x)))(N_{2}(2B_{2}^{j2}(x)))dx
= \displaystyle \frac{1}{3}\sum_{j=0}^{\infty}\frac{1}{4^{j}(j+1)^{2}}+\frac{1}{4}\sum_{j_{1}\neq j_{2}}\frac{1}{2J1+J2(j_{1}+1)(j_{2}+1)}
= \displaystyle \frac{1}{3}\sum_{j=0}^{\infty}\frac{1}{4^{j}(j+1)^{2}}+\frac{1}{4}\sum_{j_{1}=0}^{\infty}\frac{1}{2J1(j_{1}+1)}(\sum_{j_{2}=0}^{\infty}\frac{1}{2^{j2}(j_{2}+1)}-\frac{1}{2^{j_{1}}(j_{1}+1)})
= \displaystyle \frac{1}{3}\sum_{j=0}^{\infty}\frac{1}{4^{j}(J+1)^{2}}+\frac{1}{4}(_{J}\sum_{=0}^{\infty}\frac{1}{2^{j}(j+1)})^{2}
= \displaystyle \frac{1}{3}\mathrm{L}\mathrm{i}_{2}(\frac{1}{4})+(\log 2)^{2}
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同様にして,

\Vert T'\Vert_{L^{2}}^{2} = \displaystyle \int_{\mathrm{R}}(_{J1}\sum_{=0}^{\infty}\frac{1}{2^{j1}(j_{1}+1)}\frac{d}{dx}N_{2}(2B_{2}^{j_{1}}(x)))(\sum_{j_{2}=0}^{\infty}\frac{1}{2^{j_{2}}(j_{2}+1)}\frac{d}{dx}N_{2}(2B_{2}^{J2}(x)))dx
= \displaystyle \sum_{j=0}^{\infty}\frac{1}{4^{J}\prime(j+1)^{2}}\int_{0}^{1}(N_{2}(2B_{2}^{j}(x)))^{2}dx

+\displaystyle \sum_{jj_{1}\neq 2}\frac{1}{2^{j_{1}+j_{2}}(j_{1}+1)(j_{2}+1)}\int_{0}^{1}\frac{d}{dx}(N_{2}(2B_{2}^{j_{1}}(x)))\frac{d}{dx}(N_{2}(2B_{2}^{j_{2}}(x)))dx
= \displaystyle \sum_{\dot{j}=0}^{\infty}\frac{1}{4^{j}(j+1)^{2}}4^{g+1}=\frac{2}{3}$\pi$^{2}

を得る.[7] では, T の L^{2} ノルムの値を,離散ウェーブレットやFourier 解析の手法
を用いて値を求めた.しかし,上にあるように,実際に直接的に求めることも可能
である.Theorem 1.3とTheorem 1.4を始めとした詳細や証明については,投稿中の
論文 [7] をお待ちください.
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