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1 Introduction

対称空間内の部分多様体論において , (完備連結な ) 全測地的部分多様体の分類は

最も基本的な問題の1つであり,古くから研究されている.例えば,

\bullet Wolf :階数1対称空間内の全測地的部分多様体の分類 ([13, 14

\bullet Klein: 階数2対称空間内の極大全測地的部分多様体の分類 ([5, 6, 7, 8

などがある.しかしながら,極大な場合に限っても,その分類は一般には難しい問
題である (実際,階数2対称空間の場合に極大全測地的部分多様体の分類が完成し
たのも最近のことである). 階数が3以上の対称空間に対しては,全測地的部分多
様体の分類は,現時点では完成には程遠いと思われる.

そこで我々は 「非コンパクト型」 対称空間内の全測地的 「曲面」 の分類問題に

着目した.よく知られているように,対称空間内の全測地的部分多様体は何らかの
全測地的曲面を常に含むため,初めに全測地的曲面の分類を行うことで,その結果
を元にして一般の全測地的部分多様体の分類を行うという応用が期待できる.ま

た,全測地的部分多様体は対称空間の双対性によって保たれることから,コンパク
ト非コンパクトのいずれの場合で考えてもよいが 非コンパクト型の場合には岩

澤分解や巾零群の理論が使える (このような観点からのアプローチは,先行研究の
多くが 「コンパクト型」 対称空間内の 「極大」 全測地的部分多様体を扱っている

ことと非常に対照的である).
一方で,対称空間内の全測地的部分多様体は Lie triple system と呼ばれる部分

空間に対応する.  M=G/K を非コンパクト型対称空間とし, \mathfrak{g}=\mathrm{f}\oplus \mathfrak{p} を対応す
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るCartan 分解とする.このとき, T_{o}M は \mathfrak{p} と自然に同一視される (0 は G/K の

原点).

定義1.1. 部分空間  $\Sigma$\subset \mathfrak{p} がLie triple system であるとは, [[ $\Sigma$,  $\Sigma$],  $\Sigma$]\subset $\Sigma$ が成り

立つこと.

定理1.2 (cf: [1], [3]). 次の2つに対応が存在する:

(i)  M 内の点 0 を通る全測地的部分多様体 M',

(ii) \mathfrak{p} 内の Lie triple system  $\Sigma$.

以上より,非コンパクト型対称空間内の非平坦全測地的曲面を分類するために
は,非可換2次元 Lie triple system を分類すればよい.したがって,非平坦全測地
的曲面の分類は代数的な議論に帰着される.

本稿の構成は次のとおりである.第2節では,AI 型対称空間 \mathrm{S}\mathrm{L}(n, \mathbb{R})/\mathrm{S}\mathrm{O}(n)
内の非平坦全測地的曲面に関して,それらが然るべき巾零行列と対応することを述
べ,それを用いて n=3 , 4の場合に明示的に非平坦全測地的曲面の分類を与える.

第3節では,第2節で述べた全測地的曲面と巾零行列との対応を,一般の非コン
パクト型対称空間の場合に拡張する.さらに,非コンパクト型対称空間内の全測地
的曲面の例をいくつか紹介する.第4節では,第3節で述べた主結果を応用して,
Hermite 対称空間内の複素全測地的曲面の分類について述べる.

本稿は主に広島大学の田丸博士氏,奥田隆幸氏との共同研究に基づく.また,研
究集会で発表の機会を与えてくださった山田拓身氏,発表の際に有益な助言をくだ
さった田崎博之氏,田中真紀子氏はこの場を借りて感謝を申し上げる.

2 AI 型対称空間内の全測地的曲面

ここでは,AI 型の非コンパクト型対称空間 \mathrm{S}\mathrm{L}(n, \mathbb{R})/\mathrm{S}\mathrm{O}(n) 内の非平坦全測地

的曲面に関して得られた結果を述べる. \mathrm{S}\mathrm{L}(n,\mathbb{R})/\mathrm{S}\mathrm{O}(n) は階数の n-1 の対称空

間であり,階数の高い対称空間の中では扱いやすく,また一般の対称空間について
研究する際の雛形となる.

前節で述べたように,非平坦全測地的曲面は \mathfrak{p} 内の非可換2次元Lie triple system

に対応する.ここで,Lie 代数 \mathfrak{g}=\mathfrak{s} 【(n, \mathbb{R}) の場合を考えると,

\mathrm{f}:=0(n)=\{X\in \mathfrak{g}|{}^{t}X=-X\},
\mathfrak{p}:=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{0}(n, \mathbb{R})=\{X\in \mathfrak{g}|{}^{t}X=X\}

とおくことで Cartan 分解 \mathfrak{g}=\not\in\oplus \mathfrak{p} が得られる.このとき, \mathfrak{p} 内の2次元 Lie

triple system はさらに然るべき巾零行列に対応する.

定理2.1 ([2]). 狭義上三角行列 X(\neq 0) が次の条件を満たすとする:
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(C1) [X, X]\in\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(a_{1}, \ldots, a_{n})\in \mathfrak{g}|a_{1}\geq\cdots\geq a_{n}\},

(C2) \exists c>0\mathrm{s}.\mathrm{t}. [[X, {}^{t}X], X]=cX.

このとき, $\Sigma$_{X}:=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathrm{R}}\{[X, {}^{t}X], X+{}^{t}X\} はSym(n, \mathbb{R} ) 内の非可換2次元 Lie

triple system である.逆に \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{0}(n, \mathbb{R}) 内の任意の非可換2次元 Lie triple system
は共役を除いて上記の構成によって得られる.

証明 (概略). (C2) を満たす X に対して, $\Sigma$_{X} がSym(n, \mathbb{R} ) 内の非可換2次元 Lie

triple system であることは直接計算すればよいので,逆を証明する.
任意に非可換2次元 Lie triple system  $\Sigma$=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathrm{R}}\{V, W\}\subset \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{0}(n, \mathbb{R}) をとる.

ただし, \{V, W\} は正規直交基底とする.このとき V は対称行列なので,線型代数
の一般論 (対称行列の対角化) から,直交行列 k\in \mathrm{O}(n) が存在して

H :=kVk^{-1}\in\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(a_{1}, \ldots, a_{n})\in \mathfrak{g}|a_{1}\geq\cdots\geq a_{n}\}

が成り立つ.そこで Y:=kWk^{-1} とおくと, Y は対称行列なので,対角行列 D と

狭義上三角行列 X が存在して,

Y=X+D+{}^{t}X

が成り立つ.このとき \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathrm{R}}\{H, Y\} が非可換2次元 Lie triple system であること

から, x\neq 0 や D=0 が従う.また H の条件から X が(C1), (C2) を満たすこ

とや,
 $\Sigma$\cong \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathrm{R}}\{H, Y\}=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathrm{R}}\{[X, {}^{t}X], X+{}^{t}X\}=$\Sigma$_{X}

が得られる.口

上記の定理は,1対1の対応までは与えていない (実際,少なくとも X は定数倍

の自由度を許している). そこで, \mathrm{S}\mathrm{L}(n, \mathbb{R})/\mathrm{S}\mathrm{O}(n) 内の全測地的曲面を分類するた

めには,次の手順を踏むことになる:

(Step 1) 条件 (C1), (C2) を満たす X を分類する,

(Step 2) 得られる Lie triple system $\Sigma$_{X} を共役の下で分類する.

我々は n=3 , 4の場合に, \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{0}(n, \mathbb{R}) 内の非可換2次元 Lie triple system を明示

的に分類した.以下, \mathfrak{p}=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{0}(n, \mathbb{R}) 上の内積を \langleX,  Y\rangle:=\mathrm{t}\mathrm{r}(XY) で定める.

命題2.2 ([2]). \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{0}(3, \mathbb{R}) 内の非可換2次元 Lie triple system は次のいずれかと
共役である:

(1) \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathrm{R}}\{\left(1 & 0 & -1\right), \left(1 & 1\right)\},
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(2) spanR \{\left(1 & 0 & -1\right) , \left(1 & \mathrm{l}1 & 1\right)\}.
また,対応する全測地的曲面の曲率はそれぞれ -2, -1/2 である.

命題2.3 ([2]). \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}^{0}(4, \mathbb{R}) 内の非可換2次元 Lie triple system は次のいずれかと

共役である:

(1) spanR \{\left(1 & 0 & 0 & -1\right), \left(1 & 1\right)\},
(2) spanR \{\left(1 & 1 & -1 & -1\right), \left(1 & 1 & 1 & 1\right)\},
(3) \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathrm{R}}\{\left(1 & 0 & 0 & -1\right), \left(1 & 11 & 1\right)\}
(4) \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathrm{R}}\{\left(3 & 1 & -1 & -3\right), \left(\text{轟} & \sqrt{3}2 & 2\sqrt{3} & \sqrt{3}\right)\}.
また,対応する全測地的曲面の曲率はそれぞれ -2, -1, -1/2, -1/5 である.

系2.4. \mathrm{S}\mathrm{L}(n,\mathbb{R})/\mathrm{S}\mathrm{O}(n) 内の非平坦全測地的曲面の個数は,等長的合同を除いて,

(1) n=3 のとき2 l固,

(2) n=4 のとき4(固.

注意2.5. n=3 の場合は,Klein による階数2対称空間内の極大全測地的部分多

様体の分類から得ることもできるが,今回の結果はそれを用いず,線型代数の議論
だけで得られたものである.また n=4 (rank =3) の場合は,これまで知られてい
なかった結果と思われる.
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3 対称空間内の全測地的曲面

ここでは,前節で述べた \mathrm{S}\mathrm{L}(n, \mathbb{R})/\mathrm{S}\mathrm{O}(n) に関する結果が,一般の非コンパクト
型対称空間 M=G/K に対しても成り立つことを述べる.また,その結果から得
られる全測地的曲面の例をいくつか紹介する.

まずいくつか記号を準備する. M=G/K を階数 r の(既約とは限らない) 非

コンパクト型対称空間とし,引き続き \mathfrak{g}= $ \oplus \mathfrak{p} をCartan分解とする.対応する

Cartan 対合を  $\theta$ : \mathfrak{g}\rightarrow \mathfrak{g}, \mathfrak{g} のKilling 形式を B : \mathfrak{g}\times \mathfrak{g}\rightarrow \mathbb{R} とし, \mathfrak{g} の内積を

\langleX,  Y\rangle=-B(X,  $\theta$ Y)(X, Y\in \mathfrak{g}) で定義する.また T_{o}M\cong \mathfrak{p} の内積を \langle , ) |_{\mathfrak{p}\times \mathfrak{p}} に

正規化する.

極大可換部分空間 a\subset \mathfrak{p} を固定し, a^{*} を a の双対空間とする.各  $\alpha$\in$\alpha$^{*} に対

して,
\mathfrak{g}_{ $\alpha$} :=\{X\in \mathfrak{g}|\mathrm{a}\mathrm{d}(H)X= $\alpha$(H)X(\forall H\in a)\}

とおく.  $\alpha$\neq 0, \mathfrak{g}_{ $\alpha$}\neq 0 のとき,  $\alpha$ を制限ルートという.制限ルート全体の集合を
\triangle

, 正ルート全体の集合を \triangle^{+} で表す.このとき,

\displaystyle \mathfrak{n}:=\bigoplus_{ $\alpha$\in\triangle+}\mathfrak{g}_{ $\alpha$}
とおくと, \mathfrak{n} は \mathfrak{g} の巾零 Lie 代数である.また, \triangle^{+} に関する単純ルート全体を

 $\Lambda$=\{$\alpha$_{1}, . . . , $\alpha$_{r}\} で表す.このとき,基本 Weyl 領域を

\mathfrak{a}^{+}:=\{H\in a|$\alpha$_{i}(H)\geq 0(\forall$\alpha$_{i}\in \mathrm{A})\}

で定める.

次が本稿の主結果の1つである.

定理3.1 ([9]). X\in \mathfrak{n}\backslash \{0\} が次の条件を満たすとする:

(C1) [ $\theta$ X, X]\in \mathfrak{a}^{+},

(C2) \exists c>0 s.t. [[ $\theta$ X, X], X]=cX.

このとき, $\Sigma$_{X} : = spanR \{[X, {}^{t}X], X+{}^{t}X\} は \mathfrak{p} 内の非可換2次元 Lie triple system
である.逆に \mathfrak{p} 内の任意の非可換2次元 Lie triple system は,共役を除いて上記
の構成によって得られる.

証明. \mathrm{S}\mathrm{L}(n, \mathbb{R})/\mathrm{S}\mathrm{O}(n) の場合の議論を,一般の制限ルート系で行えばよい.詳細は
[9]を参照.口

ここでは,上記の定理から得られる非可換2次元 Lie triple system の例をいく

つか紹介する.以下,各  $\beta$\in\triangle^{+} に対して, E_{ $\beta$}\in \mathfrak{g}_{ $\beta$} を単位ベクトルとし,ルートベ
クトルを H_{ $\beta$}(=[ $\theta$ E_{ $\beta$}, E_{ $\beta$}]) で表す.
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命題3.2. $\beta$_{1} ,
. . .

, $\beta$_{k}\in\triangle^{+} 及び c_{1} ,
. . .

, c_{k}\in \mathbb{R}\backslash \{0\} が次の条件を満たすとする:

(0) \forall i, j\in\{1, . . . , k\}, i\neq j\Rightarrow$\beta$_{i}-$\beta$_{j}\not\in\triangle\cup\{0\},

(1) \forall $\alpha$\in $\Lambda$,  $\alpha$(\displaystyle \sum(i_{i}^{2}H_{$\beta$_{i}})\geq 0,

(2) \exists c>0\mathrm{s}.\mathrm{t}. \forall j\in\{1, . . . , k\}, $\beta$_{j}(\displaystyle \sum c_{i}^{2}H_{$\beta$_{i}})=c.

このとき, X :=\displaystyle \sum c_{i}E_{$\beta$_{i}} とおくと, $\Sigma$_{X} は \mathfrak{p} 内の任意の非可換2次元 Lie triple

system である.さらに,対応する全測地的曲面の断面曲率は -c/\displaystyle \sum c_{i}^{2}.

証明.条件 (0) によって, [ $\theta$ X, X]=\displaystyle \sum c_{i}^{2}H_{$\beta$_{i}} が成り立つ.このとき,条件 (1), (2)
はそれぞれ定理3.1の条件 (C1), (C2) の言い換えである. \square 

例3.3. M=\mathrm{S}\mathrm{L}(4, \mathbb{R})/\mathrm{S}\mathrm{O}(4) , \triangle=\mathrm{A}_{3} の場合を考える.単純ルートを  $\Lambda$=

\{$\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, $\alpha$_{3}\} とする.このとき,次の X から得られる $\Sigma$_{X} は非可換2次元 Lie

triple system.

(1) X=E_{ $\alpha$+$\alpha$_{2}+$\alpha$_{3}}1,

(2) X=E_{ $\alpha$ 1+ $\alpha$}2+E_{ $\alpha$+$\alpha$_{3}}2,

(3) X=\sqrt{2}E_{$\alpha$_{1}+ $\alpha$ 2}+\sqrt{2}E_{ $\alpha$ 3},

(4) X=\sqrt{3}E_{$\alpha$_{1}}+2E_{ $\alpha$ 2}+\sqrt{3}E_{ $\alpha$ 3}.

注意3.4. 上記の X から得られる Lie triple system は,命題2.3で挙げた例にそ
れぞれ対応している.

例3.5. M=G_{2}^{2}/\mathrm{S}\mathrm{O}(4) , \triangle=G2 の場合を考える.単純ルートを  $\Lambda$=\{$\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}\}
(|$\alpha$_{1}|<|$\alpha$_{2}|) とする.このとき,次の X から得られる $\Sigma$_{X} は非可換2次元 Lie

triple system.

(1) X=E_{3 $\alpha$ 2+2 $\alpha$ 2},

(2) X=\sqrt{3}E_{2$\alpha$_{1}+ $\alpha$ 2},

(3) X=\sqrt{2}E_{ $\alpha$ 2}+\sqrt{2}E_{3 $\alpha$ 1+ $\alpha$ 2},

(4) x=\sqrt{3}E_{ $\alpha$ 1+1+2} $\alpha$ 2^{+E_{3 $\alpha$}} $\alpha$,

(5) X=3\sqrt{2}E_{$\alpha$_{1}}+\sqrt{10}E_{ $\alpha$}2^{\cdot}

例3.6. M=(\mathbb{R}\mathrm{H}^{2})^{r}, \triangle=(\mathrm{A}_{1})^{r} の場合を考える.単純ルートを  $\Lambda$=\{$\alpha$_{1}, . . . , $\alpha$_{r}\}
とする.このとき,各 k\in\{1, . . . , r\} に対して, X=E_{ $\alpha$ 1}+\cdots+E_{ $\alpha$}k から得られる

$\Sigma$_{X} は非可換2次元 Lie triple system である.さらに,対応する全測地的曲面の曲
率はすべて異なる.
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4 Hermite 対称空間内の全測地的複素曲線

ここでは既約 Hemite 対称空間内の全測地的複素曲線,すなわち,複素構造で保
たれる全測地的実曲面の分類について述べる.自然に,全測地的複素曲線の分類問
題は 「匹不変な実2次元Lie triple system」 の分類に帰着される.

まず必要な記号を準備する. M=G/K を階数 r の非コンパクト型既約Hermite

対称空間とし, M の複素構造を J で表す.このとき, J=\mathrm{a}\mathrm{d}(Z)|_{\mathfrak{p}} を満たす

z\in c(\mathrm{e}) が符号を除いて一意に存在する (以下, Z を固定する). また, M の制限

ルート系 \triangle は

\mathrm{C}_{r}:=\{\pm($\epsilon$_{i}\pm$\epsilon$_{j})|1\leq i<j\leq r\}\cup\{\pm 2$\epsilon$_{i}|1\leq i\leq r\},
BC. :=\{\pm($\epsilon$_{i}\pm$\epsilon$_{j})|1\leq i<j\leq r\}\cup\{\pm$\epsilon$_{i}, \pm 2$\epsilon$_{i}|1\leq i\leq r\}

のいずれかである.このとき, \{2$\epsilon$_{1}, . . . , 2$\epsilon$_{r}\} に関して,次が成り立つことが知られ
ている:

\bullet \{2$\epsilon$_{1}, . . . , 2$\epsilon$_{r}\} はstrongly orthogonal であり,各ルートの長さは等しい.

各 2$\epsilon$_{i} の重複度は1, すなわち, \dim \mathfrak{g}_{2$\epsilon$_{i}}=1.

\bullet J\mathfrak{a}=\oplus(1- $\theta$)\mathfrak{g}_{2$\epsilon$_{i}}.

よって,次が容易に従う.

命題4.1. a\oplus(\oplus(1- $\theta$)\mathfrak{g}_{2$\epsilon$_{i}}) は J‐不変な実 2r 次元の Lie triple sysytem であり,
対応する全測地的部分多様体は (\mathbb{C}\mathrm{H}^{1})^{r}.

注意4.2. ここで,上記の正則はめ込み  $\varphi$:(\mathbb{C}\mathrm{H}^{1})^{r}\rightarrow M をHermann map と呼

ぶ([12]). また (\mathbb{C}\mathrm{H}^{1})^{r} は[10] では Helgason product と呼ばれている.

よって M 内の全測地的複素曲線を分類するためには, (\mathbb{C}\mathrm{H}^{1})^{\mathrm{r}} 内の全測地的複

素曲線を分類すればよく,したがって, a\oplus(\oplus(1- $\theta$)\mathfrak{g}_{2$\epsilon$_{i}}) 内の J‐不変な実2次元
Lie triple system の分類問題に帰着される.

ここで JH_{2$\epsilon$_{i}}\in(1- $\theta$)\mathfrak{g}_{2\in i} が成り立つので, JH_{2$\epsilon$_{i}}=C(1- $\theta$)E_{i} (ただし C>0)
を満たす単位ベクトル E_{i}\in \mathfrak{g}_{2\in i} をとる.次が本稿の主結果 (全測地的複素曲線の
分類) である.

定理4.3 ([9]). 各 k\in\{1, . . . , r\} に対して, X:=E_{1}+\cdots+E_{k} とおくと, $\Sigma$_{X}:=

\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathrm{R}}\{[ $\theta$ X, X], (1- $\theta$)X\} は \mathfrak{p} 内の J‐不変な実2次元 Lie triple system である.

逆に \mathfrak{p} 内の 」‐不変な実2次元 Lie triple system は,共役を除いてこの構成によっ
て得られる.
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証明 (概略). 各 X=E_{1}+\cdots+E_{k} に対して, $\Sigma$_{X} が」‐不変な実2次元 Lie triple

system であることは直接計算すればよい(Lie triple system になることは既に例3.6

で見ている) ので,逆を証明する.
任意に  $\Sigma$ を \mathfrak{p} 内の匹不変な実2次元 Lie triple system をとる.定理3.1より,

条件 (C1), (C2) を満たす X\in \mathfrak{n} が存在して,  $\Sigma$\cong$\Sigma$_{X} が成り立つ.また上記の

議論から, X\in\oplus \mathfrak{g}_{2$\epsilon$_{i}} が成り立つ.以上の条件を踏まえると,ある k が存在して,
X=E_{1}+\cdots+E_{k} (の定数倍) が得られる. \square 

注意4.4. X=E_{1}+\cdots+E_{k} に対応する全測地的複素曲線は次で与えられる:各
k に対して, $\iota$_{k} を

$\iota$_{k}:\mathbb{C}\mathrm{H}^{1}\rightarrow(\mathbb{C}\mathrm{H}^{1})^{r}:z\mapsto(z, .., z,0,\ldots 0)\tilde{k}.\check{r-k}�

で定めたとき,  $\varphi$ 0$\iota$_{k}(\mathbb{C}\mathrm{H}^{1}) (ここで, 0 は M の原点,  $\varphi$:(\mathbb{C}\mathrm{H}^{1})^{r}\rightarrow M はHermann

map である).

各 k\in\{1, . .., r\} に対して, X:=E_{1}+\cdots+E_{k} から得られる全測地的複素曲線

の曲率は互いに異なるので,次が従う.

系4.5 ([9]). 階数 r の既約 Hermite 対称空間内の全測地的複素曲線は,共役を除
いてちょうど r 個存在する.

注意4.6. Ihara, Satake によって,各Hermite 対称空間に対して,極大全測地的複
素部分多様体は分類されている ([4, 11, 12 したがって,全測地的複素曲線を分
類する上で,それぞれのHermite対称空間に対して極大全測地的複素部分多様体
の系列を順に調べるという方法をとることもできる.しかし今回の我々の結果は,
そのような方針ではなく,定理3.1を応用することで,Hermite対称空間の分類に
よらない統一的な証明を与えたというものである.
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