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1. 序

リーマン多様体内の等質部分多様体の分類問題は 部分多様体論において基本的な問題
の一つである.例えば 部分多様体の余次元が1の場合 すなわち等質超曲面に対しては

古典的にも多くの結果があり,特にユークリッド空間 \mathbb{R}^{n} (Levi‐Civita, Segre), 球面 S^{n}

(Hsiang‐Lawson), 複素射影空間 \mathbb{C}P^{n} (高木), 一般のコンパクト型対称空間 (Kollross),
複素双曲空間 \mathbb{C}H^{n} (Berndt‐田丸) などのリーマン対称空間の場合には分類が与えられて
いる (詳しくは例えば[6] やその中のリファレンスを参照). 等質部分多様体は様々な幾
何学的性質を持つ部分多様体の豊富な具体例を提供する.

一方で,シンプレクティック多様体内のラグランジュ部分多様体は,シンプレクティッ
ク幾何において1つの重要な役割を演じる部分多様体である.幾つかの等質ラグラン

ジュ部分多様体は,シンプレクティック幾何においてもよい具体例を提供し,ラグラン
ジュ交叉理論やハミルトン体積最小性問題と言った文脈において詳しく調べられてい

る([1], [19], [20], [21], [26], [32] など).
ラグランジュ部分多様体はシンプレクティック幾何的な対象であるが 本稿では主に

Kähler 多様体内で考える. (M,  $\omega$, J) を複素 n 次元の Kahler 多様体とする.ここで,  $\omega$ は

Kähler 形式,」は複素構造である.  M の部分多様体 L がラグランジュ部分多様体である

とは,  $\omega$|_{L}=0 かつ \dim L=n となることを言う.また, L がAut (M,  $\omega$, J) の連結閉部分

群 H の軌道として得られるとき,等質と呼ぶ.本稿における基本的な問題意識は,特定
のKahler 多様体内の等質ラグランジュ部分多様体の構成および分類である.

1章では,等質ラグランジュ部分多様体の一般的な性質や分類問題について,一般の
シンプレクティック多様体およびコンパクトKiler多様体内において知られている結

果について簡単に述べる.2章では,非コンパクト型のエルミート対称空間内のコンパ
クト等質ラグランジュ部分多様体について述べる.3章では, \mathbb{C}H^{n} 内で,岩澤分解の可
解部分の閉部分群作用を用いて,非コンパクト等質ラグランジュ部分多様体を構成し,
部分的な分類を与えた結果を紹介する.

なお,2,3章の内容は,橋永貴弘氏 (北九州高専) との共同研究 [17] に基づくものである.

1.1. シンプレクティック多様体内のラグランジュ軌道

始めに,一般のシンプレクティック多様体において,ラグランジュ軌道がどのようにし
て捉えられるかを説明する.記号の準備も兼ねて,基本的なことも復習する.

M を実 2n 次元のシンプレクティック多様体とし,  $\omega$ をシンプレクティック形式とす

る.本稿では,常に  M は連結であると仮定する. G を連結リー群とし,そのリー環を \mathfrak{g},

\mathfrak{g} の双対を \mathfrak{g}^{*} と書く. G が M に滑らかに作用するとする. G の各元が M に  $\omega$ を保つ微

分同相写像として作用する場合に,  G へ M をシンプレクティック作用と呼ぶ.さらに

シンプレクティック作用がハミルトン作用であるとは,写像

 $\mu$:M\rightarrow \mathfrak{g}^{*}

であって,次を満たすものが存在することを言う:
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(i) 任意の X\in \mathfrak{g} に対して,関数 $\mu$^{X}:M\rightarrow \mathbb{R} を  $\mu$X(p): =\langle $\mu$(p) , X) と定める.そのと

き, $\mu$^{X} は  d$\mu$^{X}=i_{X^{-}} $\omega$ を満たす.ここで, \tilde{X} は X の基本ベクトル場であり, i は内

部積を表す.

(ii) 任意の g\in G に対して,  $\mu$\circ g=\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(g)\circ  $\mu$ が成り立つ.

写像  $\mu$ のことを運動量写像と呼ぶ.一般に,  G‐作用に関する運動量写像は一意的ではな

い.事実, c\in[\mathfrak{g}, \mathfrak{g}]^{0}:=\{c\in \mathfrak{g}^{*};c([\mathfrak{g}, \mathfrak{g}])=0\} をとれば,  $\mu$+c は別の運動量写像である.

しかし例えば, G が半単純であれば,運動量写像は一意的であることがわかる.運動量
写像に関する一般的な事柄に関しては,[2] などを参照.

M 内の部分多様体 L は  $\omega$| L = 0を満たすとき,イソトロピックと呼ばれる.もし, L

がイソトロピックであれば, \dim L\leq n が分かる. \dim L=n となるとき,イソトロピッ
ク部分多様体はラグランジュ部分多様体と呼ばれる.

以下, G が M にハミルトン的に作用すると仮定する. G‐軌道として得られるラグラ

ンジュ部分多様体を考える.まず, \mathfrak{g}^{*} の中心を b(\mathfrak{g}^{*}):=\{ $\alpha$\in \mathfrak{g}^{*};\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(g) $\alpha$= $\alpha$\forall g\in G\}
と定義すると,レベルセット $\mu$^{-1} (c)が G 不変であるために必要十分条件は, \mathcal{C}\in \mathfrak{z}(\mathfrak{g}^{*}) と

なることであることに注意する.

補題1. L を M の G‐不変なイソトロピック部分多様体とすると,あるc \in 3 (\mathfrak{g}*) が存在

して, L\subset$\mu$^{-1}(\mathrm{c}) が成り立つ.

特に,ラグランジュ軌道は次のように捉えることができる:

補題2(cf. [26]). (M, $\omega$) をシンプレクティック多様体とする.また,連結リー群 G が M

にハミルトン的に作用しているとし,その運動量写像を  $\mu$ :  M\rightarrow \mathfrak{g}^{*} とする. \mathcal{O}_{p}=G\cdot p
を p\in M を通る G‐軌道とするとき,以下が成り立つ :

(i) \mathcal{O}_{p} がイソトロピックとなるための必要十分条件は,ある c\in 3(\mathfrak{g}^{*}) に対し, \mathcal{O}_{p}\subseteq
$\mu$^{-1}(c) となることである.

(ii) \mathcal{O}_{\mathrm{p}} がラグランジュであるための必要十分条件は,任意の q\in \mathcal{O}_{p} に対して \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}d$\mu$_{q}=
T_{q}\mathcal{O}_{p} , すなわち, \mathcal{O}_{p} が  $\mu$‐1(c)の開部分集合になることである.特に,  G‐作用が

proper な作用なら,ラグランジュ軌道 \mathcal{O}_{p} は $\mu$^{-1}(\mathrm{c}) の連結成分に一致する.

一般に,完備連結リーマン多様体の等長変換群の閉部分群作用はproperであること
に注意する.

例3. M=\mathbb{C}^{n} とし, T^{1}:=\{e^{\sqrt{-1} $\theta$}Id_{n}; $\theta$\in[0, 2 $\pi$]\} を考える. T^{1}‐作用はハミルトン的で

あり,その運動量写像は  $\mu$(z)=-\displaystyle \frac{1}{2}|z|^{2} である.また,3 (\mathrm{t}^{*})=\mathrm{t}^{*}\simeq \mathbb{R}. T^{1}‐軌道はすべて

イソトロピック軌道であり, $\mu$^{-1}(-c)=S^{2n-1}(\sqrt{2c}) (ここで, c>0) のいずれかに含ま
れる.

T^{n} :=\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(e^{\sqrt{-1}$\theta$_{1}}, \ldots, e^{\sqrt{-1}$\theta$_{n}});$\theta$_{i}\in[0, 2 $\pi$]\forall i\} を考えると, T^{n} の \mathbb{C}^{n} への作用はハ

ミルトン的であり,その運動量写像は  $\mu$(z_{1}, \displaystyle \ldots, z_{n})=-\frac{1}{2}(|z_{1}|^{2}, \ldots, |z_{n}|^{2}) である. T^{n_{-}}

軌道はすべてイソトロピックであり,特に主軌道はラグランジュである.実際,正則値
c\in \mathrm{t}^{*} に対し, $\mu$^{-1}(c)=T^{n}\cdot p である.

一般に M^{2n} を H^{1}(M, \mathbb{R})=\{0\} (例えば, M が単連結) となるシンプレクティック多様

体とすると, k‐次元トーラス T^{k} の M への作用は,ハミルトン作用になる [2].
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また,可換群 G が M にハミルトン的に作用すると, [\mathfrak{g}, \mathfrak{g}]=\{0\} なので,3 (\mathfrak{g}^{*})=\mathfrak{g}^{*} と

なり,すべての G‐軌道はイソトロピックである.逆に効果的な G‐作用に対し,すべて
の G‐軌道がイソトロピックになるならば, G は可換群であることも証明できる([2] の

Proposition III.2.12).

一方で,運動量写像の像や $\mu$^{-1}(c) の連結性に関しては,コンパクト性の仮定のもと,
Kirwan によって次の一般的な結果が知られている:

定理4 ([23], cf. [26]). M をコンパクトシンプレクティック多様体とし,コンパクト連
結リー群 G が M にハミルトン的に作用するとする.このとき,
(1) 各 c\in\partial(\mathfrak{g}^{*}) に対して, $\mu$^{-1}(\mathrm{c}) は M 内の連結部分集合になる.

(2) G の極大トーラスを T とし,そのリー環を \mathrm{t}, \mathrm{t} の正の Weyl 領域を \mathrm{t}+ と書く.このと

き,  $\mu$(M)\cap \mathrm{t}_{+}\uparrow \mathrm{f}\mathfrak{g}^{*} 内の連結コンパクトな凸集合になる.

以下,ハミルトン G‐作用がラグランジュ軌道を持つと仮定する.もし, G‐作用がproper
な作用であれば,ラグランジュ軌道の近傍の幾何学は,スライスを用いて記述できる.ラ
グランジュ G‐軌道 \mathcal{O}_{p}:=G\cdot p に対し,その固定部分群を Gp とかき,そのリー代数を \mathfrak{g}_{p}

とかく.今, G‐作用はproper な作用なので,固定部分群 Gp はコンパクトであることに

注意する. \mathcal{O}_{p} の余接束 T^{*}\mathcal{O}_{p} を等質ファイバー束

Y:=G\times G_{\mathrm{p}}(\mathfrak{g}/\mathfrak{g}_{p})^{*}\rightarrow \mathcal{O}_{p}

と同一視し ( \mathcal{O}_{p} は 0 切断として埋め込まれる), Y 上に T^{*}\mathcal{O}_{p} 上の標準的なシンプレク

ティック構造  $\tau$ を誘導する.Gp はコンパクトだから,直和分解 \mathfrak{g}=\mathfrak{g}_{p}\oplus \mathrm{m} が成り立つよ

うにGp‐不変部分空間 \mathrm{m} を定義する.また,この直和分解に応じて,同型  j:(\mathfrak{g}/\mathfrak{g}_{p})^{*}\rightarrow \mathrm{m}^{*}\sim
を定義しておく.このとき,次が成り立つ 1.

定理5 (cf. [3]). (M, $\omega$) をシンプレクティック多様体, G\cap M をproper なハミルトン

作用とする.また, \mathcal{O}_{p}:=G\cdot p がラグランジュ軌道であると仮定する.このとき, \mathcal{O}_{p}
の M 内での G‐不変近傍 U と Y 内の 0 切断の G‐不変近傍 W

, および G‐同変な微分同相

 $\phi$ :  U\rightarrow W で,  $\phi$* $\tau$= $\omega$ かつ  $\phi$ \mathrm{o}i'=i を満たすものが存在する.ここで, i:\mathcal{O}_{p}\rightarrow U,
i':\mathcal{O}_{p}\rightarrow W である.

さらに, Y 上の G‐作用の運動量写像は,

\tilde{ $\mu$}([g, v]):=\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(g)(j(v))

で与えられる.

Y の G‐不変近傍 W を十分小さくとれば, W 内の G‐軌道に関して, \dim(G\cdot[e, v])\geq
\dim(G\cdot[e, 0])=\dim \mathcal{O}_{\mathrm{p}} とできる.よって補題2より, W 内の G‐軌道 G\cdot[e, v] がラグラ

ンジュであるための必要十分条件は, \tilde{ $\mu$}([e, v])=j(v)\in\partial(\mathfrak{g}^{*})\Leftrightarrow v\in \mathrm{m}^{*}\cap\partial(\mathfrak{g}^{*}) であ

る.よって一般には, \dim(\mathrm{m}^{*}\cap 3(\mathfrak{g}^{*})) だけのラグランジュ軌道が W\simeq U 内に存在する

(より精密には[9] を参照). 特に, G が半単純の場合は,3 (\mathfrak{g}^{*})=\{0\} となるので, W 内で

ラグランジュ軌道は 0‐切断のみである.もしさらに, M がコンパクトで G がコンパク

ト半単純なら,補題2と定理4により,ラグランジュ軌道は M 内で一意的であることが

わかる.逆に,孤立したラグランジュ軌道を持つハミルトン作用は,次のようにして特
徴付けられる :

1定理5は,シンプレクティックスライス定理の特別な場合 (G‐軌道がラグランジュである場合) である.
一般的な記述については [3] を参照.
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定理6 ([4] , [9]). G をreductive なリー群とし,連結なシンプレクティック多様体 M に

proper かつハミルトン的に作用するとする.また, G‐作用はラグランジュ軌道 \mathcal{O}_{p}=G\cdot p
を持つと仮定する.このとき,ラグランジュ軌道 \mathcal{O}_{p} が孤立している (すなわち, \mathcal{O}_{p} のあ

る G‐不変近傍 U で U 内のラグランジュ軌道は \mathcal{O}_{p} のみであるものが存在する) ための必

要十分条件は, G の半単純な閉リー部分群 G' で, \mathcal{O}_{p}=G'\cdot p となるものが存在すること
である.

次の命題は,regular(主軌道または例外軌道) なラグランジュ軌道を考える際に有用で
ある (以下の証明は本質的にPacini[31] による):

命題7(cf. [31]). M を連結シンプレクティック多様体とし,連結リー群 G の M への

作用は proper かつ効果的なシンプレクティック作用であると仮定する.このとき,も
し G‐作用がregular なラグランジュ軌道 \mathcal{O} を持つならば,任意の p\in M^{reg} :=\{p\in

 M;G\cdot p はregular な軌道} に対し, P における固定部分群は有限群になる.従って特に,
\dim_{\mathbb{R}}G=n=\dim_{\mathbb{C}}M.

証明. G が M にproper に作用するので,  $\omega$ に両立する  G‐不変概複素構造 J が存在する

[3]. 従って, (M,  $\omega$, J) はalmost Kahler 構造と仮定してよい.また, g
. ) := $\omega$  J\cdot ) に

よって  G‐不変リーマン計量を定義する. p\in M^{reg} を1つ固定し, p における固定部分群

をHp とかく.また,そのリー環を \mathfrak{h} とかく. \mathcal{O}=G\cdot p\simeq G/H_{p} をラグランジュ軌道と

すると, J によって線形同型 T_{p}^{\perp}\mathcal{O}\simeq T_{p}\mathcal{O} \simeq \mathfrak{g} /りが成り立つ (ここで, T_{\mathrm{p}}^{\perp}\mathcal{O} は法空間).
T_{p}^{\perp}\mathcal{O} と T_{p}\mathcal{O} には,それぞれスライス表現と線形イソトロピー表現を通じてHp が作用

するが,線形同型 T_{p}^{\perp}\mathcal{O}\simeq T_{p}\mathcal{O} はHp‐同変になることに注意する.
今, \mathcal{O} が主軌道であると仮定する.このとき,スライス表現は自明表現になるから,

線形イソトロピー表現も自明である.一方,イソトロピー表現は \mathfrak{g} /り上の随伴表現
Ad:Hp \rightarrow GL( \mathfrak{g} /り) と同値だから,その微分 ad: \mathfrak{h}\rightarrow \mathfrak{g} 【 (\mathfrak{g}/\mathfrak{h}) も自明である.よって, \mathfrak{h}
は \mathfrak{g} のイデアルになり,Hp の単位連結成分 H_{p}^{0} は G の正規部分群である.従って,すべ
ての q\in M^{p_{J}ri} に対し, q における固定部分群の単位連結成分 H_{q}^{0} は H_{p}^{0} に一致する. M^{pri}

は M の中で開かつ稠密なので,実際は,すべての点 q\in M で H_{p}^{0} が H_{q}^{0} の部分群である

ことがわかる.つまり,H啄の元はすべての q\in M を固定し, G‐作用が効果的であれば,

H_{p}^{0}=\{Id\} であり,特に Hp は有限群になる.

次に, \mathcal{O}=G/H_{p}', が例外軌道であるとする.このとき, H_{p}',/H_{p} は有限群である. \mathcal{O} の

近傍を,等質ファイバー束 G\times H_{\mathrm{p}}', (\mathfrak{g}/\mathfrak{h}') と同一視すると, H_{p}', は \mathfrak{g} / \mathfrak{h}
� に有限群として作

用しているにすぎないので, H_{p}^{\prime 0}, は \mathfrak{g}/\mathfrak{h}' に自明に作用する.よって,先ほど同様, H_{p}^{;0},
は G の正規部分群になるが, H_{p}^{\prime 0}, =H_{p}^{0} なので,先と同様の議論により,結論が得られ
る 口

系8(cf. [31]). M, G を命題7の通りとする.このとき,

\mathcal{L}(M, G):= {p\in M^{reg};G\cdot p はラグランジュ軌道}

は,空集合であるかまたは実次元 n+\dim 3(\mathfrak{g}^{*}) の M の滑らかな部分多様体になる.

証明. \mathcal{L}(M, G) が空集合でなければ,命題7より, \dim G=n である.よって,すべてのイ
ソトロピック G‐軌道はラグランジュであるので,補題2より, \mathcal{L}(M, G)=$\mu$_{reg}^{-1}(3(\mathfrak{g}^{*})) に

なる.ここで, $\mu$_{reg} は  $\mu$ の  M^{reg} への制限である.一方 命題7より,任意の p\in M^{reg} にお
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いて \mathfrak{g}_{p}=\{0\} だから, $\mu$_{reg} : M^{reg}\rightarrow \mathfrak{g}^{*} は沈め込みとなるので, \mathcal{L}(M, G) = $\mu$商 ( $\delta$(\mathfrak{g}^{*}))
は次元 n+\dim 3(\mathfrak{g}^{*}) の部分多様体になる.口

例9. M^{2n} を正の Ricci 曲率を持つコンパクトKahler‐Einstein 多様体とする.この場合,
M は単連結である (cf. [31]). もし, n‐次元実トーラス T^{n} が M に正則等長的かつ効果

的に作用するとすると,それはハミルトン作用であり,regular な軌道はすべてラグラン
ジュになる (cf. 例3および[15]). 特に, \mathcal{L}(M, G)=M^{reg} . さらに,極小なラグランジュ
軌道が一意的に存在する (以下,1.2節参照).

regular なラグランジュ軌道が現れるその他の例を,3章で構成する.
また,命題7から,固定部分群 Hp の単位連結成分が非自明であるようなラグランジュ

軌道 \mathcal{O}=G\cdot p\simeq G/H_{p} は一般に特異軌道として現れることがわかる.

1.2. コンパクトKähler‐Einstein 多様体内のコンパクト等質ラグランジュ部分多様体

以下,シンプレクティック多様体の1つの典型例を与えるKähler多様体を考える. こ

の節では,特に断らない限り M はコンパクトなKahler 多様体と仮定する.  $\omega$ を  M の

Kähler 形式, J を複素構造とする.また,  $\omega$ ) =g(J\cdot, ) によって, M 上にリーマン計

量9を定める.また,リー群 G は M の正則等長変換群 Aut (M,  $\omega$, J) の連結コンパクト

な部分群とし, M にハミルトン的に作用すると仮定する2.
Kähler 多様体内でラグランジュ軌道を持つ G‐作用を考えよう.ラグランジュ軌道の

存在については,Bedulli‐Gori によって次の結果が知られている:

定理10 ([4]). M をコンパクトなKähler 多様体で h^{1,1}(M)=1 を満たすものとする.ま

た, G を等長変換群の連結コンパクトな部分群とし, M にハミルトン的に作用すると仮

定する.このとき, G‐作用がラグランジュ軌道を持つための必要十分条件は, G の複素

化G \mathbb{C} が M 内で開 Stein 軌道を持つことである.

必要であることは次のようにしてわかる. p 欧 M を通る G‐軌道 \mathcal{O} がラグランジュ軌道

であれば,ラグランジュという条件,あるいは同値な条件として, T_{p}M=T_{p}\mathcal{O}\oplus JT_{p}\mathcal{O} と

いう直交直和が成り立つことから, G^{\mathbb{C}}‐軌道が開であることおよび, G の p における固定

部分群 Gp の複素化 G_{p}^{\mathbb{C}} が G^{\mathbb{C}} の p における固定部分群になることがわかる.特に,松島の
定理 [27] によって, p を通る G^{\mathbb{C}}‐軌道 G^{\mathbb{C}}\cdot p\simeq G^{\mathbb{C}}/G_{p}^{\mathbb{C}} はStein になる. h^{1,1}(M)=1 とい

う仮定は,この逆を示すのに必要になる.また 小平の埋め込み定理により, h^{1,1}(M)=1
を満たすコンパクトKähler 多様体 M は射影多様体である.例えば,コンパクト型既約
エルミート対称空間はこの仮定を満たしている. h^{1,1}(M)>1 の場合には,開Stein軌道
を持っていても,ラグランジュ軌道を持たない例が存在する ([4]).

以下, Gr-M がラグランジュ軌道を持つと仮定する.ラグランジュ軌道の外在的性質

について知られている結果を述べる.この節の残りは, M をコンパクトKähler‐Einstein

多様体で正の Ricci 曲率を持つものと仮定する.すなわち,ある定数 C>0 が存在して,
M のRicci 形式 p が  $\rho$= C $\omega$ を満たすとする.このとき,  G の M への作用はハミルトン

的であり,標準的な運動量写像 $\mu$_{can}:M\rightarrow ずは

\displaystyle \{$\mu$_{can}(p) , X) :=-\frac{1}{2C}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(J\tilde{X})_{\mathrm{p}} (1)

2一般にシンプレクティック作用に対し,運動量写像の存在には注意が必要である. M, G を上の通り
とする場合には,G‐作用がハミルトン的であるための必要十分条件は, G が M のAlbanese トーラス

に自明に作用することである(cf. [4| ).
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によって与えられる ([13], [33\mathrm{D}^{3} . ここで,標準的と言っているのは, $\mu$_{can} が \triangle$\mu$_{can}^{X}=
2C$\mu$_{can}^{X} , あるいは,

\displaystyle \int_{M}$\mu$_{can}^{X}$\omega$^{n}=0
を満たす運動量写像として取っているためである(詳しくは,[13], [31] を参照).

$\mu$_{can} の定義から,一般に G‐不変なラグランジュ部分多様体 L の平均曲率ベクトル H

に対し,
 $\omega$(H,\tilde{X})_{p}=-C$\mu$_{can}^{X}(p) for X\in \mathfrak{g}, p\in L

となることが簡単な計算でわかる.特に,ラグランジュ軌道の極小性 (平均曲率 0) は次

のようにして特徴付けられる :

命題11 ([4\mathrm{D}\cdot G ‐作用がラグランジュ軌道 \mathcal{O} を持つとする.このとき, \mathcal{O} が極小である

ための必要十分条件は, $\mu$_{can}(\mathcal{O})=0 となることである4.

例えば, G が半単純なら,(一意的な) ラグランジュ G‐軌道は  $\mu$読 (0) に含まれるので,
存在すれば必ず極小である.

また,コンパクト性の仮定のもとでは,ラグランジュ  G‐軌道 \mathcal{O} が $\mu$_{can}^{-1}(0) に含まれる

なら, \mathcal{O}=$\mu$_{\mathrm{c}an}^{-1}(0) であることが分かる (cf. 1.1節). つまり, G‐軌道のうち極小なラグラ
ンジュ G‐軌道は,それが存在すれば,一意的である.言い換えると,

系12 ([4]). M をコンパクトKahler‐Einstein 多様体とし,コンパクト連結リー群 G が

M に正則等長変換として作用するとする.このとき, G‐作用は高々 1つの極小ラグラン
ジュ G‐軌道を持つ.

一方,極小ラグランジュ軌道の存在については,次の結果が知られている:

定理13 (cf. [31]). M をコンパクトKahler‐Einstein 多様体で正の Ricci 曲率を持っも

のと仮定する.また, G を M の等長変換群の閉部分群とし, G‐作用がregular なラグラ

ンジュ軌道を持つと仮定する.このとき,極小なラグランジュ G‐軌道が存在する.

この定理の主張は,コンパクト性の仮定がないと一般に成り立たない.例えば, M=\mathbb{C}^{n}

なら,コンパクト軌道は極小になり得ないし, M=\mathbb{C}H^{n} においては,すべての(regular
な ) ラグランジュ軌道が極小にならない非コンパクト群作用も存在する (ただし,非コン
パクト群作用でもコンパクトの場合と同じような状況になっている場合もある.いず

れの場合も,3章の定理22を参照).
なお,一般に Kahler 多様体内のコンパクトなラグランジュ軌道は常に,ハミルトン極

小,すなわち,ハミルトン変形のもとでの体積汎関数の第一変分の臨界点になる.ハミ
ルトン極小性や Kähler 多様体内のラグランジュ部分多様体の幾何学については,大仁
田によるサーベイ [30] が参考になる.

3一般に M がKffiJer 多様体であれば, $\mu$' : M\rightarrow \mathfrak{g}^{*} を \langle$\mu$'(p),X\rangle :=-\displaystyle \frac{1}{2}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(J\tilde{X})_{\mathrm{p}} となるように定義

すれば,  $\mu$ �は  G‐同変であり, d$\mu$^{rX}=p(\tilde{X}, \cdot) が成り立つ ([33]). 従って, M がコンパクトでなくとも,
Ricci‐平坦でない \mathrm{K} ähler‐Einstein 多様体であれば,(1) 式は正則等長変換群の連結閉部分群 G の M へ

の運動量写像を与える.
4これは,極小なラグランジュ軌道上の点は,標準的な運動量写像の2乗ノルム関数 ||$\mu$_{\mathrm{c}a}司 |^{2} の最小値に
到達する点である,と解釈することもできる(cf. [4]). しかし,一般に逆は成り立たない.一方で,コン
パクト \mathrm{K}乞hler 多様体上のハミルトン作用 GnM に対し, ||$\mu$_{can}||^{2} の最大値を与える点を通る G‐軌道
は複素部分多様体になることが知られている Í16].
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1.3. 分類定理

まず,等質ラグランジュ部分多様体を改めて定義しておく:

定義1. Kahler 多様体 M 内の部分多様体 L が等質であるとは,Kähler 多様体の自己同
型群 \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M, $\omega$, J) の連結閉部分群の軌道として得られることを言う.もしさらに, H が

コンパクト群として取れるなら, L=H\cdot p をコンパクト等質と呼ぶ.

特定の Kahler 多様体 M 内の等質ラグランジュ部分多様体の分類に関しては, M が

複素射影空間 \mathbb{C}P^{n} (Bedulli‐Gori [4]) と複素二次超曲面 Q_{n}(\mathbb{C})\simeq\tilde{G}_{2}(\mathbb{R}^{n+2}) (Ma‐Ohnita
[26]) の場合にそれぞれ結果が知られている.現状として,分類に関して確立された方法
があるわけではなく,それぞれ独立な分類方法が取られている.いずれにしても,ラグ
ランジュ軌道を持つ群作用がどのようにして得られるかが問題である.これらの分類
について簡単に触れておく.

階数1のコンパクト型エルミート対称空間である複素射影空間 \mathbb{C}P^{n} は,応用上重要
な対象である.連結コンパクトリー群 G が \mathbb{C}Pn に正則等長的に作用するとする.その
作用はいつでもハミルトン作用である (前節参照). また,定理10により, G‐作用がラグ

ランジュ軌道を持つことは,その複素化 G^{\mathbb{C}} が開Stein軌道を持つことと同値である.一

方,簡単な議論により,複素連結リー群 G^{\mathbb{C}} の \mathbb{C} Pn への作用が開かつ稠密な軌道を持つ

ことは, G^{\mathbb{C}}\times GL(1) の \mathbb{C}n+1 への作用が \mathbb{C}n+1内で開かつ稠密な軌道を持つことと同値
であることがわかる.作用によって決まる G^{\mathbb{C}}\times GL(1) の \mathbb{C}^{n+1} 上へのユニタリ表現を

 $\rho$ とかくと,これは,組(G\mathbb{C}\times GL(l),  $\rho$ , \mathbb{C}^{n+1} ) が概均質ペクトル空間になることと同値

である.従って, \mathbb{C}P^{n} 内でラグランジュ軌道を持つ G 作用の分類は,概均質ベクトル空
間 (G^{\mathbb{C}}\times GL(1), p, \mathbb{C}^{n+1}) であって, \mathbb{C}P^{n} 内で開 \mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{G}^{\mathbb{C}}‐軌道を持つものの分類に帰着
される.開Stein 軌道を持つという条件は,ちょうど[34] の意味で正則な概均質ベクト
ル空間であることに対応している (cf. [34], Remark 26). 概均質ベクトル空間は,佐藤
木村 [34] によって分類されており,これを用いて,Bedulli‐Gori は, G が単純リー群であ

る場合に, \mathbb{C}P^{n} 内にラグランジュ軌道を持つ正則等長変換群の作用をすべて決定し,そ
の詳細を与えた:

定理14 (cf. [4]). 連結コンパクト単純リー群 G の \mathbb{C}Pn に正則等長的な作用で,ラグラ
ンジュ軌道を持つものは21種類存在する.

この作用の具体的な表示については,[4] を参照して頂きたい.なお,コンパクト単純
リー群の作用なので,これらの作用で得られるラグランジュ軌道は一意的で,かつ極小
である.

階数2のコンパクト型エルミート対称空間である複素二次超曲面  Q_{n}(\mathbb{C})\simeq G_{2}(\mathbb{R}^{n+2})\simeq
 SO(n+2)/SO(2)\times SO(n) 内へのラグランジュはめ込みの典型的な例は,ガウス写像
によって得られる.すなわち, L を単位超球面 S^{n+1}(1)\subset \mathbb{R}^{n+2} 内の超曲面とすると, L

の \mathbb{R}n+2 内における法空間を対応させるガウス写像

\mathcal{G}:L\rightarrow\tilde{G}_{2}(\mathbb{R}^{n+2}) , p\mapsto \mathrm{p}\wedge $\nu$(p)

は向きづけられた二平面実グラスマン多様体 G2 (\mathbb{R}^{n+2}) 内へのラグランジュはめ込みを

与える.ここで, \mathrm{P} は p\in L\subset \mathbb{R}^{n+2} における位置ベクトルであり,  $\nu$ は  L の S^{n+1}(1) 内
における (向きづけられた)単位法ベクトルである.
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N が S^{n+1}(1) 内の等質超曲面,すなわち, SO(n+2) の連結閉部分群 G が N に推移的

に作用するなら, G はガウス像 L:=\mathcal{G}(N) にも推移的に作用する.すなわち, L は Q_{n}(\mathbb{C})
内の等質ラグランジュ部分多様体である. S^{n+1}(1) 内の等質超曲面は,Hsiang‐Lawson
によって分類されており,階数2のリーマン対称空間のイソトロピー表現の主軌道とし
て得られる.これにより, Q_{n}(\mathrm{C}) 内の等質ラグランジュ部分多様体の豊富な具体例が得
られる.その上で Ma‐Ohnita は,次を示した.

定理15 ([26]). Q_{n}(\mathbb{C}) 内のコンパクト等質ラグランジュ部分多様体は, S^{n+1}(1) 内の等

質超曲面のガウス像か,そのコンパクト等質ラグランジュ部分多様体からなるラグラン
ジュ変形として得られる.

もう少し正確に述べると,まず,Hsiang‐Lawson およびAsohによるSn+1(1)上への余
等質性1作用の分類を用いることで, Q_{n}(\mathbb{C}) 内のコンパクト等質ラグランジュ部分多様
体 L は,ある階数2のコンパクト型リーマン対称対 (U, K) が存在して,そのイソトロ
ピー表現から自然に誘導される作用 K へ Q_{n}(\mathbb{C}) の軌道として実現できることが分か

る.従って,階数2のリーマン対称空間のイソトロピー表現からくる作用のラグランジュ
軌道を考えればよく,もし,$* の中心3 (\mathrm{f}^{*}) が自明なら, K\cap Q_{n}(\mathbb{C}) に付随するラグラ

ンジュ軌道は一意的で,それは K へ S^{n+1}(1) に付随する等質超曲面のガウス像に他な

らない.他方,  $\delta$ (e
* )が自明でない作用は4種類存在し,各作用に対し,ラグランジュ軌道

の1変数族が得られる.この1変数族の中には,ガウス像として得られるラグランジュ
軌道は一意的に存在する (標準的な運動量写像の零点に対応する). 詳細は [26] やサーベ

イ[30] を参照して頂きたい.

ところで,一般にコンパクト等質ラグランジュ部分多様体はハミルトン極小であるが,
ガウス写像については,次の定理が成り立つ :

定理16 (cf. [11]). ガウス写像 \mathcal{G} がハミルトン極小ならば,それは極小である5.

従って特に,超球面内の等質超曲面のガウス像は Q_{n}(\mathbb{C}) 内ですべて極小になる.さら

には, Q_{n}(\mathbb{C}) 内の極小等質ラグランジュ部分多様体は等質超曲面のガウス像としてのみ
得られることもわかる [26]. なお,等質超曲面のガウス写像の極小性は,始めB. Palmer

によって,等型超曲面のガウス写像の極小性として示された事実である(cf. [30]). Q_{n}(\mathbb{C})
内の等質ラグランジュ部分多様体に関する最近の進展については,[19] や[30] を参照し
て頂きたい.

2. 非コンパクト型エルミート対称空間内のコンパクト等質ラグランジュ

部分多様体

以上の結果は,主に Kähler 多様体がコンパクトの場合に成り立つことであった.以下で

は,非コンパクトかつ負のRicci曲率を持つ多様体の典型例である複素双曲空間 \mathbb{C}H^{n} の

場合に,等質ラグランジュ部分多様体の分類について調べた幾つかの結果を紹介する.
詳細は論文 [17] を参照していただきたい.

始めに,エルミート対称空間に関する基本的な事実について述べる.より詳しくは,
リーマン幾何については [18], シンプレクティック幾何については [2] などを参照して頂
きたい.

5この定理は,最初 BPalmer によって部分的に示され,Draper‐McIntosh が一般の場合を示した.なお,
この結果は�geodesic Gauss map� にまで拡張されている [11].
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G を連結リー群とし, \mathrm{g} をそのリー環, \mathfrak{g}^{*} を \mathfrak{g} の双対とする.  $\lambda$\in \mathfrak{g}^{*} に対し,  $\lambda$ を通る

 G の余随伴軌道を \mathcal{O}_{ $\lambda$}:=\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(G)\cdot $\lambda$ とする.任意の  $\lambda$\in \mathfrak{g}^{*} に対し, \mathcal{O} $\lambda$ 上には,次のよう
な  G 不変シンプレクティック形式 \tilde{ $\omega$} が定義できる:

\tilde{ $\omega$}_{ $\nu$}(\tilde{X},\tilde{Y}):=\langle $\nu$, [X, Y (2)

ここで,  $\nu$\in \mathcal{O}_{ $\lambda$}, X, Y\in \mathfrak{g}, \overline{X} は G‐作用によって生成されれる \mathcal{O}_{ $\lambda$} 上の X に関する基

本ベクトル場である.式(2) によって定義されるシンプレクティック構造をKirillov‐
Kostant‐Souriau のシンプレクティック構造と呼ぶ. G の \mathcal{O} $\lambda$ 上への自然な作用はハミ

ルトン作用になり,その運動量写像はinclusion  $\mu$ : \mathcal{O}_{ $\lambda$}\rightarrow \mathfrak{g}^{*} で与えられる.

以下, \mathfrak{g} 上に \mathrm{A}\mathrm{d}(G)‐不変な非退化二次形式 B が存在すると仮定する.これは例えば,
G がコンパクトであるか,もしくは半単純であればいつでも成り立つことに注意する.
B が \mathfrak{g} 上で非退化なので,写像 X\mapsto B(X, \cdot) によって,同一視 \mathfrak{g}\simeq \mathfrak{g}^{*} が得られる.こ

の同一視のもとでは, \mathcal{O}_{ $\lambda$}\subset \mathfrak{g}^{*} は随伴軌道 \mathcal{O}_{X}:=\mathrm{A}\mathrm{d}(G)\cdot X\subset \mathfrak{g} に対応する.ここで,
 $\lambda$=B(X, \cdot) である.軌道 \mathcal{O}_{ $\lambda$}\simeq \mathcal{O}_{X} を等質空問 G/G_{ $\lambda$} (ここで G_{ $\lambda$} は  $\lambda$ における固定部分
群) と同一視すれば, G のG/G  $\lambda$ 上への自然な左作用に関する運動量写像  $\mu$:G/G_{ $\lambda$}\rightarrow \mathfrak{g}^{*}
は,

 $\mu$([g])=\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(g) $\lambda$=B(\mathrm{A}\mathrm{d}(g)X, \cdot)

と書けることになる.ただし,  $\mu$([e])= $\lambda$=B(X, \cdot) である.

H を G の連結閉部分群とし, \mathfrak{h} をそのリー環とする.そのとき, H のG/G  $\lambda$ 上への作

用は再びハミルトン作用であり,運動量写像  $\mu$_{H}:G/G_{ $\lambda$}\rightarrow \mathfrak{h}^{*} は次で与えられる:

$\mu$_{H}([g])=\mathrm{p}\mathrm{r}_{\mathfrak{h}^{*}}\mathrm{o} $\mu$([g])=B(\mathrm{A}\mathrm{d}(g) $\zeta$, \cdot)|_{\mathfrak{h}} , (3)

ここで, \mathrm{p}\mathrm{r}_{\mathfrak{h}^{*}} は \mathfrak{h}^{*} 上への標準的な射影である.
G がコンパクト半単純リー群の場合には,(余) 随伴軌道は一般化された旗多様体と呼

ばれる.この場合には,Kirillov‐Kostant‐Souriau のシンプレクティック形式は,ある複
素構造に関して,Kahler 形式を定める (例えばSection 8 in [8] を参照). 特に,コンパク
ト型のエルミート対称空間はこのようにして得ることができる.

以下, M=G/K を連結な非コンパクト型のエルミート対称空間, (G, K) を対応する

エルミート対称対とする. G と K のリー代数をそれぞれ \mathfrak{g}, \mathrm{k} とかく.ここで, \mathfrak{g} は非

コンパクト半単純リー代数である. (\mathfrak{g},  $\theta$) を (G, K) に対する直交対称リー代数とし,  $\theta$

による \mathfrak{g} のCartan 分解を \mathfrak{g}=\mathrm{e}\oplus \mathfrak{p} とする. \mathfrak{g} 上の Killing‐Cartan 形式 B を用いて, \mathfrak{g}

上に内積 \langle, \rangle を \langleX,  Y) :=-B(X,  $\theta$ Y) , X, Y\in \mathfrak{g} によって定める. \langle, \rangle の \mathfrak{p} への制限は,
\mathfrak{p} 上の \mathrm{A}\mathrm{d}_{G}(K)‐不変内積を定め,これによって, M 上の G‐不変リーマン計量を定める.

M=G/K はエルミート対称空間なので, K は1次元の中心 C(K) を持つ. C(K) のリー

代数を \mathrm{c}(\mathrm{e}) とかく.  $\zeta$\in \mathrm{c}(\not\in) を J_{o}:=\mathrm{a}\mathrm{d}( $\zeta$)|_{\mathfrak{p}} が M 上の標準的な G‐不変複素構造 J を定

めるように取る.また,  $\omega$ ) :=g(J\cdot, ) と定める.このとき, ( $\omega$, J) は M 上の Kähler 構

造であり,特に M は単連結で非正の断面曲率をもつKähler‐Einstein 多様体になる.

 $\zeta$ の双対を  $\lambda$_{0}:=B( $\zeta$, \cdot)\in \mathfrak{g}^{*} で定め, $\lambda$_{0} を通る余随伴軌道 \mathcal{O}_{$\lambda$_{\text{。}}}=\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(G)$\lambda$_{0} を考

えると,  $\zeta$ は \mathrm{c}(\not\in) の元だから, $\lambda$_{0} における固定部分群は K であり, \mathcal{O}_{ $\lambda$}。 \simeq G/K という

同一視ができる. \mathcal{O}_{ $\lambda$}。上にはKirillov‐Kostant‐Souriau のシンプレクテイック形式 \tilde{ $\omega$} が

92



定義されていたが,今の場合, \tilde{ $\omega$} と  $\omega$ は \mathcal{O}_{$\lambda$_{\text{。}}}\simeq G/K の同一視のもと一致する.実際
X,Y\in T_{ $\lambda$ 0}\mathcal{O}_{$\lambda$_{0}}\simeq \mathfrak{p} に対して,

$\omega$_{o}(X, Y)=-B(J_{o}X,  $\theta$ Y)=B([ $\zeta$, X], Y)=B( $\zeta$, [X, Y])=\tilde{ $\omega$}_{$\lambda$_{0}}(X, Y)

となる.よって,非コンパクト型のエルミート対称空間 M を \mathcal{O}_{ $\lambda$}。と同一視することで,
上述の余随伴軌道に関するシンプレクティック幾何を適用することができる.特に, G

の M への作用 (およびその部分群の作用) はハミルトン作用であり,運動量写像は,一
般に (3) 式で表すことができる(非平坦なKähler‐Einstein 多様体なので,(1) 式を用いる

こともできる).
一方,McDuff [28] の結果により,任意の非コンパクト型エルミート対称空間 M に対

して 大域 Darboux の定理が成り立つことが知られている.すなわち, M は標準的なシ

ンプレクティックベクトル空間 \mathbb{R}^{2n}\simeq \mathbb{C}^{n}\mathrm{t}_{\llcorner}' シンプレクティック微分同相になる.より

詳しく,Deltour によって,次のことが示されている:

定理17 (Theorem 4.1 in [10]). M=G/K\simeq G\cdot$\lambda$_{0} を非コンパクト型エルミート対称

空間とし, \mathfrak{g}=\mathrm{f}\oplus \mathfrak{p} をCartan 分解とする.そのとき, K 同変な微分同相写像  $\phi$ :  M\rightarrow \mathfrak{p}
であって  $\phi$^{*}$\omega$_{o}= $\omega$ を満たすものが存在する.ここで,  K は \mathfrak{p} にイソトロピー表現を通
じて作用する.

この定理は,実際は Deltour によってさらに一般化されていることに注意しておく

([10]).
\mathrm{e}* を非退化二次形式 {, ) |_{f} によって,$ と同一視する. K\cap \mathfrak{p} はハミルトン作用であり,

運動量写像 \tilde{ $\mu$}_{K} : \mathfrak{p}\rightarrow \mathrm{e}^{*}\simeq\not\in は次で与えられる (cf. [10], [12]).

\displaystyle \tilde{ $\mu$}_{K}(X)=\frac{1}{2}\mathrm{a}\mathrm{d}(X)^{2} $\zeta$ . (4)

なお,イソトロピー表現は対応する双対コンパクト型対称空間のそれと同値であること
に注意しておく.定理1より,  K の M への運動量写像は $\mu$_{K}:M\rightarrow \mathrm{e}*\simeq\not\in

 $\mu$_{K}=\tilde{ $\mu$}_{K}\circ $\phi$ (5)

と書くことができる.

例18. \mathbb{C}H^{n}\simeq SU(1, n)/S(U(1)\times U(n))=G/K を考える.Cartan 分解 \mathfrak{g}=\mathrm{f}\oplus \mathfrak{p} と

Cartan 対合  $\theta$ は次で与えられる:

\mathfrak{g}=\mathfrak{s}\mathrm{u}(1, n)
= {X\in M_{n+1}(\mathbb{R});{}^{t}XI_{1,n}+I_{1,n}\overline{X}=0 , where I_{1,n}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(-1,1, \ldots, 1) }

=\{\left\{\begin{array}{ll}
a & t_{\overline{\mathcal{Z}}}\\
z & A
\end{array}\right\};a\in \mathrm{u}(1) , z\in \mathbb{C}^{n}, A\in \mathrm{u}(n) , a+\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}}A=0\},
 $\theta$ X=I_{1,n}XI_{1,n} for X\in \mathfrak{g},
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そ =\{\left\{a & A\right\} ; a\in \mathrm{u}(1) , A\in \mathrm{u}(n) , a+\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}}A=0\}=\mathfrak{s}(\mathrm{u}(1)\oplus \mathrm{u}(n)) ,

\mathfrak{p}=\{\left\{z & t_{\overline{Z}}\right\};z\in \mathbb{C}^{n}\}\simeq \mathbb{C}^{n}.
\mathfrak{p} 上の標準的な複素構造ゐは J_{o}=\mathrm{a}\mathrm{d} $\zeta$|_{\mathfrak{p}} で定義される.ここで,

 $\zeta$=\displaystyle \frac{\sqrt{-1}}{n+1}\left\{-n & Id_{n}\right\}\displaystyle \in \mathrm{c}({\$}) .

\mathbb{C}^{1,n} を符合 ( 1, n) の擬リーマン計量 \langle , }を持つ複素ユークリッド空間 \mathbb{C}^{1+n} とし, P(\mathbb{C}^{1,n})
をその複素射影空間とする.そのとき, \mathbb{C}H^{n} は,

\mathbb{C}H^{n}= { [l]\in P(\mathbb{C}^{1,n});l=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathbb{C}}\{z\} with \langle z, z\rangle<0}.

と書ける.また, \mathbb{C}H^{n} は単位球体 B^{n}=\{z\in \mathbb{C}^{n};|z|<1\} と写像

B^{n}\ni z\mapsto[1;z]\in \mathbb{C}H^{n}\subset P(\mathbb{C}^{1,n}) ,

によって同一視される. SU(1, n) はこの写像を通して B^{n} に自然に作用する.そのとき,
写像  $\phi$:\mathbb{C}H^{n}\simeq B^{n}\rightarrow \mathbb{C}^{n}\simeq \mathfrak{p},

z\mapsto\sqrt{\frac{C}{1-|z|^{2}}}z
は K‐同変なシンプレクティック微分同相写像である (cf. Section 3 in [14]). ここで, C

は正の定数である.(4) と(5) を使えば, K‐作用の運動量写像 $\mu$_{K}:\mathbb{C}H^{n}\simeq B^{n}\rightarrow \mathrm{g} は次

のように計算される :

$\mu$_{K}(z)=\displaystyle \frac{-\sqrt{-1}C}{1-|z|^{2}}\left\{|z|^{2} & -z^{t_{\overline{Z}}}\right\}\displaystyle \in \mathrm{e}=\mathfrak{s}(\mathrm{u}(1)\oplus \mathrm{u}(\mathfrak{n})) , (6)

ここで, z は \mathbb{C}^{n} の列ベクトルと見なしている.

H を G の連結コンパクトなリー部分群とする. M は非コンパクト型のエルミート対

称空間なので, H は極大コンパクト部分群 K の部分群であると仮定して良い (Theorem
2.1 in [18| Ch. VI) . 定理17により,非コンパクト型のエルミート対称空間 M=G/K
内のラグランジュ部分多様体は,  $\phi$ を通じて, \mathfrak{p}\simeq \mathbb{C}^{n} 内のそれと対応する.さらに,作用
H へ M がラグランジュ軌道 \mathcal{O}:=H\cdot p を持つとすると,  $\phi$ が  K‐同変であることから,
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\mathcal{O}':= $\phi$(H\cdot p)=\mathrm{A}\mathrm{d}_{G/K}(H)\cdot $\phi$(p) は, \mathfrak{p} 内のコンパクト等質ラグランジュ部分多様体で
ある. \mathbb{C}^{n} 内のコンパクト等質ラグランジュ部分多様体は,Hopf束  $\pi$ :  S^{2n-1}\rightarrow \mathbb{C}P^{n-1}

を通じて \mathbb{C}Pn‐1内のそれと対応していることにも注意しておく.

M=\mathbb{C}H^{n}\simeq SU(1, n)/S(U(1)\times U(n)) のときは,イソトロピー表現は,次で与えら
れる:

\mathrm{A}\mathrm{d}_{G/K}(k) $\xi$=w^{-1}A $\xi$,

where k=\left\{w & A\right\}\in S(U(1)\times U(n)) and  $\xi$\in \mathfrak{p}\simeq \mathbb{C}^{n}.

特に, \mathrm{A}\mathrm{d}_{G/K}:K\rightarrow U(n) は全射であり,逆対応が存在する:

定理19 ([17], Y. Ohnita). \mathcal{O}' をP \simeq \mathbb{C}n(または \mathbb{C}Pn‐1)内のコンパクト等質ラグラン
ジュ部分多様体とする.そのとき, \mathcal{O}:=$\phi$^{-1}(\mathcal{O}') (または \mathcal{O} :=$\phi$^{-1}\circ$\pi$^{-1}(\mathcal{O}') ) は \mathbb{C}Hn 内

のコンパクト等質ラグランジュ部分多様体である.さらに,合同の違いを除いて, \mathbb{C}H^{n}

内のすべてのコンパクト等質ラグランジュ部分多様体はこのようにして得られる.

\mathbb{C}^{n} や \mathbb{C}Pn‐1内のコンパクト等質ラグランジュ部分多様体の具体例や分類結果につい

ては,[1], [4] および [32] などを参照して頂きたい.

注意20. 定理19は(筆者が知る限り)大仁田によって最初に指摘された事実である.大
仁田による別証明をここに述べておく. K=S(U(1)\times U(n)) の中心を C(K) とかくと,
C(K) は,

C(K)=\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(e^{-n\sqrt{-1} $\theta$}, e^{\sqrt{-1} $\theta$}, \ldots , e^{\sqrt{-1} $\theta$}); $\theta$\in \mathbb{R}\}\simeq S^{1}.
\mathrm{c}(\mathrm{e})=\{\sqrt{-1}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(-n $\theta$,  $\theta$, \ldots,  $\theta$); $\theta$\in \mathbb{R}\}\in \mathfrak{s}(\mathrm{u}(1)\times \mathrm{u}(n))

で与えられる. C(K) 作用の運動量写像を $\mu$_{C(K)}:\mathbb{C}H^{n}\rightarrow \mathrm{c}(\mathrm{t})^{*} とかく.ここで, \mathrm{c}(\mathrm{e})
は C(K) のリー代数である.任意の正則値 c\in \mathrm{c}({\$})^{*} に対して,レベルセット $\mu$_{\overline{C}(K)}^{1}(c) は

S^{2n-1} と微分同相である.このことは,例えば, \mathrm{c}({\$}) の適当な基底  $\xi$ を取って,(6) 式を

使って運動量写像を計算すると,

 $\mu$_{C(K)}(z)=\displaystyle \mathrm{p}\mathrm{r}_{\mathrm{c}(\mathrm{e})}\circ$\mu$_{K}(z)=C'\frac{|z|^{2}}{1-|z|^{2}} $\xi$
となっていて (ここで,  C' は 0 でないある定数), この式から, $\mu$_{\overline{C}(K)}^{1}(c)=\{z\in B^{n};|z|^{2}\equiv
const.} \simeq S^{2n-1} が分かる.あるいは, $\mu$_{C(K)}^{-1}(c) は1つの K‐主軌道に一致していて,それ
は \mathbb{C}H^{n} 内の測地球面に他ならない.

C(K) は $\mu$_{\overline{C}(K)}^{1}(\mathrm{c}) に自由に作用するので,Kähler 商 M_{\mathrm{c}}:=$\mu$_{\overline{C}(K)}^{1}(c)/C(K) は滑らか
なKahler 多様体である.このKähler 商 M_{\mathrm{c}} は,Fubini‐Study 計量を持つある \mathbb{C}P^{n-1} に

正則等長的になる.この主 S^{1} 束を \tilde{ $\pi$} : $\mu$_{\overline{C}(K)}^{1}(c)\rightarrow \mathbb{C}P^{n-1} と書こう. M_{c} はシンプレク

ティック商なので, M_{c}\simeq \mathbb{C}P^{n-1} 内の部分多様体 L_{c} がラグランジュであるための必要十

分条件は, \tilde{ $\pi$}^{-1}(L_{c}) が \mathbb{C}Hn 内のラグランジュ部分多様体になることである.特に, \mathbb{C}H^{n}

内の C(K)‐不変なラグランジュ部分多様体はすべてこのようにして得ることができる.
\overline{H}' を SU(n) の連結閉部分群とし,その \mathbb{C}Pn‐1への作用がラグランジュ軌道 \mathcal{O}' を持

つとする.この作用は, \overline{H}:=\{1\}\times\overline{H}'\subset K の \mathbb{C}Pn‐1 \simeq$\mu$_{\overline{C}(K)}^{1}(c)/C(K) への作用と同

値だから, H'\sim \mathbb{C}P^{n-1} は C(K)\overline{H}\cap$\mu$_{\overline{C}(K)}^{1}(\mathrm{c}) を誘導する. C(K)\overline{H}‐作用は, \tilde{ $\pi$}^{-1}(\mathcal{O}')
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に推移的に作用するので, \mathcal{O}=\tilde{ $\pi$}^{-1}(\mathcal{O}') はコンパクト等質ラグランジュ部分多様体であ

る.逆に, \mathcal{O} を \mathbb{C}H^{n} 内のコンパクト等質ラグランジュ部分多様体とすると,それは K

のある連結閉部分群の軌道としてかけるとしてよい.従って, \mathcal{O} はいずれかの K‐軌道

(=$\mu$_{\overline{C}(K)}^{1}(\mathrm{c})) に含まれ,従ってまた C(K)‐不変になる.よって, \mathbb{C}H^{n} 内の任意のコンパ

クト等質ラグランジュ部分多様体は,(合同の違いを除き) \mathbb{C}Pn‐l 内のそれから得ること
ができる.

なお,以上の議論は,その他のKahler商空間に対しても応用できる.1つの一般化に
ついては,[22] にその詳細を述べる予定である.

注意.21. 高階数のエルミート対称空間では,一般に逆対応が存在するとは限らない
([17]).

3. 可解群の作用により得られる非コンパクト等質ラグランジュ部分多
様体

前節では, \mathbb{C}H^{n} 内のコンパクト等質ラグランジュ部分多様体は \mathfrak{p}\simeq \mathbb{C}^{n} 内のコンパクト

等質ラグランジュ部分多様体と対応することを見た.しかし,非コンパクト型エルミー
ト対称空間の自己同型群は非コンパクトであり,種々の非コンパクト群が作用する.そ
こで次に,非コンパクト等質ラグランジュ部分多様体の構成と分類を考えたい.そのた
めに,ここでは,岩沢分解の可解部分に着目する.

以下, M=\mathbb{C}H^{n}\simeq G/K=SU(1, n)/S(U(1)\times U(n)) とする. G, K のリー環をそれ
ぞれ \mathfrak{g}, \mathrm{f} と書き,Cartan 分解を \mathfrak{g}={\$}\oplus \mathfrak{p} と書く. a を \mathrm{m} の極大可換部分空間 (今は次元
が1) とし, \mathfrak{g} の a に関する制限ルート分解を

\mathfrak{g}=\mathfrak{g}_{-2 $\alpha$}\oplus \mathfrak{g}_{- $\alpha$}\oplus \mathfrak{g}_{0}\oplus \mathfrak{g}_{ $\alpha$}\oplus \mathfrak{g}_{2 $\alpha$}

とかく.ここで,  $\lambda$\in a^{*}, \mathfrak{g}_{ $\lambda$}:=\{X\in \mathfrak{g};\mathrm{a}\mathrm{d}(H)X= $\lambda$(H)X\forall H\in a\} である.今,

\mathfrak{n} :=\mathfrak{g}_{ $\alpha$}\oplus \mathfrak{g}_{2 $\alpha$} and \mathfrak{s} :=a\oplus \mathfrak{n}

とおく.このとき,岩澤分解 \mathfrak{g}=\mathrm{e}\oplus a\oplus \mathrm{n} を得る.ここで, \mathfrak{n} は幕零部分代数,特に今は
ハイゼンベルグ代数であり, \mathfrak{s} は可解部分代数になることに注意する. \mathfrak{s} に紺応する連結
リー群を S とすると, S は単連結であり, M に単純推移的に作用することが知られてい

る.従って特に, S‐同変な微分同相写像 S\simeq M が存在する.

我々は論文 [17] において, S の連結閉部分群で,ラグランジュ軌道を持つ作用を完全
に分類し,そのラグランジュ軌道の様子を調べた.その結果が次である:

定理22 ([17]). SnM=\mathbb{C}H^{n} を上で定義した可解群作用とする.

(1) S の連結閉部分群の作用として得られる等質ラグランジュ部分多様体の合同類は,
 $\theta$\in[0,  $\pi$/2] でパラメトライズされる.

(2) S' を S の連結閉部分群で, S'\sim M がラグランジュ軌道を持つと仮定する.このと

き, S' へ M はある二つの作用 Lo へ M か L_{ $\pi$/2} へ M のいずれかに軌道同値であ

る.さらに,
\bullet  L_{0}‐作用はラグランジュ軌道の1変数族を持ち,それは (-\infty, \infty) の範囲でパラ

メトライズされる.また,このうち極小軌道は一意的に存在する.
\bullet  L_{ $\pi$/2}‐作用はすべての軌道がラグランジュ軌道であり,かつすべて合同である.
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2つの作用 L_{0}\sim M と L_{ $\pi$/2}nM の正確な定義は後で述べることにして, M=\mathbb{C}H^{1}

の場合にどのようになっているかを図1に示しておく.

Lffloe(A $\varpi$\#\mathrm{g}) L_{ $\pi$/2}軌道(Nm九道)

図1: M=\mathbb{C}H^{1}\simeq B^{1} の場合.

ここで 得られているラグランジュ軌道はすべて非コンパクトで, \mathbb{R}^{n} に微分同相であ

る.また, S の部分群作用で得られるラグランジュ軌道のうち,極小となるのは,それが
全測地的な \mathbb{R}H^{n} になるとき(L_{0}‐作用の原点軌道) だけであるが,すべての軌道が (非コ
ンパクト軌道であるが), ハミルトン極小と呼ばれる制限付き変形のもとでの極小部分
多様体になっている (以下,命題25参照). また, L_{ $\pi$/2} の作用の軌道はすべてホロ球面に

含まれるが, L_{0}‐作用の軌道はホロ球面には含まれない.

定理22の証明の概略を述べる前に, S の代数構造について簡単に復習しておく.特に

今の場合, S(\simeq \mathbb{C}H^{n}) はDamek‐Ricci 空間の特別な場合であることに注意する.Damek‐
Ricci 空間の一般論については [7] を参照して頂きたい.また,[35] も参考になる.

S\simeq M の同一視のもと, S 上の左不変リーマン計量,複素構造,シンプレクティック形
式は, \mathfrak{s}\simeq T_{e}S 上の内積 \langle, \rangle_{\mathfrak{s}} , 複素構造み,非退化二次形式  $\omega$、をそれぞれ定める.例えば,
Killing 形式から定まる \mathfrak{g} 上の内積 \langle, \rangle と \langle , }。との関係は \langleX,  Y\rangle_{g}=\{X_{a}, Y_{a}) +\displaystyle \frac{1}{2}\langle X_{\mathrm{n}},  Y_{\mathfrak{n}}\rangle
(X, Y\in \mathfrak{s}) で与えられる.ここで,下付きの添え字は直交射影である.複素構造み
に関しては, \mathfrak{g}_{ $\alpha$} と a\oplus \mathfrak{g}_{2}。はともにみに関する \mathfrak{s} の複素部分空間を定め,さらには,
J_{5}a=\mathfrak{g}_{2 $\alpha$} が成り立つことが分かる (cf. [7]). 従ってまた, a\oplus \mathfrak{g}_{2 $\alpha$} の \langle, \rangle_{5} に関する正
規直交底 \{A, Z\} を JA=Z かつ  $\alpha$(A)>0 となるように取ることができる.ここで,
a=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathbb{R}}\{A\} であり, \mathfrak{g}_{2 $\alpha$}=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathbb{R}}\{Z\} である.さらに, \mathfrak{g}_{ $\alpha$} の正規直交基底としては,
{Xl \cdots

,  X_{n-1}, Y_{1} ,
\cdots

,  Y_{n-1} } を JX_{i}=Y_{i} かつ [X_{i}, Y_{i}]=Z(i=1, \ldots, n-1) となるよ

うにとることができる(cf. [35]). また,5上のりー括弧積は次の公式で計算できる (cf.
[5]):

[aA+U+xZ, bA+V+yZ]=-\displaystyle \frac{b}{2}U+\frac{a}{2}V+(-bx+ay+$\omega$_{\mathfrak{s}}(U, V))Z , (7)

ここで, a, b, X
, y \in \mathbb{R} であり, U, V\in \mathfrak{g}_{ $\alpha$} である.

さらには,指数写像 \exp_{\mathfrak{s}} : \mathfrak{s}\rightarrow S は微分同相写像になる.この指数写像や S 上の群構

造は,ハイゼンベルグ群 N の指数写像を用いて明示的に書くことができる([7] を参照).
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ここで,ハイゼンベルグ群は two‐step の幕零リー群であり,その群構造は比較的扱いや
すいものであることに注意する.この他にも,S(あるいはDamek‐Ricci 空間) に関して

は様々なことがわかるが([7]), これらの点が可解リー群 S の扱いやすい理由である.例

えば,随伴表現も書き下すことができ,これによって, S‐作用の運動量写像を陽に計算

することができる(以下,命題24参照).
以上を準備として,定理22の証明の概略を述べる.証明の詳細は論文 [17] を参照して

頂きたい.

証明の概略. S' の任意の軌道は, S' の S の中での適当な共役類 S'' をとれば, S'' の原点

軌道に等長的であるから,初めから, S' の原点軌道がラグランジュ軌道であるとしてよ

い.このとき, T_{o}(S'\cdot 0)\simeq \mathrm{s}', T_{O}M\simeq T_{o}(S\cdot 0)\simeq \mathfrak{s} の同一視のもと, \mathfrak{s}�は B のラグラン

ジュ部分空間となるような部分代数である.このような部分代数を単にラグランジュ部
分代数と呼ぶことにする.逆に \mathfrak{s} のラグランジュ部分代数【をとって, L:=\exp_{B}^{[} とお

けば, L の原点軌道はラグランジュ軌道である.従って, S の閉部分群の場合,ラグラン
ジュ軌道の分類は, \mathfrak{s} のラグランジュ部分代数の分類に帰着する.

(1) [ラグランジュ部分代数の分類] 可解代数 \mathrm{B} の構造を使うと,ラグランジュ部分代
数について,次のことを示すことができる:

補題23. 【を \mathfrak{s} のラグランジュ部分代数とする.このとき,[は二つのラグランジュ部分
空間 [_{1}\subset \mathfrak{g}_{ $\alpha$} と [_{2}\subset a\oplus \mathfrak{g}_{2 $\alpha$} の直和として得られる.

すると,簡単な考察から,ラグランジュ部分空間 [_{1}\subset \mathfrak{g}_{ $\alpha$} を標準化することができるこ

とがわかり,ラグランジュ部分代数【は,ある  $\theta$\in \mathbb{R} が存在して,標準的なラグランジュ
部分代数

1_{ $\theta$} :=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathbb{R}}\{X_{1}, . . . , X_{n-1}\}\oplus \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathbb{R}}\{\cos $\theta$ A+\sin $\theta$ Z\}

に同型になる.また,再び簡単な考察により, \mathrm{t}_{ $\theta$} の(リー代数としての) 同型類は,  $\theta$ に

よって, [0,  $\pi$/2] の範囲でパラメトライズされることがわかる.

(2) [合同類の決定]  $\theta$\in[0,  $\pi$/2] に対し, L_{ $\theta$}:=\exp_{z}l_{ $\theta$} とおくと, L_{ $\theta$} の原点軌道は L_{ $\theta$} と

微分同相なラグランジュ軌道である.原点軌道の平均曲率を計算することにより,  $\theta$ が

異なればそれらの原点軌道は互いに等長的ではないことがわかる (以下命題25を参照).
従って,  S の部分群作用として得られるラグランジュ軌道の合同類は,  $\theta$\in[0,  $\pi$/2] でパ

ラメトライズされ,原点軌道 L_{ $\theta$} 0 が合同類の代表元を与える.

(3) [軌道同値類の決定] S の部分群作用は, L_{ $\theta$}‐作用のいずれかに軌道同値である.ま

た, L_{0}‐作用と L_{ $\pi$/2}‐作用が軌道同値でないこともすぐにわかる.  $\theta$\in[0,  $\pi$/2 ) に関して

は,結果的に, L_{ $\theta$}‐作用とLo‐作用は, \exp_{\mathfrak{s}}(\tan $\theta$ Z)\in S による等長変換によって軌道同

値になることがわかる.直感的には,図1を見れば推測できるが 図1のような状況が一

般次元においても成り立っていることを証明することができる(以下 (4) を参照).
(4) [各作用に付随するラグランジュ軌道の決定]  $\theta$= $\pi$/2 の場合に限り, L_{ $\theta$} は可換群

になる.前節で述べたことから, L_{ $\theta$} の作用はハミルトン作用になるが 可換群のハミル

トン作用は,その軌道がすべてイソトロピック軌道になることで特徴付けられることが
知られている (cf. [2]). 特に L_{ $\pi$/2}‐作用は単純推移的に作用するので,すべての軌道が同
じ次元 n を持ち,ラグランジュ軌道になる.実はより強く,すべての軌道が合同である
ことがわかる.このことは, \mathrm{t}_{ $\pi$/2} が \mathfrak{s} のイデアルになることから,[25] の補題2.1を適用

すればわかる.
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一方で, n\geq 2 の場合は, L_{0}‐作用は (L_{0} が可換群でないので) すべての軌道がラグラ

ンジュ軌道ではない. L_{0}‐作用に付随するラグランジュ軌道を調べるために運動量写像

を使う.まず, S‐作用の運動量写像は, S\simeq M の同一視のもと,陽に計算することがで
きる:

命題24 ([17]). 運動量写像 $\mu$_{S}:S\rightarrow ずは次の式で与えられる :

$\mu$_{S}(\exp_{\mathfrak{s}}X)=-P(-r)i_{X}$\omega$_{\mathfrak{s}}+(P(-r/2)-P(-r))i_{U}$\omega$_{5}+Z^{*} , (8)

ここで, X 欧馬 X_{a}=rA, X_{\mathfrak{g}}。 =U, z* は Z の双対であり,また,

P(r):=\left\{\begin{array}{ll}
\frac{1}{r}(e^{r}-1) & (r\neq 0)\\
1 & (r=0) .
\end{array}\right.
(8) 式の導出は,[17] を参照して頂きたい.ちなみに, S の運動量写像は一意的ではな

い. [\mathfrak{s},\mathfrak{s}]=\mathfrak{n} なので, [\mathfrak{s},\mathcal{B}]^{0}:=\{c\in \mathfrak{s}^{*};c([\mathrm{s},\mathrm{s}])=0\}=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\mathbb{R}}\{A^{*}\} であることがわかる.

従って, $\mu$_{S}':=$\mu$_{S}+rA^{*} は S‐作用の別の運動量写像を与える.

本題に戻って, L_{0}‐軌道に付随するラグランジュ軌道を考える. L_{0} の運動量写像を

$\mu$_{0}:M\simeq S\rightarrow \mathrm{t}_{0}^{*} とする. \dim L_{0}=n であり,Lo は M に単純推移的に作用しているの

で,軌道がイソトロピックであれば自動的にラグランジュ軌道であることに注意すると,
補題2より,調べるべきは,(a)  $\mu$ \mathrm{o}(M)\cap 3(l_{\mathrm{C}}^{*}) と(b) 各 c\in$\mu$_{0}(M)\cap 3(l_{0}^{*}) に関する $\mu$_{0}^{-1}(c)
の連結性である.これらのことに関しては 一般にシンプレクティック多様体 M がコン

パクトでかつ作用するリー群 G がコンパクトの場合には,定理4が知られているが,今
の場合, M も G も非コンパクトなので 注意が必要である.

L_{0}‐作用の場合,(a) に関しては, $\mu$_{0}(M)\cap 3(1_{0}^{*})= $\delta$([_{0}^{*} ) であることがわかる.これは,
まず,3([0* ) = span\mathbb{R} {A

* }であり,図1を念頭に置いて,  $\gamma$(t) :=\exp_{z}tZ という曲線を考え

ると,  $\mu$ \mathrm{o}( $\gamma$(t))=ti_{Z}$\omega$_{ $\epsilon$}|$\iota$_{0}+Z^{*}|\downarrow_{\mathrm{O}}=-tA^{*} となる.従って,  $\mu$ \mathrm{o}(M)\cap 3(1_{0}^{*})=3(\mathfrak{l}_{0}^{*}) がわか

る.さらには, t が異なれば, $\mu$_{0}( $\gamma$(t)) の値は異なることもわかる.

(b) に関しては,命題24を用いて, $\mu$_{0}^{-1}(c) の連結性を示すことができる.

以上により,各 c\in $\delta$(1_{0}^{*}) に関して, $\mu$_{0}^{-1}(c) はラグランジュLo‐軌道に一致し,ラグラン
ジュLo‐軌道と 3(\mathrm{t}_{0}^{*}) の元の間に1:1の対応が得られる.従って,Lo‐作用はラグランジュ軌
道の1変数族を持ち,それは t\in(-\infty, \infty)\simeq 30_{0}^{*} ) によってパラメトライズされる. \square 

終わりに,定理22に現れる軌道の外在的性質についての詳細を述べておく.

命題25.  $\theta$\in[0,  $\pi$/2] とする. \mathcal{O}_{ $\theta$}:=L_{ $\theta$}\cdot 0 の原点における平均曲率ベクトルは,

H_{o}=\displaystyle \frac{n+1}{2}\sin $\theta$(\sin $\theta$ A-\cos $\theta$ Z) (9)

で与えられる.特に, \mathcal{O}_{ $\theta$} が極小 \Leftrightarrow $\theta$=0 , 平行な平均曲率ベクトルを持つ \Leftrightarrow $\theta$=

0 or  $\pi$/2 . また,任意の  $\theta$ に対し, \mathcal{O}_{ $\theta$} はハミルトン極小である.

証明. M=\mathbb{C}H^{n} をリー群 S とリーマン多様体として同一視する. S 上に誘導された左

不変リーマン計量に関するLevi‐Civita 接続を \nabla と書く.(9) の導出は論文 [17] を参照.

特に, |H|^{2}=(n+1)^{2}\sin^{2} $\theta$/4 なので, H=0\Leftrightarrow $\theta$=0 が分かる.以下,  $\theta$\neq 0 とする.

99



T^{\perp}:=\sin $\theta$ A-\cos $\theta$ Z とおいて, \nabla_{X}^{\perp}T^{\perp}=(\nabla_{X}T^{\perp})^{\perp} for X\in T_{o}\mathcal{O}_{ $\theta$} を計算する.ま

ず, X_{i}\in T_{o}\mathcal{O}_{ $\theta$}, Y_{i}\in T_{o}^{\perp}\mathcal{O}_{ $\theta$} に対して,

2\langle\nabla_{X_{i}}T^{\perp}, Y\} 。 =\{[Y_{i}, X_{i}], T^{\perp}\}+\{X_{i}, [Y_{i}, T^{\perp}]\}+\langle[X_{i}, T^{\perp}], Y_{i}\}

=\displaystyle \langle-Z, T^{\perp}\rangle+\{X_{i}, -\frac{1}{2}\sin $\theta$ Y_{i}\rangle+\{-\frac{1}{2}\sin $\theta$ X_{i}, Y_{i}\}
=\cos $\theta$.

よって,  $\theta$\neq $\pi$/2 なら, \mathcal{O}_{ $\theta$} の平均曲率ベクトルは平行ではない.  $\theta$= $\pi$/2 とすると,

\downarrow_{ $\pi$/2}=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{X_{1}, . .., X_{n}\}\oplus spanZ,  T^{\perp}=A . よって,

2\langle\nabla_{X_{i}}T^{\perp}, Y)_{0}=0,
2\langle\nabla $\tau$ T^{\perp}, Y_{i}\} 。 =\langle[Y_{i}, T], T^{\perp}\rangle+\{T, [Y_{i}, T^{\perp}]\}+\{[T, T^{\perp}], Y_{i})=0,

2\langle\nabla_{X}T^{\perp}, T^{\perp}\rangle_{0}=\nabla_{X}|T^{\perp}|^{2}=0.

よって,任意の X\in T_{o}\mathcal{O}_{ $\pi$/2} に対して, (\nabla_{X}^{\perp}T^{\perp}) 。 =0. L_{ $\pi$/2} は \mathcal{O}_{ $\theta$} に単純推移的に作用

するので,これは, \nabla^{\perp}T^{\perp}=0 , すなわち,平行な平均曲率ベクトルを持つことを示して
いる.

一方,ラグランジュ部分多様体 L のハミルトン極小性は, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}_{L}JH=0 で特徴付けら

れる.ここで, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}_{L} は L の誘導計量による発散作用素である. L=\mathcal{O}_{ $\theta$} の場合, JH は左

不変ベクトル場であり,またL  $\theta$ が単純推移的に作用するので, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}_{L}JH=0 が従う. \square 
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