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概要

球面や多様体上のデータを扱う統計学を方向統計学という.方向統計学で用
いられる統計モデルにはしばしば正規化定数 (高次元の積分) が現れる.本稿
ではこのような正規化定数に対処するための方法を概観する.特にホロノミツ
ク勾配法を重点的に紹介する.
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1 はじめに

球面や多様体上のデータを扱う統計学を方向統計学(directional statistics) とい

う.方向統計学で用いられる確率分布としては,次の2つが典型的である.

- 沈め込み (商空間) によって現れる周辺分布

- 埋め込み (部分空間) によって現れる条件付き分布

ここで,全空間上の確率分布としては多変量正規分布などのよく知られた分布を想

定している.それぞれのイメージを図1に示す.

 $\pi$\downarrow \downarrow
沈め込み (周辺分布) 埋め込み (条件付き分布)

図1: 方向統計学で典型的に現れる確率分布.
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まず球面上の分布の例をいくつか示す.詳細は [21] や[12] を参照されたい.

球面  S^{p-1}=\displaystyle \{x\in \mathbb{R}^{p}|\Vert x\Vert^{2}=\sum_{i=1}^{p}x_{i}^{2}=1\} を考える.球面はユークリッド空間に

関する沈め込みとも埋め込みとも見なせる.すなわち,沈め込みは射影  $\pi$(x)=x/\Vert x\Vert
で与えられ,埋め込みは包含写像  $\eta$(x)=x で与えられる.

例1. 沈め込みの例として,射影正規分布

f(x)=\displaystyle \int_{0}^{\infty} $\phi$(rx| $\mu$,  $\Sigma$)dr, x\in S^{p-1},
がある.ただし

 $\phi$(x| $\mu$,  $\Sigma$)=\displaystyle \frac{1}{(2 $\pi$)^{p/2}| $\Sigma$|^{1/2}}e^{-\frac{1}{2}(x- $\mu$)^{\mathrm{T}}$\Sigma$^{-1}(x- $\mu$)}
は平均ベクトル  $\mu$ , 共分散行列  $\Sigma$ の多変量正規分布の密度関数を表す.射影正規分

布に従う乱数は,多変量正規分布に従う乱数を規格化することによって容易に生成

できる.特に  $\mu$=0 の場合, f(x) は中心射影正規分布 (angular central Gaussian

distribution) と呼ばれ,

f(x)=\displaystyle \frac{1}{| $\Sigma$|^{1/2}(x^{\mathrm{T}}$\Sigma$^{-1}x)^{p/2}}, x\in S^{p-1},
と陽に表すことができる.

例2. 埋め込みの例としてFisher‐Bingham 分布

f(x)=\displaystyle \frac{ $\phi$(x| $\mu,\ \Sigma$)}{\int_{Sp-1} $\phi$(\overline{x}| $\mu,\ \Sigma$)d\overline{x}}, x\in S^{p-1},
がある.これは指数型分布族になっている.一般に全空間 (この例では \mathbb{R}^{p} ) 上で指数

型分布族であれば,それを制限して得られる分布族も指数型である.Fisher‐Bingham
分布の特別な場合として,von Mises‐Fisher 分布 ( $\Sigma$=I) , Bingham 分布 ( $\mu$=0)
がある.

円周 S^{1} の場合,「巻き込み」 と呼ばれる別の沈め込みがある.巻き込みとは

 $\pi$( $\theta$)=(\cos $\theta$, \sin $\theta$) ,  $\theta$\in \mathbb{R},

によって与えられる写像  $\pi$ : \mathbb{R}\rightarrow S^{1} のことである.

例3.  $\theta$\in[0, 2 $\pi$) に対して

f( $\theta$)=\displaystyle \sum_{k=-\infty}^{\infty}\frac{a}{ $\pi$(a^{2}+( $\theta$+2k $\pi$)^{2})}
=\displaystyle \frac{1-p^{2}}{2 $\pi$(1+/\mathrm{P}-2p\cos $\theta$)}
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は巻き込みコーシー分布と呼ばれる [21]. ただし a>0, p=e^{-a} はパラメータであ

る.2つ目の等号はフーリエ級数に関するボアソンの和公式

\displaystyle \sum_{k=-\infty}^{\infty}g( $\theta$+2k $\pi$)=\sum_{l=-\infty}^{\infty}\hat{g}(l)e^{2\dot{m}l $\theta$}, \hat{g}(i)=\frac{1}{2 $\pi$}\int_{-\infty}^{\infty}g( $\theta$)e^{-2 $\pi$ d $\theta$}d $\theta$,
を使って示される.巻き込みコーシー分布は円周上の一様分布をメビウス変換した

ものになっており [13], 従って乱数生成が容易である.

次に,形状空間 (shape space) を考える.参考文献として [1] や[5] がある.

形状空間とは,ユークリッド空間上の点列(landmarksと呼ばれる) に対し,平

行移動回転拡大縮小による違いを同一視することによって得られる空間である.

より正確には次のように定義される. m 次元空間の,番号の付いた k 点の座標を並

べて得られる行列 X\in \mathbb{R}^{k\mathrm{x}m} を配置という.2つの配置 X と \mathrm{Y} が同値であるとは,

ある c>0, v\in \mathbb{R}^{m}, Q\in SO(m) が存在して

Y=c(1_{k}v^{\mathrm{T}}+X)Q

が成り立つこととする.ただし 1_{k}=(1, \ldots, 1)^{\mathrm{T}}\in \mathbb{R}^{k} とした.この同値関係に関す

る商空間を形状空間 (shape space) と呼び, $\Sigma$_{m}^{k} で表す.また各同値類 [X] を形状と

呼ぶ.

図2は m=2, k=7 の場合の例である.なお m=2 の場合, \mathbb{R}^{2} と \mathbb{C} を同一視す

ることにより,  $\Sigma$\vdashは複素射影空間 \mathbb{P}ぴと同一視できる.ただし退化した点を除く.

例4. 配置 X が多変量正規分布に従っていると仮定したときの[X] の分布によって,

形状空間 $\Sigma$_{m}^{k} 上の確率分布が定義される.これをオフセツト正規分布という.

/^{\mathrm{o}}1

3^{/^{\mathrm{o}_{\mathrm{O}}}}\circ?_{\mathrm{o}}\backslash _{\circ_{\sim_{5}}^{2}6} 6_{\mathrm{o}_{1}/3}^{/^{\mathrm{O}_{\vee}}}05_{4_{\mathrm{O}}^{\backslash }}^{\mathrm{O}}7_{\neq^{\mathrm{O}}}
(a) (b) (c)

図2: 形状の例. (\mathrm{a})-(\mathrm{c}) の点列は,平行移動回転拡大縮小の変換によって同一
視される.
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2 積分計算の必要性

方向統計学で用いられる分布には,しばしば解析的に求まらない積分が含まれる.

典型的な例が,例2のFisher‐Bingham 分布である.

積分を含む確率分布のパラメータを推定したいとき,いくつかの対処法がある.

1. 工夫して積分計算する.(級数法,鞍点法,モンテカルロ法,ホロノミック勾

配法など.)

2. 積分計算を避け,別の推定法を用いる.(スコアマッチング推定,ベイズ推定

+ MCMC など.)

3. 積分計算を避け,別のモデルを用いる.(変数変換モデルなど.)

それぞれ説明するため,共通の設定を確認しておく. \mathcal{X} を多様体とする.主に

\mathcal{X}=S^{p-1} である.方向データは x_{1} ,
. . .

, x_{n}\in \mathcal{X} と表される. dx を \mathcal{X} の基準測度と

する.確率密度関数の集合 \{f(x| $\theta$)| $\theta$\in $\Theta$\} を統計モデルという.ここで  $\theta$\in $\Theta$\subset \mathbb{R}d

をパラメータという. x_{1} ,
. . .

, x_{n}^{iid}\sim f(x|$\theta$_{0}) と仮定し, $\theta$_{0} は未知とする. $\theta$_{0} の推定量

は \hat{ $\theta$} : \mathcal{X}^{n}\rightarrow $\Theta$ と表される.本稿ではパラメータ推定のみ考え,推定のリスクは漸

近分散で測るものとする : \displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}nE[\Vert\hat{ $\theta$}-$\theta$_{0}\Vert^{2}].

2.1 積分計算する場合

最尤法は対数尤度 \displaystyle \sum_{i=1}^{n}\log f(x_{i}| $\theta$) を最大化することによってパラメータを推定す

る方法である.よく知られているように最尤推定量の漸近分散は漸近不偏推定量の

中で最小である.しかし例えば指数型分布族

f(x| $\theta$)=\displaystyle \frac{e^{$\theta$^{\mathrm{T}}t(x)}}{Z( $\theta$)}, Z( $\theta$)=\int_{\mathcal{X}}e^{$\theta$^{\mathrm{T}}t(x)}dx
を考えると,正規化定数 Z( $\theta$) の計算が厄介な場合がある.そのため様々な近似法が

提案されてきた.

2.1.1 べき級数法

指数型分布族の正規化定数 Z( $\theta$) は

Z( $\theta$)=\displaystyle \sum_{k\in \mathrm{N}_{0}^{d}}\frac{$\theta$^{k}}{k!}\int_{\mathcal{X}}t(x)^{k}dx
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とテイラー展開される.ただし $\theta$^{k}=\displaystyle \prod_{i=1}^{d}$\theta$_{i}^{k_{i}} などの多重添字記法を用いている.も

しモーメント \displaystyle \int_{\mathcal{X}}t(x)^{k}dx が解析的に計算できる場合,十分小さい  $\theta$ に対しては無限

級数を有限和で近似することにより,高速な近似計算が可能となる.

Fisher‐Bingham 分布に対するべき級数表示は [9], [6] で与えられている.特に後者

では打ち切り誤差も評価されている.

2.1.2 鞍点法

 Z( $\theta$) が周辺分布となっている場合,すなわち条件付き密度

f(x|u,  $\theta$)=\displaystyle \frac{f(x,u| $\theta$)}{f(u| $\theta$)}, x\in u\in \mathbb{R},
の分母が Z( $\theta$)=f(u| $\theta$) となっている場合がある.もし f(u| $\theta$) のモーメント母関数

M(t| $\theta$)=\displaystyle \int f(u| $\theta$)e^{tu}du が解析的に得られる場合には,反転公式

Z( $\theta$)=f(u| $\theta$)=\displaystyle \frac{1}{2 $\pi$ i}\int M(t| $\theta$)e^{-tu}dt
を鞍点近似することによって, Z( $\theta$) の近似値が得られる.

Fisher‐Bingham 分布に対して具体的に計算しているのが文献 [11] である.

2.1.3 モンテカルロ法

モンテカルロ法では,提案分布 b(x)血に従う乱数 $\xi$_{1} ,
. .., $\xi$_{N} を生成し,

Z( $\theta$)=\displaystyle \int_{X}\frac{e^{$\theta$^{\mathrm{T}}t(x)}}{b(x)}b(x)dx\simeq\frac{1}{N}\sum_{i=1}^{N}\frac{e^{$\theta$^{\mathrm{T}}t($\xi$_{i})}}{b($\xi$_{i})}
と近似する (重点サンプリング). 提案分布の選び方は工夫を要する.

文献 [2] では,提案分布を例1の中心射影正規分布として,Bingham分布の重点

サンプリングを行っている.なお,いまの目的とは異なるが,Fisher‐Bingham 分布

からの乱数生成法としてDirichlet分布の混合表現による方法が提案されている [9|.

2.1.4 ホロノミック勾配法

ホロノミック勾配法は3節で詳しく述べる.
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2.2 積分計算を避け,別の推定法を用いる方法

2.2.1 スコアマツチング法

ここでは簡単のため \mathcal{X}=S^{1}\simeq[0 ,
2  $\pi$)(円周) に限定する.  x_{1} ,

. . .

,  x_{n}\in[0, 2 $\pi$ ) と

する.スコアマッチング推定量 [4] は

 S_{n}( $\theta$)=\displaystyle \frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}\{\partial_{x}^{2}\log f(x_{i}| $\theta$)+\frac{1}{2}(\partial_{x}\log f(x_{i}| $\theta$))^{2}\}
を最小化する  $\theta$ として定義される.特に指数型分布  f(x| $\theta$)=e^{$\theta$^{\mathrm{T}}t(x)}/Z( $\theta$) の場合,

\partial_{x}\log f(x| $\theta$)=$\theta$^{\mathrm{T}}t'(x) となり, S_{n}( $\theta$) は Z( $\theta$) を含まない式となる.しかも  $\theta$ の二次

関数であるから陽に最適解が得られる.

スコアマッチング推定量が一致性を持つことは次の関係式から分かる :真のパラ

メータが  $\theta$o のとき,大数の法則と部分積分から

 S_{n}( $\theta$)\displaystyle \rightarrow\int_{0}^{2 $\pi$}f(x|$\theta$_{0})\{\partial_{x}^{2}\log f(x| $\theta$)+\frac{1}{2}(\partial_{x}\log f(x| $\theta$))^{2}\}dx
=\displaystyle \frac{1}{2}\int_{0}^{2 $\pi$}f(x|$\theta$_{0})\{\partial_{x}\log f(x|$\theta$_{0})-\partial_{x}\log f(x| $\theta$)\}^{2}dx+(const. )

となり,これは  $\theta$=$\theta$_{0} のとき最小となる.

スコアマッチング推定量の漸近分散は一般に最適ではない.また,推定は可能で

あっても,得られる分布 f(x|\hat{ $\theta$}) は別途計算する必要があることにも注意する.より

一般的な枠組みは local scoring rules として [16] で与えられている.

2.2.2 ベイズ法 + MCMC

一般に,パラメータに事前分布  $\pi$( $\theta$) を仮定した場合の (二乗損失に対する) ベイ

ズ推定量は

\displaystyle \hat{ $\theta$}=\int $\theta \pi$( $\theta$ X_{1}, \ldots, x_{n})d $\theta$
で与えられる.再び指数型分布族  f(x| $\theta$)=e^{$\theta$^{\mathrm{T}}t(x)}/Z( $\theta$) を考える.この場合,マルコ

フ連鎖モンテカルロ法(MCMC)を用いるにしても,そのままでは積分が残る.実
際,Metropolis アルゴリズムを用いる場合,  $\theta$ から \tilde{ $\theta$} へ遷移するときの採択率は

r=\displaystyle \min(1, \frac{f(x|\tilde{ $\theta$}) $\pi$(\tilde{ $\theta$})}{f(x| $\theta$) $\pi$( $\theta$)})=\min(1, \frac{e^{\overline{ $\theta$}^{\mathrm{T}}t(x)}Z( $\theta$) $\pi$(\tilde{ $\theta$})}{e^{$\theta$^{\mathrm{T}}t(x\rangle}Z(\tilde{ $\theta$}) $\pi$( $\theta$)})
となり, Z( $\theta$) が残ってしまう.exchange algorithm という方法を用いると,採択率

から Z( $\theta$) を消すことが可能であることが[14], [2] で報告されている.
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2.2.3 EM アルゴリズム

周辺分布 f(x| $\theta$)=\displaystyle \int f(x, u| $\theta$)伽に含まれるパラメータ  $\theta$ を最尤推定したいとす

る.EM アルゴリズムでは,適当な初期値  $\theta$ から出発して

 $\theta$\displaystyle \leftarrow \mathrm{a}xy_{\overline{ $\theta$}}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}\sum_{i=1}^{n}E[\log f(x_{i}, u|\tilde{ $\theta$})|x_{i},  $\theta$]
を繰り返し計算する.この方法は,右辺の条件付き期待値が容易に求まるときに有

用である.形状空間のオフセット正規分布の場合は [10] で考察されている.

2.3 積分計算を避け,別のモデルを用いる方法

積分計算を避ける方法として,モデルを変えるというアプローチもあり得る.他

に計算可能な手段がない場合には利用する価値はあるだろう.また,乱数生成が容

易な場合にはモンテカルロ法の提案分布として活用できる.

積分計算が不要な典型例は変数変換である.すなわち,簡単な確率分布を変数変

換すれば,密度関数の変換公式により,必要な計算はヤコビァンのみとなる.例3

の巻き込みコーシー分布はその一例である.

球面の場合,最適輸送写像を用いて複雑な分布を作ることもできる [17].

3 ホロノミック勾配法

3.1 ホロノミツク関数

 $\theta$\in \mathbb{C}^{d} の多項式全体を \mathbb{C}[ $\theta$] と表す 解析関数 h( $\theta$) がホロノミツク関数 (holonomic

function) であるとは,次の形の d 個の線形偏微分方程式が成り立つことである :

r_{i}

\displaystyle \sum_{j=0} 砺j ( $\theta$)\partial_{i}^{j}h( $\theta$)=0 , \grave{}妨 ( $\theta$)\in \mathbb{C}[ $\theta$], i=1 ,
. . . , d. (1)

ただし傷 =\partial/\partial$\theta$_{i} であり, o_{\dot{ $\eta$}r_{i}}( $\theta$)\not\equiv 0 とする.式(1) は, $\theta$_{1} , . . .

, $\theta$_{d} のいずれの方向

についても線形常微分方程式が成り立つことを意味する.

例 ($\theta$_{:}x)\in \mathbb{R}^{2} の関数 h( $\theta$,.x)=(1/2)\exp(- $\theta$ x/2- $\theta$/(2x)) はホロノミックであ

る.実際 次の線形偏微分方程式が満たされる :

\displaystyle \partial_{ $\theta$}h=(-\frac{x}{2}-.\frac{1}{2x})h, \partial_{x}h=(-\frac{ $\theta$}{2}+\frac{ $\theta$}{2x^{2}})h . (2)

ただしの =\partial/\partial $\theta$, \partial_{x}=\partial/\partial x と略記した.
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次の事実が強力である.

定理1 (Zeilberger 1990). h($\theta$_{1}, \ldots, $\theta$_{d}) がホロノミックならば,積分

H($\theta$_{1}, \displaystyle \ldots, $\theta$_{d-1})=\int_{ $\Gamma$}h($\theta$_{1}, \ldots,$\theta$_{d})d$\theta$_{d}
もホロノミックである.ここで  $\Gamma$\subset \mathbb{C} は適当な条件を満たすパスとする.

さらに, D‐加群のアルゴリズムによって,この積分が満たす偏微分方程式を導け

ることが知られている (例えば[22]). その詳細には立ち入らない.応用上,このア

ルゴリズムではなく人間が工夫して導出できることも少なくない.

例6. 例5の h( $\theta$, x) に対し,積分 Z( $\theta$)=\displaystyle \int_{0}^{\infty}h( $\theta$, x)砒を考える.これは GIG 分布

[24] に関連しており,第3種変形ベッセル関数で表される.式(2) を組み合わせると,

$\theta$^{2}\displaystyle \partial_{ $\theta$}^{2}h+ $\theta$\partial_{ $\theta$}h-($\theta$^{2}+1)h=\partial_{x}(-\frac{ $\theta$}{2}x^{2}h-xh+\frac{ $\theta$}{2}h)
を示すことができる.この両辺を x\in(0, \infty) で積分すると

$\theta$^{2}\partial_{ $\theta$}^{2}Z+ $\theta$\partial_{ $\theta$}Z-($\theta$^{2}+1)Z=0

を得る.よって Z はホロノミック関数である.

3.2 Pfaffian system

関数 Z( $\theta$) がホロノミックであるとき,ある有限個の導関数からなるペクトル

g (  $\theta$ ) = (碑l \cdots 碍dZ)  $\alpha$\inA, \emptyset\neq A\subseteq \mathbb{N}_{0}^{d}, |A|<\infty,  0\in

が存在して,次の形の偏微分方程式系を満たす :

\partial_{i}g( $\theta$)=P_{i}( $\theta$)g( $\theta$) , i=1, \cdots , d. (3)

ここで鳥 (  $\theta$ ) は有理関数からなる行列であり,次の積分可能条件を満たすものとする :

\partial_{i}P_{j}( $\theta$)+ =\partial_{j}P_{i}( $\theta$)+P_{i}( $\theta$).P_{j}( $\theta$) . (4)

偏微分方程式系 (3) をPfaffian system という.また g( $\theta$) を基底関数と呼ぶこと

にする.ベクトル g( $\theta$) の次元 |A| は偏微分方程式系 (1) から一意に定まり,ホロノ

ミツクランクと呼ばれる.式(1) から式 (3\rangle の導出は代数的に行うことができる.
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図3: Pfaffian system の解はパスに依存しない.

3 \cdot 3 ホロノミック勾配法

ホロノミツク勾配法 (holonomic gradient method; HGM) は,  Z( $\theta$) の計算を助

けるための手法である. \mathrm{F}おher‐Bingham 分布の最尤推定を行う目的で,[15] により

提案された.

HGM は以下の3ステップからなる.与えられた点  $\theta$(1)\in $\Theta$ における  Z( $\theta$) の値を

計算したいと仮定する.

1. 正規化定数 Z( $\theta$) に関する Pfaffian system を導出する.

2. 適当な初期点  $\theta$(0)\in $\Theta$ で,基底関数  g( $\theta$(0)) の値を (何らかの方法で) 計算

する.

3. Pfaffian system を  $\theta$(0) から  $\theta$(1) にいたるパスに沿って数値的に解く.

ステップ1とステップ2は  $\theta$(1) が与えられていない段階でも実行できる.つまり

「オフライン処理」 が可能である.

ステップ2では計算しやすい  $\theta$(0) を選べばよい.例えばベキ級数を用いて初期値

を求めるときには,収束しやすい原点近傍を選べばよい.

ステップ3において,常微分方程式のソルバーとしてはルンゲクッタ法などを用

いる.また積分可能条件 (4) により,  $\theta$(0) から  $\theta$(1) へいたるパスは任意に選んでよ

い 3). 実は積分可能条件が成り立たなくても,初期値が正確である限り解は

パスによらない.しかし初期値に誤差が含まれる場合にはパスの選び方によって結

果が大きく変わる恐れがある.

3.4 ホロノミツク勾配法の利点と欠点

ホロノミック勾配法の利点としては以下が挙げられる :(1) 精度を常微分方程式の

ソルバーによってコントロールできる.(2) べき級数のように,原点からの距離に
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よって計算時間が大きく変わるようなことは (あまり) ない.(3) 複数の  $\theta$ に対する

 g( $\theta$) を計算する場合でも,初期値 g( $\theta$(0)) の計算は1回で済む.しかも初期値計算は

オフライン計算でよい.(4) いったん基底関数 g( $\theta$) が求まれば, Z( $\theta$) の任意階の導

関数は有理数演算だけで実行できる.特に,漸近分散の逆行列であるフィッシャー

情報量の計算も容易となる.

欠点としては以下が挙げられる :(1) 初期値計算は問題ごとに工夫する必要があ

る.(2) ホロノミックランクはパラメータ空間の次元とともに指数的に増大するこ

とが多い.(3) 微分方程式に特異点がある場合は何らかの対処が必要である.

4 おわりに

ホロノミック勾配法について,これまで得られている結果については [25] にまと

められているので参照されたい.代表的なものを列挙すると,Fisher‐Bingham 分布

とその部分族 [15, 6, 18], 特殊直交群上のFisher分布 [19], Wishart分布の最大固有

値の分布関数 [3], 多変量正規分布の象限確率 [8] などがある.

ソフトウェアとしては \mathrm{R} のHGM パッケージがある [7]. また文献 [22, 23] はこの

分野の入門書として適切であろう.
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