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Abstract. この論文では,東海大学で行っている動的幾何学ソフトによる授業内容を紹介す
る.反転は一次分数変換の中でも非常に重要な変換であるが,動的幾何学ソフトを用いるとその

重要性が作図を通して容易にわかる.また,アニメーションを用いると直線を円の極限として捉
えることができ,反転の極限として線対称が得られることがわかる.これにより,ユークリッド
幾何における線対称,平行移動,回転,相似変換と反転との関係が明確になる.さらに,モンジュ
の定理の3次元的な証明から,ある仰角の問題を提示し,その問題の解に反転が関わることを示

す.最後に,仰角の問題が双曲幾何と関係があることも紹介する.本研究で用いる動的幾何学ソ
フトウェアはCabriⅡplusとCabri 3\mathrm{D} である.

1 DGS を授業で取り入れるメリット

動的幾何学ソフト(Dynamic Geometry Software) を用いる最大の利点の一つが作図し

たものを自由に動かせることである.特に本論文で強調したいことは,次の2点である.

1) 動かすことによって,動かないものが見えてくる.
2) 極限をとることによって,異なる変換の関係が見えてくる.

纏鴎は,2つの円の相似の中心を発見する教材である.2つの円の相似の中心を見つけ
るためには,まず円の中心を通る一組の平行線を引く.次に,円と平行線の2交点を直線
で結び) アニメーションコマンドで交点 \mathrm{P} を円上で動かしてみる.すると,直線が動的
に変化するが,動かない不動点 \mathrm{C} を発見することができる.これが,「動かすことによっ
て,動かないものが見えてくる」 という典型的な例である.驕では,外側の相似の中
心を求めているが,円と平行線の交点の結び方によって,内側の相似の中心を発見する
学生もいる.

図1.1: 相似の中心を発見するためのアニメーションコマンドの利用
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鑓L2は,反転の極限として線対称が得られることを直観的に理解する教材である.円
の中心を左方向の無限遠点にアニメーションで動かすと,三角形の反転の像が,直線に関
する 線対称の像に変化していることが容易に理解できる.これが) 「極限をとることに

よって,異なる変換の関係が見えてくる」 という例である.またこの事実から,反転が等
角変換であること,反転の基準となる円の近傍では近似的に等長変換であることも予想
できる.このように,アニメーション機能をうまく使うことによって,授業内容を飛躍的
に充実させたものにできるところが動的幾何学ソフトの優れた点である.今回は,Cabri
を用いているが,全く同様のことがgeogebraでも実現できる.

\mathrm{c}_{A}

図1.2: 反転の極限としての線対称

2 反転から観たユークリッド幾何と立体射影との関係

反転を通してユークリッド幾何学を見直すことによって,基本的な変換である線対称,
平行移動,回転相似変換は,ある意味で反転を基礎にしていることが再認識される.ま
ず,平行移動と同転が共に2回の線対称変換で得られることを確認しておく ([\underline{-/^{\mathrm{P}}}] pp.8‐10,

[^{:\}}0\backslash I] pp. 15‐16 ) . 実際 すべての平行移動は一組の平行線に関する線対称変換の合成で得

られる.同様に,すべての回転は一組の交わる直線に関する線対称変換の合成で得られ
る(馨  $\xi$ 参照) 相似変換はどうであろうか? 相似変換は等長写像ではないが等角写

像である.獣2.2のように,相似変換は一組の同心円に関する反転の合成で得られる ( [:\cdot \mathrm{j};]
p. 19).

\mathrm{T}\mathrm{l}\mathrm{A}|\mathrm{A}^{\mathrm{T}2}| \mathrm{A}^{\mathrm{T}}
ヨ

図2.1: 線対称変換の合成としての平行移動と回転

図2.2: 反転の合成としての相似変換
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このように,高校までで習った幾何学を反転で再構成することができる.ここで,今ま
で出てきた変換の関係をまとめておこう.6つの記号を用意する.(  $\zeta$ \mathrm{O} �(反転) , (線

対称) (平行移動) ()\times (回転)  $\zeta$ \mathrm{O}\circ,
, (相似変換) , そして,�!� (立体射影) で

ある.

立体射影と反転の関係については,! \sim=3_{1^{\backslash _{\backslash }}}\backslash 
} のように,平面上の図形をまず南極 \mathrm{S} から球

面に射影 (正確には立体射影の逆写像) し,次に北極 \mathrm{N} から平面に立体射影することに

よって反転が得られる.

図2.3: 立体射影の合成としての反転

これら6つの変換は,次のような図式で関連付けられる.

(分子レベル): ( \mathrm{O}\circ 相似変換) \rightarrow (|| 平行移動 ) \leftarrow (\times 回転 )

\uparrow \uparrow \nearrow

(原子レベル): ( \mathrm{O} 反転) \rightarrow ( | 線対称変換)

\uparrow

(スピンレベル): (!立体射影)

ここで,矢印 $\iota$_{\rightarrow} は
) 円の中心または回転の中心を無限遠点に持っていく極限操作を意

味する.また,矢印
(

(\uparrow は,変換の2回の合成を意味する.原子レベルでは,向きは反対
になる.一 方,分子レベルでは) 向きは偶数回の変換の合成により保たれる.この図式か

ら,反転がユークリッド幾何の変換の根源的な位置を占めることがわかり,さらに,反転
が立体射影から得られることがわかる.

3 Monge の定理からの応用問題

\mathrm{c}3_{\grave{\mathrm{A}}}^{\backslash }\backslash \}_{1} は,「3 つの円の外側の相似の中心は同一直線上にある」 というMonge の定理

(右図) の三次元的証明である (左図)
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1^{/^{-\bigwedge_{\backslash }}}\mathrm{C}1
--\backslash \cdot,(\nwarrow_{\backslash } /^{i^{\downarrow}}\cdot,

 4.\mathrm{f}-\cdot\vee\cdot
..

図3.1: Monge の定理 (右) とその三次元的証明 (左)

ここで,次の問題を考えてみる.「左図の \mathrm{P}_{i}\mathrm{Q}, \mathrm{R} 地点から3つの塔を見ると2つの塔

が重なって見える.では, \mathrm{P}, \mathrm{Q}, \mathrm{R} を通る直線上に立っている人から見ると3つの塔の先

端はどのように見えるであろうか?」 答えは,「3 つの塔の先端は一直線上に見える」 で

ある.では,次の問題はどうであろうか? 「3 つの塔の先端の仰角が等しい地点は存在す

るか? 存在するとそれはどこか?」 この答えは,「存在するとしたら高々2点である」 と

なる.

騒3.2は,2つの塔において,仰角が等しくなる地点の軌跡が円であることを示してい
る.点 \mathrm{E} は外側の相似の中心であり,点Iは内側の相似の中心である.この2点において
仰角が等しくなることは明らかである.線分 EI を直径とする円上では仰角が等しくな

ることが作図実験を通してわかり,実際の証明は,Apolloniusの円と同様の考察を行う
ことによって明らかとなる.

図3.2: 2つの塔において仰角が等しい地点としての円

4 仰角問題と反転との関連

3つの塔の場合の仰角問題は,3つの円の交点として得られる.塔の位置関係によって,
解が2, 1, 0 個の可能性がある.図 1は,解が2つある場合を示している.

図4.1: 3つの塔において仰角が等しい地点
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 $\xi$.5 には3つの塔の頂点を通り,地面に垂直に交わる半球面が描かれている.この球面
に関して2つの解 S_{1} , S2が反転の関係にあることが確認できる.実際の証明は,相似の
中心を直径とする円3つすべてが半球面の赤道と直角に交わることを示すことによって

証明される.その証明の中で立体射影が用いられる.一般に球面の緯線と経線が直角に

交わるという事実をうまく用いて,平面上の直角性を証明する.

5 双曲幾何への応用

醤糠に描かれている逆さまの直円錐は,仰角が等しい地点 S_{1} を頂点とし,地面に垂
直で点 S_{1} を通る直線 L_{1} を軸とし,頂点 \mathrm{A} を通っている.この逆さまの直円錐は3点 \mathrm{A},
\mathrm{B}, \mathrm{C} の仰角が等しいかどうかを確かめるために描いたもので,確かに同一円錐上に3点
が乗っていることが確認できる.

図5.1: 3点を通る等距離面

さて, ::\infty \mathrm{s}.. $\ddagger$ . を3次元双曲空間の上半空間モデルとみなしてみると,ある事実が見えて
くる.上半空問モデルにおいて逆さまの直円錐は,測地線  L_{1} からの等距離面である

p.162). 全く同様に , 地点 S2を通る測地線 L2を軸とした逆さまの直円錐を描くことがで
き,3点 \mathrm{A}, \mathrm{B}, \mathrm{C} がL2からも等距離にあることがわかる.2つの測地線 L_{1} , L2は,1つの
無限遠点を共有し,他方の無限遠点 S_{1} , S2は,3点 \mathrm{A}, \mathrm{B}, \mathrm{C} を通る測地平面に関して鏡映

の関係にある.以上の考察から) 次の命題を得ることができる.

命題5.1. 3次元双曲空間 H^{3} において,3点 A, B, C が測地線 Ll から等距離にあるとす

る.3点 A_{j}B, C を通る測地平面を  $\alpha$
, 測地線 Ll の無限遠点を  V_{0}, V_{1} とする.無限遠点

の任意の1点玩を測地面  $\alpha$ に関して鏡映で移した無限遠点を協とすると,3点  A, B, C

は,Vo とV2を無限遠点にもつ測地線 L2からも等距離にある.

図5.2: 3点を通る2つの等距離面の存在 (三次元ボアンカレモデル)
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6 結論

本稿では,動的幾何学ソフトを用いて,教育にどのように活かせるかを検証した.反転
を核として,ユークリッド幾何の変換を関連付けて再構成できることを見た.また,モン
ジュの定理を題材にして,三次元の仰角問題を提案し,2つの相似の中心が解を求める
のに重要な役割を果たしていること見た.さらに,解が2つ存在する場合,それら2つの
解は反転の関係にあることがわかった.また,その事実を双曲幾何に応用することによ
り,双曲空間の命題を導くことができた.これら一連の流れから分かることは,動的幾何
学ソフトは教育,研究に非常に役に立つツールであるということである.動的幾何学ソ
フトを用いると,観察,実験,予想,検証,発見が容易にできる.教育現場でのアクティブ
ラーニングのツールとして,また研究をサポートするソフトとして,さまざまな利用が
期待できる.
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