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1 はじめに

力学系の振る舞いは,安定周期軌道 (不動点を含む), 準周期軌道,カオスの三つに大きく分類される.

それらはしばしばリアプノフ指数などの平均量によって特徴づけされるが,その収束は非常に遅く,実際
に軌道が与えられたときに特に準周期軌道を判別することは難しい.また,準周期軌道を特徴づける回転
数やその解析性を高精度で同定することも同様の理由で困難であった.本稿では著者らが最近開発した

準周期軌道に纏わるこれらの量を高速で精度良く計算する方法をいくつかの応用例を使って紹介する。

また、準周期軌道にノイズが付加されたデータに対する計算例も紹介する。本稿で示す数値計算は4倍
精度でおこなった.

2 重み付きバーコフ平均

バーコフのエルゴード定理は,エルゴード的な力学系の軌道 (Xn)に対して定義される何らかの量 f に

対して,そのバーコフ平均 B_{N}(f)(X) = $\Sigma$謝  f(x_{n})/N は,軌道長  N\rightarrow\infty で空間平均 \displaystyle \int fd $\mu$ に収束す

るというものである.但し,  $\mu$ は力学系の物理測度である.我々は,これに修正を加えることによって,準
周期軌道に纏わる各種の量の計算を高速化させる.

重み関数  w :  R\rightarrow[0, \infty ) を無限回微分可能でかつ (0, 1) で w>0 , それ以外で w=0 となるものとす

る.以下では,特に

w(t):=\left\{\begin{array}{ll}
\exp(\frac{-1}{t(1-\mathrm{t})}) , & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} t\in(0,1)\\
0, & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} t\not\in(0,1) .
\end{array}\right. (1)

とする.これを用いて f の重み付きバーコフ平均 WBN を

\displaystyle \mathrm{W}\mathrm{B}_{N}(f)(x):=\sum_{n=0}^{N-1}\hat{w}_{n,N}f(x_{n}) , (2)

と定義する.但し,

\displaystyle \hat{w}_{n,N}=\frac{w(n/N)}{$\Sigma$_{j=0}^{N-1}w(j/N)} (3)

である.力学系と f が  c\infty で,  w を上で示した性質をもつ  c\infty 重み関数として,更に若干の仮定を加え
ると,任意の自然数  m に対して,ある C_{rn}>0 が存在して,

|\displaystyle \mathrm{W}\mathrm{B}_{N}(f)(x)-\int fd $\mu$|\leq C_{m}N^{-m}
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であることが示される [1].
なお、実際の計算では、例えば4倍精度計算では式 (4) で p=2 とした w_{2} を用いるのが経験的に優

れている。倍精度計算では w_{1}(=w) でも W2でもほぼ変らない。

w_{p}(t):=\left\{\begin{array}{ll}
\exp(\frac{-1}{t^{p}(1-t)^{p}}) , & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} t\in(0,1)\\
0, & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} t\not\in(0,1) .
\end{array}\right. (4)

3 変数変換

本節では次節以降で用いる用語をまとめておく ó 相空間 M における準周期軌道 \{x_{n}\} が与えられた

とき、

h:S^{1}\rightarrow M (5)

を考えることができる。ここで S^{1} は単位円である。つまり \{x_{n}\} は h(S^{1}) 上を動くことになる。ここ

で、 h が $\theta$_{n}=np (mod1) を x_{n} に移すような回転数  $\rho$ を決定できる。  h( $\theta$) を極座標表示 ( $\phi$( $\theta$), r( $\theta$))
し、  $\phi$( $\theta$) に着目する。  $\phi$( $\theta$) は、有界な周期関数 g( $\theta$) を用いて

 $\phi$( $\theta$)= $\theta$+g( $\theta$) (6)

と書くことができる。次節以降では、準周期軌道上で  $\phi$ に着目して重み付きバーコフ平均を用いて回転

数  $\rho$ を求める.また、得られた  $\rho$ を用いて,周期関数  g( $\theta$)(= $\phi$( $\theta$)- $\theta$) のフーリエ係数を決定する。無

理数  $\rho$ によって  $\theta$_{n}=n $\rho$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 1) が定まるため、フーリエ係数の計算にも重み付きバーコフ平均を用い

ることができる。

4 ジーゲル円板

本節ではまず複素力学系であらわれる準周期軌道 [2, 3] に対して重み付きバーコフ平均を適用してそ

の有効性を確認する。

f(z)=z^{2}+e^{2 $\pi$ i$\theta$_{Z}} \backslash (7)

に対して z_{n+1}=f(z_{n}) を考える。ここで  $\theta$= (而一 1 ) /2 とする。前向きの反復で発散しない軌道 (図
1) の特に一番外側 (outer)、外側から二番目 (middle)s 一番内側 (inner) の三つの軌道に着目する。図

2は重み付きバーコフ平均を用いて得られた回転数が軌道長 N を増やすに従って (\sqrt{5}-1)/2 へ収束す

る様子を示している。いずれの軌道に対しても重み付きバーコフ平均の効果が確認され、収束が速くな
るが、予想されるように歪んでいる外側の軌道の方が� 収束� に要する軌道長が長くなる。図3は、3節

で説明した変数変換  $\phi$ の周期成分である  g( $\theta$)(= $\phi$( $\theta$)- $\theta$) のフーリエ係数の大きさをあらわしている。

いずれもんに対して指数的にフーリエ係数が減衰しており、軌道の解析性が4倍精度数値計算の範囲内
では確認された。
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図1: ジーゲル円板内の準周期軌道.外側の軌道は歪んでい 図2: ジーゲル円板内の準周期軌道の軌

るが、内側に向かうにしたがって円に近い軌道となる。一番 道長 N に対する回転数 ((\sqrt{5}-1)/2) へ

外側 (outer)、外側から二番目 (middle)、一番内側 (inner) の収束.図1における三つの軌道 (outer,

の三つの軌道に着目する。middle, inner) に対して回転数。

図3: ジーゲル円板内の準周期軌道に関する g のフーリ工係数の大きさ.左上がouter、右上がmiddle、

下が inner に対応する。
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5 制限三体問題

本節では,微分方程式 (8) であらわされる制限三体問題 [4] の準周期軌道に対して,重み付きバーコフ
平均を応用する.

dq_{1}/dt = p_{1}+q_{2},
dq_{2}/dt = p_{2}-q_{1},

(8)
dp_{1}/dt = p_{2}- $\mu$(q_{1}-1+ $\mu$)d_{m}^{-3}-(1- $\mu$)(q_{1}+ $\mu$)d_{p}^{-3},
dp_{2}/dt = -p_{1}- $\mu$ q_{2}d_{m}^{-3}-(1- $\mu$)q_{2}d_{p}^{-3}.

ここで,

d_{m}=((q_{1-}1+ $\mu$)^{2}+q_{2}^{2})^{0.5}, d_{\mathrm{p}}=((q_{1}+ $\mu$)^{2}+q_{2}^{2})^{0.5}.

であり,  $\mu$=0.1 とする.系のハミルトニアン H は,

H=[(p_{1}^{2}+p_{2}^{2})/2]+[q_{2}p_{1}-q_{1}p_{2}]-[ $\mu$ d_{p}^{-1}+(1- $\mu$)d_{m}^{-1}] (9)

である. H をおよそ‐2.63の値に設定して, q_{2}=0 かつ dq_{2}/dt>0 によって定めたボアンカレ断面上の

離散軌道,つまり 2次元写像の解を調べることにする.数値積分はルンゲ=クッタの8次公式 [5], 時間刻

みは 2\times 10^{-5} でおこなった.また,ポァンカレ断面上の軌道を精度良く求めるために,(8) を数値積分し

て断面を横切る直前の点を求めた後,従属変数 q2と独立変数 t の役割を入れ替えて,q2を独立変数とみ
なしてボアンカレ断面にちょうど到達するようにルンゲ=クッタの8次公式を1ステップ分適用した.こ

図5: 図4に示した準周期軌道の回転数 $\rho$_{N} の誤

差(軌道長 N との対比). 誤差 |$\rho$_{N}-$\rho$_{N}\cdot| (但図4: ボアンカレ断面上の準周期軌道.時刻 n にお
 $\delta$

し,  N^{*}=400
, 000) が4倍精度計算の計算精度の

ける軌道上の点 x_{n} をq1軸からのなす角 $\phi$_{n} で捉
限界,すなわち丸め誤差のオーダー 10^{-30} 程度に

える.
まで誤差が減少すると数値計算上は収束したとみ
なせる.

のようにして得られた準周期離散軌道 (軌道長 N) の時刻. n における点を x_{n} としたとき,図4で示すよ
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うに (q_{1}, p_{1}) 平面上で q_{1} 軸とのなす角 $\phi$_{n} を定め,時刻が1だけ進む毎の角の進み具合の平均 (回転数)
を重み付きバーコフ平均を用いて求めた.図5はこの計算で得られた回転数 $\rho$_{N} の想定される厳密値 (軌
道長 N^{*}=400 , 000の場合の値で代用) からの誤差を軌道長 N の関数として示したものである.これか

ら, N=20 , 000程度において,4倍精度の計算精度の限界に近い 10^{30} にまで,誤差が減少していること

がわかる.また,誤差の収束レートは 1/N^{15} 程度であることがわかる. N が十分大きくならないうちに4

倍精度の計算精度に到達してしまうために収束レートは理論値 (N が十分大きいときには N に関する任

意次の多項式より速く収束する) ほどには速くなっていないものの,バーコフ平均 B_{N} を用いた場合の誤

差の収束レートである 1/N よりも圧倒的に高速化されていることがわかる.実際,例えば30桁の精度で
回転数を求めることを考えると,重み付きバーコフ平均 WB_{N} を用いた場合には,バーコフ平均 B_{N} を

用いた場合に比べて, 1/10^{25} 程度の長さの軌道で済む,すなわちそれだけ高速化されていることとなる.

6 ノイズをもつ準周期データ

本節では重みつきバーコフ平均がノイズを含む準周期軌道に対しても一定程度有効であることを述べ

\grave{}

る。以下であらわされる準周期データ [8] にノイズを付加して解析する。 x\in[0 , 1 ] (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 1) から複素平

面への写像  $\gamma$

 $\gamma$(x):=\hat{ $\gamma$}_{-1}z^{-1}+\hat{ $\gamma$}_{0}+\hat{ $\gamma$}_{1}z+\hat{ $\gamma$}_{2}z^{2} (10)

を考える。ここで z=z(x) :=e^{i2 $\pi$ x} であり、パラメタは \hat{ $\gamma$}-1:=1.4-2i, \hat{ $\gamma$}0:=4.1+1.34i, \hat{ $\gamma$}_{1} :=

-2+2.412i, \hat{ $\gamma$}_{2}:=-2.5-1.752i とする ([8] における Fig.5ならびに \mathrm{e}\mathrm{q}.(31) ). また、 p=(\sqrt{5}-1)/2
として n=0 , 1, \cdots に対して $\gamma$_{n}= $\gamma$(n $\rho$) を考える.これによって生成される軌道は図6で示されるよう

に交差をもつ。図7で示されるようにこの準周期軌道に関しても重み付きバーコフ平均を用いることに

より、回転数の収束が速くなる。バーコフ平均との差は非常に大きい。 $\gamma$_{n}= $\gamma$(n $\rho$) に対して振幅 10^{-m}

(m=2,5,10,15,20,25,30) の一様乱数をノイズとして付加した軌道に対して重み付きバーコフ平均を

適用すると一定程度まではノイズがない場合と同じ程度の収束を示したのち、収束速度が落ちてバーコ

フ平均と同じ程度となる。

7 まとめ

本稿では,エルゴード的な力学系における各種平均量を計算するために用いられるバーコフのエルゴー
ド定理に修正を加えて , なめらかな重みを用いた重み付きバーコフ平均を導入した.それを用いると準周

期軌道に纏わる回転数,フーリエ係数などの量が高速かつ高精度でおこなえることが確認された.この高
速化はカオス軌道に対しては実現されないため,収束スピードの差を用いてカオス軌道と準周期軌道の
分類にも利用可能である [6]. また,重み付きバーコフ平均の適用方法や特性に関する詳細,制限三体問題
以外の力学系に対する結果等は [7] を,理論的背景に関しては [1] を参照いただきたい.
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図6: 準周期軌道 $\gamma$_{n}.

図7: 準周期軌道 $\gamma$_{n} の回転数の (\sqrt{5}-1)/2 への収

束(バーコフ平均と重み付きバーコフ平均).

図8: 準周期軌道 $\gamma$_{n} にさまざまなサイズのノイズ

を付加したデータに関する回転数の収束 (平均 0 で

振幅 10^{-m}(m=2,5,\cdot\cdot 10,15,20,25,30) の一様乱数

をノイズとして付加).
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