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概要

The \mathcal{W}‐algebras are vertex superalgebras defined by the generalized Drinfeld‐Sokolov

reductions. We show that the \mathcal{W}‐algebras for generic levels are constructed as intersections

of kernels of screening operators and give some applications for free fields realizations of the

\mathcal{W}‐algebras.

1 研究の背景

二次元共形場理論の中で Zamolodchikov らによって発展した \mathcal{W} 代数は,Feigin‐Frenkel によって

一般の有限次元単純 Lie 代数 \mathfrak{g} と複素数 k に付随して,Drinfeld‐Sokolov 還元によって拡張されて

定義された (これを \mathcal{W}^{k}(\mathrm{g}) と表す). これは Fateev‐Lukyanov によるスクリーニング作用素によっ

て定義された塩型, D_{n} 型の \mathcal{W} 代数と一致した [FL, FF]. さらに一般に次のような定理が成り立

つことを証明されている (これを \mathcal{W} 代数の自由場実現と呼ぶ):

定理1.1 ( $\Gamma$ \mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}- Frenkel [\mathrm{F}\mathrm{F}]) . k をgeneric とすると, \mathcal{W} 代数 \mathcal{W}^{k}(9) は \mathfrak{g} のCartan 部分代数に

付随する Heisenberg 頂点代数 \mathcal{H} の頂点部分代数として次のように実現される:

\displaystyle \mathcal{W}^{k}(\mathfrak{g})\simeq\bigcap_{i=1}^{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathfrak{g}}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\int \mathrm{e}^{-\frac{1}{ $\nu$}\int$\alpha$_{i}(z)}dz.
ただし \displaystyle \int \mathrm{e}^{-\frac{1}{ $\nu$}\int$\alpha$_{*}(z)} dz は \mathfrak{g} の単純ルート $\alpha$_{i} に付随するスクリーニング作用素,  $\nu$=\sqrt{k+h}, h^{\vee}

は \mathfrak{g} の双対 Coxeter 数である.

ところがFateev‐Lukyanov の B_{n} 型の \mathcal{W} 代数は, B_{n} 型の Lie 代数 \mathfrak{s}0_{2n+1} に付随する \mathcal{W} 代数

\mathcal{W}^{k} (so2n+1 ) と一致しなかった.一方で Kac‐Roan‐Wakimoto はFeigin‐Frenkel の定義を拡張し,

\mathrm{g}, k およびべき零元 f\in \mathfrak{g} に付随して \mathcal{W} 代数を定義した (第3章参照).このとき \mathrm{g} はLie 代数の

みならずLie 超代数の場合にまで拡張された.すると彼らの計算によって,Fateev‐Lukyanov によ

る B_{1} 型の \mathcal{W} 代数が Lie 超代数 0\mathfrak{s}\mathfrak{p}(1,2) に付随する \mathcal{W} 代数に一致することが示された (ただし f

は正則べき零元となるようにとる). 一般には次のように予想されていた ([IMP, Watts

予想1.2. k\displaystyle \neq-n-\frac{1}{2}(=h^{\vee}) に対し,

\mathcal{W}^{k}(0\mathfrak{s}\mathfrak{p}(1,2n))\simeq \mathcal{W}B_{n}^{k}.

ただし \mathcal{W}B_{n}^{k} はFateev‐Lukyanov の B_{n} 型の \mathcal{W} 代数である.
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本稿ではこの予想を証明する.そのためにより一般的な自由場実現に関する定理 (定理4.1, 4.2)
を証明し,さらなる応用として定理4.4を証明する.

2 頂点代数

\mathbb{C} 上のベクトル空間 V が頂点代数であるとは, 0 でないベクトル 1\in V, V 上の線形写像 \partial :  V\rightarrow V,

さらに V から V上の線形写像を係数にもつ形式的べき級数全体 \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}V[[z]] (z は独立変数) への線

形写像

\displaystyle \mathrm{Y}:V\ni A \mapsto \mathrm{Y}(A, z)=A(z)=\sum_{n\in \mathbb{Z}}A_{(n)}z^{-n-1}\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}V[[z|]
が与えられていて,次を満たしているときをいう:

\bullet (局所ローラン級数) 任意の  A, B\in V に対し, A_{(n)}B=0 for all n\gg 0.

\bullet (真空ベクトル)  Y(1, z)=\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{v} であり,任意の A\in V に対し, Y(A, z)\cdot 1|_{z\rightarrow 0}=A.

\bullet (変換作用素) \partial\cdot 1=0 かつ [\partial, \mathrm{Y}(\mathrm{A},z)]=\mathrm{Y}(\partial A, z) .

\bullet (局所性) 任意の  A, B\in V に対し,ある N\in \mathbb{Z} が存在し, (z-w)^{N}[\mathrm{Y}(A,z), \mathrm{Y}(B,w)]=0.

A\in V に対し A(z) を A に対応する V上の場という.二つ目の条件から \mathrm{Y} が単射であることが

分かる.よって V 上のベクトルと Y の像は一対一対応になっており,これを場と状態の対応とい
う.また Vが超ベクトル空間 ( \mathbb{Z}/2\mathbb{Z} 次数付けされたベクトル空間) のとき, 1\in V および \partial, \mathrm{y} の

パリテイがeven かつ局所性の括弧積を超括弧積と見なすことにすれば, V は頂点超代数の構造を

もつという.

3 \mathcal{W} 代数

\mathfrak{g} を \mathbb{C} 上の有限次元 Lie 代数またはbasic classical なLie 超代数, f\in \mathfrak{g} を \mathfrak{g} の(パリテイがeven
な ) べき零元, k\in \mathbb{C},  $\Gamma$ を \mathrm{g} の半整数次数付け

 $\Gamma$:\displaystyle \mathfrak{g}=\bigoplus_{\mathrm{j}\in\frac{1}{2}\mathbb{Z}}\mathfrak{g}_{j}
であって, f に関する�good� な条件 (f\in \mathfrak{g}_{-1} であって,adf : \mathfrak{g}j\rightarrow Sj-1 が j\displaystyle \geq-\frac{1}{2} のとき単射か

つ j\displaystyle \leq-\frac{1}{2} のとき全射) を満たすとする.このとき \mathfrak{g}, f, k,  $\Gamma$ に付随する \mathcal{W} 代数

\mathcal{W}^{k}(\mathfrak{g}, f; $\Gamma$)=H(C_{\dot{k}}(\mathfrak{g}, f; $\Gamma$), d)

が定義される [KRW]. ただし (C_{k}(\mathfrak{g}, f; $\Gamma$), d) は \mathfrak{g}, f, k,  $\Gamma$ に付随する (一般化された) Drinfeld‐

Sokolov 還元によって定義されるコホモロジー複体である.このとき  C_{k}(\mathfrak{g}, f; $\Gamma$) は頂点超代数の構

造をもち,そのコホモロジーである \mathcal{W} 代数 \mathcal{W}^{k}(\mathfrak{g}, f; $\Gamma$) も C_{k}(\mathfrak{g}, f; $\Gamma$) から誘導された頂点超代数

構造をもつ.

ペア (\mathfrak{g}, f) に対し,Jacobson‐Molozov の定理から  $\epsilon$[_{2} ‐triple \{e, h, f\}\subset \mathfrak{g} が存在し,このとき半単
純元 x= 麺は随伴作用によって \mathfrak{g} に半整数次数付けを与え,これは f について good な次数付けに

なる.したがって f について good な  $\Gamma$ はいつでも存在する.一方で, \mathcal{W} 代数 \mathcal{W}^{k}(\mathrm{g}, f; $\Gamma$) は  $\Gamma$ のと
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り方によらず同じ頂点超代数構造をもつことが知られている.そこで \mathrm{g}, f, k に付随する (同じ頂点

超代数構造をもつ) \mathcal{W} 代数を \mathcal{W}^{k}(\mathfrak{g}, f) と表す. f が \mathfrak{g} の正則べき零元のとき,これは Feigin‐Frenkel

によって定義された \mathcal{W} 代数 \mathcal{W}^{k}(\mathfrak{g}) と一致する.

4 主結果

主定理を述べるためにいくつか定義を準備する.まず三角分解

\mathfrak{g}=\mathfrak{g}>0\oplus \mathfrak{g}_{0}\oplus \mathfrak{g}<0

に付随する制限ルート系 ([BG]) を $\Delta$^{ $\Gamma$} とする.すなわち \mathrm{B}\mathrm{o} に含まれるCartan部分代数りによっ
て定まるルート系を  $\Delta$, j\displaystyle \in\frac{1}{2}\mathbb{Z} に対し

$\Delta$_{j}=\{ $\alpha$\in $\Delta$|\mathrm{g}_{ $\alpha$}\subset \mathfrak{g}_{j}\}

とすると $\Delta$^{ $\Gamma$}=$\Delta$_{>0} ロ $\Delta$_{<0} である.  $\Delta$「の正ルートを  $\Delta$_{>0} とする base を $\Pi$^{ $\Gamma$} とおく. $\Pi$^{ $\Gamma$} は  $\Delta$>0

のうちindecomposable なルートの集まりになる. $\Delta$_{>0}\subset $\Delta$+ となるように  $\Delta$ の単純ルート  $\Pi$ を

とる.  $\Delta$ から誘導される  $\Pi$ と  $\Pi$^{ $\Gamma$} への半整数次数付けを $\Pi$_{j}, $\Pi$_{j}^{ $\Gamma$} とすると,  $\Pi$ =$\Pi$_{0}\mathrm{u}$\Pi$_{1,2} \sqcup$\Pi$_{1},

$\Pi$^{ $\Gamma$}=$\Pi$_{1,\mathrm{z}}^{ $\Gamma$}\mathrm{u}$\Pi$_{1}^{ $\Gamma$} が成り立つ.ここで  $\alpha$\in$\Pi$^{ $\Gamma$} に対し,

[ $\alpha$]= ( $\alpha$+ \oplus \mathbb{Z} $\beta$)\cap$\Pi$^{ $\Gamma$}, [$\Pi$^{ $\Gamma$}]=\{[ $\alpha$]| $\alpha$\in$\Pi$^{ $\Gamma$}\}
 $\beta$\in \mathrm{n}_{0}

とする. [ $\alpha$] の元は  $\alpha$ と同じ次数をもつ.  $\alpha$,  $\beta$\in$\Pi$^{ $\Gamma$} に対し,

[ $\alpha$]=[ $\beta$] \Leftrightarrow  $\alpha$- $\beta$\in \oplus \mathbb{Z} $\gamma$
 $\gamma$\in \mathrm{n}_{0}

が成り立つ. V^{ $\tau$}k(\mathfrak{g}_{0}) を 90 とその不変双線形形式

$\tau$_{k}(u|v)=k(u|v)+\displaystyle \frac{1}{2}$\kappa$_{9}(u|v)-\frac{1}{2}$\kappa$_{\emptyset 0}(u|v)
(ただし u,v\in \mathfrak{g}_{0} は任意,は \mathfrak{g} 上の最長ルートの長さの二乗を2に正規化した非退化双線形形

式, $\kappa$_{\mathfrak{g}} は \mathfrak{g} 上の Killing 形式) に付随するアファイン頂点超代数とする. u\in \mathfrak{g}_{0} に対応する V^{rk}(\mathfrak{g}_{0})
上の場を u(z) とおくと, u, v\in \mathfrak{g}_{0} に対し

u(z)v(w)\displaystyle \sim\frac{[u,v](w)}{z-w}+\frac{ $\tau$ k(u|v)}{(z-w)^{2}}
が成り立つ.ただし右辺は左辺の z=w に関する特異部のみを表示している (作用素積展開とい
う ) . F(9_{5}^{1}) を 9\displaystyle \frac{1}{2} とその超反対称双線形形式

<u|v>=(f|[u, v])

( u,v\in \mathfrak{g}_{\frac{1}{2}} は任意) に付随する中立フェルミオン頂点超代数とする. e_{ $\alpha$}\in \mathfrak{g}_{1}( $\alpha$\in$\Delta$_{1})\mathrm{z}\mathrm{z} に対応する

F(1_{ $\Xi$}^{1}) 上の場を $\Phi$_{ $\alpha$}(z) とおくと,  $\alpha$,  $\beta$\in$\Delta$_{1,\mathfrak{T}} に対し

$\Phi$_{ $\alpha$}(z)$\Phi$_{ $\beta$}(w)\displaystyle \sim\frac{<u|v>}{z-w}
が成り立つ.次が主定理である.

77



定理4.1. k をgeneric とする.このとき \mathcal{W} 代数 \mathcal{W}^{k}(\mathfrak{g}, f; $\Gamma$) は V^{ $\tau$ k}(\mathfrak{g}0)\otimes F(\mathrm{g}_{\frac{1}{2}}) の頂点部分代数

として次のように実現される :

\displaystyle \mathcal{W}^{k}(\mathfrak{g}, f; $\Gamma$)\simeq\bigcap_{[ $\beta$]\in[$\Pi$_{1}^{ $\Gamma$}]}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\sum_{ $\alpha$\in[ $\beta$]}(f|e_{ $\alpha$})\int S^{ $\alpha$}(z)dz \cap \cap \displaystyle \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\sum_{ $\alpha$\in[ $\beta$]}\int S^{ $\alpha$}(z)$\Phi$_{ $\alpha$}(z)dz.[ $\beta$]\in 1_{5}^{$\Pi$^{ $\Gamma$}}]

ただし S^{ $\alpha$}(z) は  $\alpha$\in $\Pi$「に付随する  V^{ $\tau$ k} (g0)に作用するスクリーニング作用素 ([G]) である.

特に \mathfrak{g}_{0}=\mathfrak{h} となるように  $\Gamma$ がとれるとき  V^{ $\tau$ k}(\mathfrak{g}_{0}) は \mathfrak{h} に付随する Heisenberg 頂点代数 \mathcal{H} に一

致する.また  $\Pi$^{ $\Gamma$}= $\Pi$ であり

 S^{ $\alpha$}(z)=\mathrm{e}^{-\frac{1}{ $\nu$}\int $\alpha$(z)}

が成り立つ.ただし  $\nu$=\sqrt{k+h}, h^{\vee} は \mathfrak{g} の双対 Coxeter 数である.したがって次を得る.

定理4.2. \mathfrak{g}_{0}=\mathfrak{h} かつ k がgeneric のとき, \mathcal{W} 代数 \mathcal{W}^{k}(\mathfrak{g}, f_{\rangle} $\Gamma$) は \mathcal{H}\otimes F(\mathfrak{g}_{\mathrm{z}}1) の頂点部分代数とし

て次のように実現される :

\mathcal{W}^{k}(\mathfrak{g}, f; $\Gamma$)\simeq \displaystyle \bigcap_{ $\alpha$\in $\Pi$,(f|e_{ $\alpha$})^{1}\neq 0}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\int \mathrm{e}^{-\frac{1}{ $\nu$}\int $\alpha$(z)}dz \displaystyle \cap\bigcap_{1 $\alpha$\in$\Pi$_{\mathfrak{T}}}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\int \mathrm{e}^{-\frac{1}{ $\nu$}\int $\alpha$(z)}$\Phi$_{ $\alpha$}(z) d2.

\mathfrak{g} がLie 代数かつ f を正則べき零元とすると \mathfrak{g}_{0}=\mathfrak{h} となり,このとき定理4.2は定理1.1を復元
する.また \mathfrak{g}=0\mathfrak{s}\mathfrak{p}(1,2n) かつ f を( \mathfrak{g} のeven パートの) 正則べき零元とすると \mathfrak{g}=\mathfrak{h} なる good な

次数付けが存在し,定理4.2を適用すると次が得られる :

命題4.3.

\displaystyle \mathcal{W}^{k}(0\mathfrak{s}\mathrm{p}(1,2n))=\bigcap_{i=1}^{n-1}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\int \mathrm{e}^{-\frac{1}{ $\nu$}\int $\alpha$ i(z)}dz \cap \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\int \mathrm{e}^{-\frac{1}{ $\nu$}\int$\alpha$_{n}(z)} $\Psi$(z)dz.
右辺の式は Fateev‐Lukyanov の B_{n} 型の \mathcal{W} 代数の定義に一致するので,これで予想1.2が証明

された.

予想1.2は定理4.2を用いて証明されたが,定理4.1にも応用がある. 9=5㌦かつ f を副正則べ

き零元として,定理4.1を適用すると次が得られる (詳細は略).

定理4.4. k\neq-n(=h^{\vee}) に対し,

\mathcal{W}^{k}(\mathfrak{s}\downarrow_{n}, f)\simeq \mathcal{W}_{n}^{(2),k}.

ただし \mathcal{W}_{n}^{(2),k} はFeigin‐Semikhatov の \mathcal{W}^{(2)} 代数 ([\mathrm{F}\mathrm{S}]) である.

定理4.4は n=2 , 3のとき知られており,一般には予想とされていた ([ACGHR]).
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