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1 Introduction

Zhang, et al. [7] は,実験で流れる石鹸膜内で振舞う糸の運動についての研究を行った.
そこでは,糸の長さがある値よりも長くなると,真っ直ぐな状態 (the stretched‐straight

state) とはためく状態 (the flapping state) の異なる二つの状態が観察できることを示し

た.(Figure 1を参照) 我々はこの現象に興味がある.

Figure 1: 真っ直ぐな状態とはためく状態 ([7, p. 836])

ここでは外部の流体の影響を無視して,吊り下げられた伸びない糸の運動を数学的に
考える.糸は有限の長さで密度一定とし,片方の端点が固定端,もう片方の端点が自由端
とする.また,糸の運動は重力と張力によって支配されるとする.

数学的に定式化しよう. L を糸の長さとし, \mathcal{S} (\in [0 ) L]) を自由端から測った弧長とす

る.また,時刻 t における糸の形は,次のような曲線で表されるとする.

u(s, t)=(u_{1}(s, t), u_{2}(s, t), u_{3}(s, t s\in [0, L].
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更に,固定端は \mathrm{R}^{3} の原点であるとする.(Figure 2を参照)

y)

Figure 2: 吊り下げられた糸

糸の運動方程式を考える.  $\rho$ を糸の密度,  g= (0,0, -1) を重力加速度とし,  $\tau$ (  s
)
t) を

糸の張力 (スカラー) とする.このとき,糸の運動方程式は,次のように表される.(例えば
[6] を参照)

 $\rho$ u_{tt}-( $\tau$ u_{S})_{s}= $\rho$ g in (0, L)\times(0,T) .

また,糸が伸びないということは,次のように定式化できる.

|u_{S}|\equiv 1 in (0, L)\times(0, T) .

境界条件としては,次のものを課す.

u|_{s=L}=0,  $\tau$|_{s=0}=0 on (0, T) .

この境界条件の一つ目の条件は,糸の固定端 (s=L) が \mathrm{R}^{3} の原点にあることを表し,二
つ目の条件は,糸の自由端 (s=0) では張力が 0 になることを表している.また,初期条
件としては,次のものを課す.

(u, u_{t})|_{t=0}=(u_{0}(s), v_{0}(s)) in (0, L) .

この初期値問題の解の存在や一意性については,殆ど研究がない.Reeken[3, 4] は,片
方の端点が (0,0, +\infty) であるような無限の長さの伸びない糸の運動について研究した.

(技術的な理由により,重力加速度 g は定ベクトルではないことも仮定した) 彼は,初期
データが自明な定常解に十分近いときに局所解の存在と一意性を示した.Preston[2] は,
重力がない場合 (つまり g=0 の場合) の有限な長さの伸びない糸の運動について研究し

た.彼は,任意の初期データに対して局所解の存在と一意性を示した.
以下,簡単のために  $\rho$=1, L=1 とし, I=(0,1) と表すことにする.つまり,次の初

期境界値問題について考える.

(1.1) u_{tt}-( $\tau$ u_{S})_{8}=g, |u_{s}|\equiv 1 in I\times(0, T) ,

(1.2) u|_{s=1}=0,  $\tau$|_{s=0}=0 on (0, T) ,

(1.3) (u, u_{t})|_{t=0}=(u_{0}(s), v_{0}(s)) in I,
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本論文では,初期境界値問題 (1.1)-(1.3) に対する解の aprio \mathrm{r}\mathrm{i} 評価について考える.

Remark. (u,  $\tau$) が方程式 (1.1) と境界条件 (1.2) を満たす滑らかな関数とする.このと

き,張力  $\tau$ は (  t をパラメータと見なした) 次の常微分方程式に対する二点境界値問題の

解になることが分かる.

(1.4) $\tau$_{58}-|u_{\mathcal{S}5}|^{2} $\tau$=-|u_{ts}|^{2} in  I\times (0, T) ,

(1.5)  $\tau$|_{s=0}=0, $\tau$_{s}|_{s=1}=-g\cdot u_{\mathrm{s}}|_{s=1} on (0, T) .

特に,張力の時刻 t=0 での値 $\tau$_{0}(s) := $\tau$|_{t=0} は,次の常微分方程式に対する二点境界値問
題の解として定まる.(つまり $\tau$_{0} は,初期データ (u_{0}, v_{0}) によって定まる )

(1.6) $\tau$_{0ss}-|u_{0ss}|^{2} $\tau$=-|v_{0_{8}}|^{2} in  I\times (0, T) ,

(1.7) $\tau$_{0}|_{s=0}=0, $\tau$_{0s}|_{s=1}=-g\cdot u_{0s}|_{s=1} on (0, T) .

更に g\cdot u'|_{s=1}<0 on [0, T] を仮定すると,張力  $\tau$ について次が成り立つ.

 $\tau$(0, t)=0, $\tau$_{s}(0, t)>0 , かつ  $\tau$(s, t)>0 for (s, t)\in(0, L] \mathrm{x}[0, T]

つまり,張力  $\tau$ は自由端  s=0 を除いて正の値をとり,自由端において線形退化をするこ
とが分かる.言い換えると,張力  $\tau$ は次の形で表される.

 $\tau$(s, t)=s $\mu$(s, t) on I\times[0, T].

ここで  $\mu$ は  I\times [0, T] 上で正の値をとる適当な滑らかな関数である.

2 Notation and main theorem

この論文を通して,二つのノルム \Vert . \Vert_{1} と \Vert\cdot\Vert_{2} に対して, v に依存しないある定数 C を

用いて \Vert v\Vert_{1}\leq C\Vert v\Vert_{2} が成り立つとき, \Vert v\Vert_{1_{\sim}}<\Vert v\Vert_{2} と表すことにする.

非負の整数全体を \mathrm{Z}_{+} で表す.(つまり \mathrm{Z}_{+}=\{0,1,2, \ldots } とする ) また  m\in \mathrm{Z}_{+} に対

して,次のように関数空間 X^{m}(I) を定める.

X^{m}(I)=\{u\in L^{2}(I); \Vert u\Vert_{X^{m}(I)}<+\infty\}.

ここで \partial_{s}u= \displaystyle \frac{d}{ds}u(s) として

\Vert u\Vert_{X^{m}(I)}= \left\{\begin{array}{ll}
\sum_{\mathrm{j}=0}^{k}\Vert\partial_{S}^{j}u\Vert_{L^{2}(I)}+\sum_{j=0}^{k}\Vert s^{j}\partial_{s}^{k+j}u\Vert_{L^{2}(I)}, & m=2k, k\in \mathrm{Z}_{+},\\
\sum_{j=0}^{k}\Vert\partial_{\mathrm{s}}^{j}u\Vert_{L^{2}(I)}+\sum_{j=0}^{k}\Vert s^{\mathrm{j}+\frac{1}{2}}\partial_{s}^{k+1+j}u\Vert_{L^{2}(I)}, & m=2k+1, k\in \mathrm{Z}_{+}.
\end{array}\right.
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(これらの関数空間 X^{m}(I) は [3, Section 2] で定義したものと本質的に同じ関数空間であ

る.[5] も参照) 更に 1\leq m を満たす l, m\in \mathrm{Z}_{+} に対して,次のように定める.

$\Lambda$_{T}^{l,m}=\displaystyle \bigcap_{j=0}^{l}C^{j}([0, T];X^{m-j}(I)) , \Vert u\Vert_{$\Lambda$_{\mathrm{T}}^{l,m}}=\sum_{j=0}^{l}\sup_{t\in[0,T]}\Vert\partial_{t}^{j}u(\cdot, t)\Vert_{X^{m-j}(I)}.
次が我々の主結果である.

Theorem 2.1 m を7以上の整数とする.また (u,  $\tau$) を,初期境界値問題 ( 1. 1)-(1.3) の

滑らかな解とする.また,初期データ u_{0} が a:=g\cdot u_{0}'|_{s=1} <0 を満たすとする.更に,二
点境界値問題 (1.6), (1.7) で決まる $\tau$_{0} に対して,  $\delta$:=\displaystyle \min_{s\in}環 $\tau$_{0}(s) (>0) とおく.

このとき,二つの正数

T_{0}=T_{0}(m, \Vert u_{0}\Vert_{X^{m}(I)}, \Vert v_{0}\Vert_{X^{m-1}(I)\rangle}a,  $\delta$) ,

C=C(m, \Vert u_{0}\Vert_{X^{m}(I)}, \Vert v_{0}\Vert_{X^{m-1}(I)}, a,  $\delta$)

が存在して,解 (u,  $\tau$) に対して,次が成り立つ :

 g\cdot u'|_{s=0}\leq \displaystyle \frac{1}{2}a (<0) on [0, T_{0}],  $\mu$\geq \displaystyle \frac{1}{2} $\delta$ (>0) on  I\times [0, T_{0}],
(2.1) \Vert u\Vert_{$\Lambda$_{\mathrm{T}_{0}}^{m,m}}+\Vert $\tau$\Vert_{$\Lambda$_{T_{0}}^{m-2,m}}+\Vert$\tau$'\Vert_{$\Lambda$_{\mathrm{T}_{0}}^{m-2,m-1}}+\Vert $\mu$\Vert_{$\Lambda$_{T_{0}}^{m-2,m-1}}\mathrm{s} \leq C.
ここで  $\mu$(s, t)=\displaystyle \frac{1}{\mathrm{s}} $\tau$(s, t) である.

3 Proof of main theorem (I)
Theorem 2.1は m に関する数学的帰納法で証明する.ここでは m-1 のときまで成り立

つことを仮定して, m の場合にも成り立つことを証明しよう.この論文では,その中でも

特に,評価 (2.1) の \Vert u\Vert_{$\Lambda$_{\mathrm{T}_{0}}^{m,m}} \leq C の証明を与えよう.

さて Q(s, t) = |u_{SS}(s, t)|^{2} とおき,  $\varphi$(s, t) ,  $\psi$(s, t) を (t をパラメータと見なした) 次の

常微分方程式に対する初期値問題の解とする.

(3.1) $\varphi$_{ss}-Q $\varphi$=0,  $\varphi$|_{s=0}=0, $\varphi$_{s}|_{s=0=1;}

(3.2) $\psi$_{88}-Q $\psi$=0,  $\psi$|_{s=1}=1, $\psi$_{s}|_{8=1}=0.

また a(t)=-g\cdot u_{s}|_{s=1} とおく.

Remark. 各 t に対して,この二つの関数  $\varphi$(t,  $\psi$(t, \cdot ) は一次独立になることが分かる.

よって,常微分方程式に対する二点境界地問題 (1.4), (1.5) の解  $\tau$ は(この  $\varphi$,  $\psi$ を用いて)
次のように表される.

 $\tau$(s, t)=\displaystyle \frac{ $\varphi$(s,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}a(t)-\frac{ $\psi$(s,t)}{$\varphi$_{s}(1,l)}\int_{0}^{s} $\varphi$( $\sigma$, t)|u_{ts}( $\sigma$, t)|^{2}d $\sigma$
-\displaystyle \frac{ $\varphi$(s,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}\int_{s}^{1} $\psi$( $\sigma$, t)|u_{ts}( $\sigma$, t)|^{2}d $\sigma$.
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次の Lemma 3. 1を示すことがキーになる.但し Lemma 3. 1の主張を述べる上で,記

号の煩雑さを避けるために,次のようにおく.

(3.3) f=\displaystyle \partial_{t}^{m-2}(|u_{ts}|^{2})-\sum_{j=0}^{m-3}\left(\begin{array}{ll}
m & -2\\
 & j
\end{array}\right)\displaystyle \partial_{t}^{m-2-j}Q\partial_{t}^{j} $\tau$,
(3.4) \displaystyle \tilde{ $\tau$}(s, t)=\frac{ $\psi$(s,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}\int_{0}^{s} $\varphi$( $\sigma$, t)f( $\sigma$, t)d $\sigma$+\frac{ $\varphi$(s,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}\int_{s}^{1} $\psi$( $\sigma$, t)f( $\sigma$, t)d $\sigma$.
Lemma 3.1以下のように E(t), \mathrm{F}(t) を定めるとき,

\displaystyle \frac{d}{dt}E(t)_{\sim}<\mathrm{F}(t)
が成り立つ : ここで,

E(t)=\displaystyle \frac{1}{2}\int_{0}^{1} $\tau$|\partial_{t}^{m-1}u_{s}|^{2}ds+\frac{1}{2}\int_{0}^{1}|( $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s})_{s}|^{2}ds
+\displaystyle \sum_{\mathrm{j}=1}^{m-3}\left(\begin{array}{ll}
m & -2\\
 & j
\end{array}\right)(\displaystyle \partial_{t}^{j} $\tau$\partial_{t}^{m-2-j}u_{8})_{8} $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s}|_{s=1}
+\displaystyle \frac{1}{2}\frac{ $\varphi$(1,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}|\partial_{t}^{m-2}a|^{2}+\tilde{ $\tau$}(1, t)\partial_{t}^{m-2}a+\frac{ $\varphi$(1_{)}t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}|\partial_{t}^{m-2}a|^{2},

73



また,

F(t)=-\displaystyle \frac{1}{2}\int_{0}^{1}\partial_{t} $\tau$|\partial_{t}^{m-1}u_{s}|^{2}ds-\frac{1}{2}\int_{0}^{1}(\partial_{t} $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s})_{s}(\partial_{t} $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s})_{s}ds
+\displaystyle \sum_{\mathrm{j}=1}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -2\\
 & j
\end{array}\right)\displaystyle \int_{0}^{1} (\partial_{t}ア\partial_{t}^{m-2-j}u_{s})_{s} $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s}ds

+\displaystyle \sum_{j=1}^{m-3}\left(\begin{array}{ll}
m & -2\\
 & \acute{J}
\end{array}\right)\displaystyle \partial_{t}\{ $\tau$(\partial_{t}^{j} $\tau$\partial_{t}^{m-2-j}u_{s})_{s}\}|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-2}u_{S}|_{s=1}
+\displaystyle \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -1\\
 & j
\end{array}\right)(\displaystyle \partial_{t}^{m-2}$\tau$_{s} $\tau$\partial_{t}^{j}u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1-\mathrm{j}}u_{s}|_{s=1}
-\displaystyle \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -\mathrm{l}\\
 & j
\end{array}\right)(\displaystyle \partial_{t}^{m-2}$\tau$_{s} $\tau$\partial_{t}^{j}u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1-j}u_{s}|_{s=1}
+\displaystyle \frac{1}{2}\partial_{t}(\frac{ $\varphi$(1,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)})|\partial_{t}^{m-2}a|^{2}+\partial_{t}(\frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)})\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)f( $\sigma$,t)d $\sigma$
+\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1}\partial_{t} $\varphi$ (  $\sigma$ )  t)  f( $\sigma$, t)d $\sigma$

-\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{9}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\sum_{j=1}^{m-3}\left(\begin{array}{l}
m-1\\
j
\end{array}\right)\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)\partial_{t}^{m-1-j}Q( $\sigma$, t)\partial_{t}^{j} $\tau$( $\sigma$, t)d $\sigma$
-\displaystyle \frac{m-2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)\partial_{t}Q( $\sigma$, t)\partial_{t}^{m-2} $\tau$( $\sigma$,t)d $\sigma$
+\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{ $\epsilon$}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{l}
m-1\\
j
\end{array}\right)\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)\partial_{t}^{m-j}u_{s}( $\sigma$,t)\cdot\partial_{t}^{j+1}u( $\sigma$,t)d $\sigma$
-\displaystyle \frac{2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\sum_{j=0}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -2\\
 & j
\end{array}\right)\displaystyle \int_{0}^{1}( $\varphi$\partial_{t}u_{s})_{s}( $\sigma$,t)\cdot(\partial_{t}^{m-2-j} $\tau$\partial_{t}u_{s})_{s}( $\sigma$, t)d $\sigma$
-\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -2\\
 & j
\end{array}\right)\displaystyle \int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t) $\tau$( $\sigma$,t)\partial_{\mathrm{t}}^{m-1-j}u_{ss}( $\sigma$,t)\cdot\partial_{t}^{j}u_{SS}( $\sigma$, t)d $\sigma$
+\displaystyle \frac{2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1}( $\varphi \tau$ u_{ss})_{s}( $\sigma$, t)\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}( $\sigma$, t)d $\sigma$
-\displaystyle \sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -1\\
 & j
\end{array}\right)( $\varphi \tau$_{s}\displaystyle \partial_{t}^{m-1-\hat{g}}u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{j}u_{S}|_{s=1}+\partial_{t}(\frac{ $\varphi$(1,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)})|\partial_{t}^{m-2}a|^{2}.

(Lemma 3.1の証明) 方程式 u_{tt}-( $\tau$ u_{s})_{s}=g を t に関して m-2 回微分することで,

(3.5) \partial_{t}^{m}u-( $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s})_{s}=(\partial_{t}^{m-2}u_{S})_{s}+\left(\begin{array}{l}
m-2\\
j
\end{array}\right)(\partial_{t}^{j} $\tau$\partial_{t}^{m-2-j}u_{s})_{s} A_{1}+A_{2}) .
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この両辺を更に s で微分することで,

\partial_{t}^{m}u_{s}-( $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s})_{ss}=A_{1s}+A_{2s}.

これと  $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s} との内積をとり, s に関して 0 から1まで積分する.

(3.6) \displaystyle \int_{0}^{1} $\tau$\partial_{t}^{m-2}u\cdot\partial_{t}^{m-1}uds-\int_{0}^{1}( $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{S})_{8S}\cdot( $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{8})ds
=\displaystyle \int_{0}^{1}(A_{1s}+A_{2s})\cdot( $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s}) ds.

この (3.6) の右辺については \mathrm{F}(t) に吸収できる.(3.6) の左辺の第一項は,次のように変
形できるので,扱いは難しくない.

\displaystyle \int_{0}^{1} $\tau$\partial_{\mathrm{t}}^{m-2}u\cdot\partial_{t}^{m-1}uds=\frac{d}{dt}\frac{1}{2}\int_{0}^{1} $\tau$|\partial_{t}^{m-2}u|^{2}ds-\int_{0}^{1}\partial_{t} $\tau$|\partial_{t}^{m-2}u|^{2}ds.
\overline{E(t)\wedge} \overline{F(t)\wedge}

よって (3.6) の左辺の第二項について考える.部分積分より (3.6) の左辺の第二項は,次の
ように変形できる.

(3.7) -\displaystyle \int_{0}^{1}( $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{8})_{88}\cdot( $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s})ds
=-[( $\tau$\displaystyle \partial_{\mathrm{t}}^{m-2}u_{s})_{s}\cdot( $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s})]_{s=0}^{s=1}+\int_{0}^{1}( $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s})_{s}\cdot( $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s})_{8}ds.

この (3.7) の右辺の第二項は,次のように変形できるので,扱いは難しくない.

\displaystyle \int_{0}^{1}( $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s})_{ $\epsilon$}\cdot( $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{S})_{s}ds
=\displaystyle \frac{d}{dt}\frac{1}{2}\int_{0}^{1}|( $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s})_{s}|^{2}ds-\int_{0}^{1}(\partial_{t} $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{8})_{s}\cdot( $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s})_{s} ds.

\overline{E(t)\wedge} \overline{F(t)\wedge}
また (3.7) の右辺の第一項は,次のように変形できる.(境界条件 (1.2) より  $\tau$|_{s=0}=0 及

び \partial_{t}^{m}u|_{s=1}=0 に注意する.また (3.5) にも注意する )

(3.8) - [( $\tau$\partial_{t}^{rn-2}u_{S})_{s}\cdot( $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s})]_{s=0}^{s=1}
=-( $\tau$\partial_{t}^{m-2}u_{s})_{s}|_{s=1}\cdot( $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s})|_{s=1}
=-\partial_{t}^{m}u|_{s=1}\cdot $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}+A_{1}|_{s=1}\cdot $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}+A_{2}|_{s=1}\cdot $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}
=A_{1}|_{s=1}\cdot $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}+A_{2}|_{s=1}\cdot $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{\mathrm{s}=1}.

ここで (3.8) の右辺の第一項は,次のように変形できるので,扱いは難しくない.

A_{2}|_{s=1} .  $\tau$\displaystyle \partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}=\frac{d}{dt}\{( $\tau$ A_{2})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-2}u_{s}|_{\mathrm{s}=1}\}-\partial_{t}( $\tau$ A_{2})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-2}u_{s}|_{s=1}.
\overline{E(t)\wedge} \overline{F(t)\wedge}
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また (3.8) の右辺の第二項は,次のように変形できる.

(3.9) A_{1}|_{\mathrm{s}=1}\cdot $\tau$\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}= $\tau$(\partial_{t}^{m-2} $\tau$ u_{s})_{s}|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}
=(\partial_{t}^{m-2} $\tau \tau$ u_{SS})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{rn-1}u_{S}|_{s=1}+(\partial_{t}^{m-2}$\tau$_{s} $\tau$ u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{\mathrm{t}}^{m-1}u_{S}|_{s=1}.

ここで (3 \cdot 9) の右辺の第二項について考える. |u_{s}|^{2}\equiv 1 を t について m-1 回微分する

ことで,次が成り立つことに注意する.

(3.10) u_{s}\displaystyle \cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}=-\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{l}
m-\mathrm{l}\\
j
\end{array}\right) 碑 u_{s}\cdot\partial_{t}^{m-1-j}u_{s}.

これより (3.9) の右辺の第二項は,次のように変形できる.

(\displaystyle \partial_{t}^{m-2}$\tau$_{s} $\tau$ u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}=-\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{l}
m-1\\
j
\end{array}\right)(\partial_{t}^{m-2}$\tau$_{s} $\tau$\partial_{\mathrm{t}}^{j}u_{s})|_{S=1}\cdot\partial_{t}^{m-1-j}u_{S}|_{s=1}.
よって (3.9) の右辺の第二項は \mathrm{F}(t) に吸収できる.また (3.9) の右辺の第一項は,次のよ

うに変形できる.(方程式 (1.1) より  $\tau$ u_{ss}=-g+u_{tt}-$\tau$_{-9}u_{S} であり,境界条件 (1.2) より

u_{tt}|_{s=1}=0 に注意する )

(3.11) (\partial_{t}^{m-2} $\tau \tau$ u_{SS})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}
=\{\partial_{t}^{m-2} $\tau$(-g+u_{tt}-$\tau$_{s}u_{S})\}|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}
=-\{\partial_{t}^{m-2} $\tau$\partial_{t}^{m-1}(g\cdot u_{s})\}|_{s=1}-(\partial_{t}^{m-2} $\tau \tau$_{s}u_{S})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}
=\partial_{t}^{m-2} $\tau$|_{s=1}\partial_{t}^{m-1}a-(\partial_{t}^{m-2} $\tau \tau$_{s}u_{S})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}.

ここで (3.11) の右辺の第二項は,次のように変形できる.( (3.10) に注意する.)

-(\displaystyle \partial_{t}^{m-2} $\tau \tau$_{s}u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -1\\
 & j
\end{array}\right)(\displaystyle \partial_{t}^{m-2} $\tau \tau$_{s}\partial_{t}^{j}u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1-j}u_{8}|_{s=1}.
よって (3.11) の右辺の第二項は \mathrm{F}(t) に吸収できる.

次に (3.11) の右辺の第一項について考える.  $\tau$ が二点境界値問題 (1.4), (1.5) の解で

あることから,関数 \partial_{t}^{m-2_{T}} は次の二点境界値問題の解であることが分かる.

(\partial_{t}^{m-2} $\tau$)_{ss}-Q\partial_{t}^{m-2} $\tau$=-f in I\times(0, T) ,

\partial_{t}^{m-2} $\tau$|_{s=0}=0, (\partial_{t}^{m-2} $\tau$)_{s}|_{s=1}=\partial_{t}^{m-2}a on (0, T) .

(ここで Q=|u_{\mathrm{s}s}|^{2}, a(t)=-9. u_{s}|_{s=1} であり, f は (3.3) で定義されたものである ) この

とき \partial_{t}^{m-2_{T}} は,次のように表されることが分かる.(関数  $\varphi$,  $\psi$ は (3.1), (3.2) で定義され

た関数である.その下の Remark も参照)

\displaystyle \partial_{t}^{m-2} $\tau$(\mathcal{S}, t)=\frac{ $\varphi$(s,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a(t)+\tilde{ $\tau$}(s, t) .
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(ここで \tilde{ $\tau$} は (3.4) で定義されたものである.) この \partial_{t}^{m-2_{T}} の表示式を用いると,(3.11) の

右辺の第一項は,次のように変形できる.

(3.12) \displaystyle \partial_{t}^{m-2} $\tau$|_{s=1}\partial_{t}^{m-1}a=\frac{ $\varphi$(1,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\partial_{t}^{m-1}a+\tilde{ $\tau$}(1, t)\partial_{t}^{m-1}a.
ここで (3.12) の第一項は,次のように変形できるので,扱いは難しくない.

\displaystyle \frac{ $\varphi$(1,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\partial_{t}^{m-1}a=\frac{d}{dt}\frac{1}{2}(\frac{ $\varphi$(1,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}|\partial_{t}^{m-2}a|^{2})-\frac{1}{2}\partial_{t}(\frac{ $\varphi$(1,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)})|\partial_{t}^{m-2}a|^{2}
\overline{E(t)\wedge} \overline{F(t)\wedge}

また (3.12) の第二項は,次のように変形できる.

(3.13) \displaystyle \tilde{ $\tau$}(1, t)\partial_{t}^{m-1}a=\frac{d}{dt}\underline{\{\tilde{ $\tau$}(1,t)\partial_{t}^{m-2}a\}}-\partial_{t}\tilde{ $\tau$}(1, t)\partial_{t}^{m-2}a.
\mathrm{E}(t) へ

よって (3.13) の右辺の第二項について考える.ここで \tilde{ $\tau$}(1, t) が,次のように表されるこ

とに注意する.( (3.4) 及び  $\psi$|_{s=1}=1 に注意する.)

\displaystyle \tilde{ $\tau$}(1, t)=\frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)f( $\sigma$, t)d $\sigma$.
これより (3.13) の第二項は,次のように変形できる.

(3.14) -\displaystyle \partial_{t}\tilde{ $\tau$}(1, t)\partial_{t}^{m-2}a=-\partial_{\mathrm{t}}(\frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)})\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)f( $\sigma$, t)d $\sigma$
-\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{8}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1}\partial_{t} $\varphi$( $\sigma$, t)f( $\sigma$, t)d $\sigma$
-\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{8}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)\partial_{t}f( $\sigma$, t)d $\sigma$.

この (3.14) の右辺の第一項,第二項は \mathrm{F}(t) に吸収できる.(3.14) の右辺の第三項につい

て考える. \partial_{t}f は,次のように表される.( (3.3) に注意する )

\displaystyle \partial_{t}f=\partial_{t}^{m-1}(|u_{t_{8}}|^{2})-\partial_{t}^{m-1}Q $\tau$-\sum_{j=1}^{m-3}\left(\begin{array}{ll}
m & -1\\
 & j
\end{array}\right)\displaystyle \partial_{t}^{m-1-j}Q\partial_{t}^{j} $\tau$-(m-2)\partial_{t}Q\partial_{t}^{m-2_{T}}
B_{1}-B_{2}-B_{3}-B_{4}) .

これより (3.14) の右辺の第三項は,次のように変形できる.

(3.15)

-\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)\partial_{t}f( $\sigma$, t)d $\sigma$
=-\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{1}( $\sigma$, t)d $\sigma$+\frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{2}( $\sigma$, t)d $\sigma$

+\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{3}( $\sigma$, t)d $\sigma$+\frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{4}( $\sigma$, t)d $\sigma$.

77



この (3.15) の第三項,第四項は \mathrm{F}(t) に吸収できる.

さて (3.15) の第一項について考える.ここで B_{\mathrm{i}} は,次のように表される.

B_{1}=2\displaystyle \partial_{t}u_{s}\cdot\partial_{t}^{m}u_{-9}+\sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -2\\
 & j
\end{array}\right)\displaystyle \partial_{t}^{m-\dot{g}}u_{s}\cdot\partial_{t}^{j+2}u。 B_{11}+B_{12}) .

これより (3.15) の第一項は,次のように変形できる.

(3.16) \displaystyle \int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{1}( $\sigma$,t)d $\sigma$=\frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$,t)B_{11}( $\sigma$, t)d $\sigma$
+\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{12}( $\sigma$,t)d $\sigma$.

この (3.16) の右辺の第二項は \mathrm{F}(t) に吸収できる.(3.16) の右辺の第一項について考える.

ここで,次に注意する.(  $\varphi$|_{s=0}=0 及び u|_{s=1}=0 にも注意)

\displaystyle \int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{11}( $\sigma$,t)d $\sigma$=2\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)\partial_{t}u_{s}( $\sigma$,t)\cdot\partial_{t}^{m}u_{s}( $\sigma$, t)d $\sigma$

=-2\displaystyle \int_{0}^{1}( $\varphi$\partial_{t}u_{8})_{8}( $\sigma$, t)\cdot\partial_{t}^{m}u( $\sigma$, t)d $\sigma$\frac{2[ $\varphi$( $\sigma$,t)\partial_{t}u_{s}( $\sigma$,t)\cdot\partial_{t}^{m}u( $\sigma$,t)]_{ $\sigma$=0}^{ $\sigma$=1}}{=0}
=-2\displaystyle \int_{0}^{1}$\varphi$_{5}( $\sigma$,t)\partial_{t}u_{s}( $\sigma$, t)\cdot\partial_{t}^{m}u( $\sigma$,t)d $\sigma$-2\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)\partial_{t}u_{8S}( $\sigma$, t)\cdot\partial_{t}^{m}u( $\sigma$, t)d $\sigma$.

これより (3.16) の右辺の第一項は,次のように表される.

(3.17) \displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{11}( $\sigma$, t)d $\sigma$
=-\displaystyle \frac{2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1}$\varphi$_{\mathcal{S}}( $\sigma$, t)\partial_{t}u_{s}( $\sigma$, t)\cdot\partial_{t}^{m}u( $\sigma$, t)d $\sigma$

‐ \displaystyle \frac{2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)\partial_{t}u_{ss}( $\sigma$, t)\cdot\partial_{t}^{m}u( $\sigma$,t)d $\sigma$.
更に,方程式 u_{tt}=( $\tau$ u_{s})_{s}+g より

\partial_{t}^{m}u=\partial_{t}^{m-2}( $\tau$ u_{ss}+$\tau$_{s}u_{s})

=\displaystyle \sum_{j=0}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -2\\
 & j
\end{array}\right)\displaystyle \partial_{\mathrm{t}}^{m-2-j} $\tau$\partial_{t}^{j}u_{ss}+\sum_{j=0}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -2\\
 & j
\end{array}\right)\displaystyle \partial_{t}^{m-2-j}$\tau$_{s}\partial_{t}^{j}u_{s}.
これを (3.17) の右辺に代入することで,(3.17) の右辺は \mathrm{F}(t) に吸収できることが分かる.

最後に (3.15) の右辺の第二項について考える.ここで B_{2} は,次のように表される.

B_{2}=2 $\tau$ u_{ss}\displaystyle \cdot\partial_{t}^{m-1}u_{ss}+\sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{ll}
m & -\mathrm{l}\\
 & j
\end{array}\right) $\tau$\displaystyle \partial_{t}^{m-1-\mathrm{j}}u_{ss}\cdot\partial_{t}^{j}u_{ss} B_{21}+B_{22}) .
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これより (3.15) の第一項は,次のように変形できる.

(3.18) \displaystyle \int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{2}( $\sigma$, t)d $\sigma$=\frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{21}( $\sigma$,t)d $\sigma$
+\displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$,t)B_{22}( $\sigma$, t)d $\sigma$.

この (3.18) の右辺の第二項は \mathrm{F}(t) に吸収できる.(3.18) の右辺の第一項について考える.

ここで,次に注意する.(  $\tau$|_{s=0}=0 にも注意)

\displaystyle \int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$,t)B_{21}( $\sigma$, t)d $\sigma$=2\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$,t) $\tau$( $\sigma$, t)u_{8S}( $\sigma$,t)\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s\mathrm{s}}( $\sigma$, t)d $\sigma$
=2[ $\varphi$ ( $\sigma$ )  t) $\tau$( $\sigma$,t)u_{ss}( $\sigma$,t)\displaystyle \cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}( $\sigma$, t)]_{ $\sigma$=0}^{ $\sigma$=1}-2\int_{0}^{1}( $\varphi \tau$ u_{S8})_{8}( $\sigma$, t)\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}( $\sigma$,t)d $\sigma$
=2( $\varphi \tau$ u_{S8})|_{s=1}\displaystyle \cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}-2\int_{0}^{1}( $\varphi \tau$ u_{S8})_{S}( $\sigma$,t)\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{8}( $\sigma$, t)d $\sigma$.

これより (3.18) の右辺の第一項は,次のように表される.

(3.19) \displaystyle \frac{1}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1} $\varphi$( $\sigma$, t)B_{21}( $\sigma$,t)d $\sigma$
=\displaystyle \frac{2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a( $\varphi \tau$ u_{ss})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}

-\displaystyle \frac{2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\int_{0}^{1}( $\varphi \tau$ u_{ss})_{s}( $\sigma$, t)\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}( $\sigma$, t)d $\sigma$.
この (3.19) の右辺の第二項は \mathrm{F}(t) に吸収できる.(3.19) の右辺の第一項について考える.

方程式より  $\tau$ u_{ss}=u_{tt}-$\tau$_{s}u_{s}-g であり,また u|_{s=1}=0 より,次に注意する.

( $\varphi \tau$ u_{SS})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}=\{ $\varphi$(u_{tt}-$\tau$_{s}u_{s}-g)\}|_{\mathrm{s}=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}
=-( $\varphi \tau$_{S}u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{8=1}- $\varphi$|_{s=1}\partial_{t}^{m-1}(g\cdot u_{s})|_{ $\epsilon$=1}

=-( $\varphi \tau$_{s}u_{S})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}+ $\varphi$(1,t)\partial_{t}^{m-1}a.

これより (3.19) の右辺の第一項は,次のように変形できる.

(3.20) \displaystyle \frac{2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a( $\varphi \tau$ u_{S8})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}
=-\displaystyle \frac{2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a( $\varphi \tau$_{s}u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}+2\frac{ $\varphi$(1_{\text{）}}t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\partial_{t}^{m-1}a.

ここで (3.20) の右辺の第一項について考える.(3.10) に注意することで,(3.20) の右辺の

第一項は,次のように変形できる.

-\displaystyle \frac{2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a( $\varphi \tau$_{s}u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{m-1}u_{s}|_{s=1}
=-\displaystyle \frac{2}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\sum_{j=1}^{m-2}\left(\begin{array}{l}
m-1\\
j
\end{array}\right)( $\varphi \tau$_{s}\partial_{t}^{m-1-j}u_{s})|_{s=1}\cdot\partial_{t}^{j}u_{s}|_{s=1}.
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よって (3.20) の右辺の第一項は F(科 に吸収できる.また (3.20) の右辺の第二項につい

ては,次のようにできる.

2\displaystyle \frac{ $\varphi$(1_{\text{）}}t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}\partial_{t}^{m-2}a\partial_{t}^{m-1}a=\frac{d}{dt}(\frac{ $\varphi$(1,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)}|\partial_{t}^{m-2}a|^{2})-\partial_{t}(\frac{ $\varphi$(1,t)}{$\varphi$_{s}(1,t)})|\partial_{t}^{m-2}a|^{2}
\overline{E(t)\wedge} \overline{F(t)\wedge}

以上をまとめることでLemma 3.1が証明できる. \square 

4 Proof of main theorem (II)
微分作用素 A_{1} , A2を,次のように定義する:

A_{1}u=s^{\frac{1}{2}}\partial_{s}u, A_{2}u=\partial_{s}(s\partial_{S}u) .

今Theorem 2.1を m に関する数学的帰納法で証明しようとしている.数学的帰納法の仮

定から,ある乃 >0 に対して,次が成り立つことが分かっている.

g\displaystyle \cdot u'|_{s}=0\leq\frac{1}{2}a (<0) on [0 ) T_{0}],  $\mu$\displaystyle \geq\frac{1}{2} $\delta$ (>0) on I\times[0, $\tau$_{0}].

これを利用し, \mathrm{E}(t) や \mathrm{F}(t) に現れる各項を評価することで,次の Lemma 4.1が証明でき

る.(Lemma 4.1の証明は省略する )

Lemma 4.1 E(t) , \mathrm{F}(t) を Lemma 3.1のものとするとき,任意の  t\in [0, T_{0}] に対して次

が成り立つ.

\displaystyle \Vert A_{1}\partial_{t}^{m-1}u(\cdot,t)\Vert_{L^{2}(I)}^{2}+\Vert A_{2}\partial_{t}^{m-2}u(\cdot, t)\Vert_{L^{2}(I)\sim}^{2}<E(t)+\sum_{j=0}^{m-1}\Vert\partial_{t}^{j}u(\cdot, t)\Vert_{X^{m-1-j}}^{2},
E(t)+F(t)<\displaystyle \sim\Vert A_{1}\partial_{t}^{m-1}u(\cdot, t)\Vert_{L^{2}(I)}^{2}+\Vert A_{2}\partial_{t}^{m-2}u(\cdot, t)\Vert_{L^{2}(I)}^{2}+\sum_{j=0}^{\mathrm{m}-1}\Vert\partial_{t}^{j}u(\cdot, t)\Vert_{X^{m-1-j}}^{2}.

よって Lemma 3. 1と Lemma 4. 1及び 数学的帰納法の仮定などを組み合わせること

で 適当な正数

C=C(m, \Vert u_{0}\Vert_{X^{m}(I)}, \Vert v_{0}\Vert_{X^{m-1}(I)}, a,  $\delta$)

を選ぶことで,次が成り立つことが証明できる.

(4.1) \displaystyle \sup_{t\in[0,T_{0}]}\Vert A_{1}\partial_{t}^{m-1}u(\cdot,t)\Vert_{L^{2}(I)}^{2}+\sup_{t\in[0,T_{0}]}\Vert A_{2}\partial_{t}^{m-2}u(\cdot, t)\Vert_{L^{2}(I)}^{2}\leq C.
更に,次の Lemma 4.2も証明できる.(Lemma 4.2の証明も省略する.)
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Lemma 4.2 j=0 , 1, . . .

, m-1 に対して,次が成り立つ.

\displaystyle \sup_{t\in[0,T_{0}]}\Vert\partial_{t}^{m-j}u(\cdot, t)\Vert_{X}<.
ここで G は \Vert u\Vert_{$\Lambda$_{T_{0}}^{m-1,m-1}} のみに依存する定数を表す.

したがって Lemma 4.2と (4.1) 及び,数学的帰納法の仮定を組み合わせることで,適
当な正数

C=C(m, \Vert u_{0}\Vert_{X^{m}(I)}, \Vert v_{0}\Vert_{X^{m-1}(I)}, a,  $\delta$)

を選ぶことで,次が成り立つことが証明できる.

\displaystyle \sum_{\mathrm{j}=0}^{m}\sup_{t\in[0,T_{0}]}\Vert\partial_{t}^{m-j}u(\cdot, t)\Vert_{X^{j}} \leq C.
つまり \Vert u\Vert_{$\Lambda$_{T_{0}}^{m,m}} \leq C が証明できる.これが示したかったことであった.
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