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1 はじめに

本報告では、推移法則が未知の場合のマルコフ決定過程 (Markov decision Processes, MDP) に

ついて、推移法則を区間で推定し、推移確率行列の各成分が閉区間で表され、推移確率行列はそ
の閉区間内に成分をもつ確率行列の集合として構成される区間型マルコフ連鎖とそのもとでのマ
ルコフ決定過程の定式化を行う。割引総期待利得の評価基準での価値関数の表現と,  $\alpha$- パーセン

タイル型の価値関数の表現について考察を行う.
先行研究として、区間型のマルコフ集合連鎖モデルを考察した Kurano et. al (1999) やHartfiel

(1998) がある.これらの研究では、マルコフ連鎖を構成する推移確率行列の各成分が単一閉区間

のそれぞれで表され,その条件下での推移確率行列の集合は、その区間内にある任意の確率行列
からなる集合と捉えられる.そして、価値関数に関しても区間表現され、最適方程式とそのもと
での最適性 (パレート最適性) によって最適解 (最適政策) が特徴づけられる.本報告では,これ
らについてその概略を述べ,推移法則未知のマルコフ決定モデルにおいて,その評価基準として
パーセンタイル型について考察をする.

2 準備

本節では、割引平均期待利得を評価基準とするマルコフ決定過程についてまず述べて、その後、
推移法則が各成分ごとに閉区間で表現されるマルコフ集合連鎖モデルでの最適化についてみて
いく.

マルコフ決定過程は,次のような4つの要素からなる \{S, A, Q, r\} :

S=\{1, 2, . . . , n\} は n 個の有限要素をもつ状態空間であり, A=\{a_{1}, a_{2}, . . . , a_{K}\} は K 個の有限

要素をもつ決定空間である.また, Q=(qij(a))\in P(S|S\times A) は K 種の未知の推移確率行列か

らなるパラメータ空間とする.さらに, r= (r(i, a)) \in B_{+}(S\times A) は,状態 i\in S で決定 a\in A

を選択したときに生じる利得を表す関数である.関数 f : S\rightarrow A によって,各状態 i\in S に対す

る決定 f(i) を表す. f は各期での確定的定常政策 (f, f, \ldots, ) も表し,簡単に f=(f, f, \ldots, ) とも

表す.真の推移確率行列を Q とするとき,確定的定常政策 f の下での価値関数  $\phi$ :  S\rightarrow R は次式
で与えられる.

(1)  $\phi$(f|Q)=\displaystyle \sum_{t=0}^{\infty}( $\beta$ Q(f))^{t}r(f) ,

区間型の推移確率行列 \{\underline{A}, \overline{A}\} は,次式のような推移確率行列 (qij) の集合として定義される.

(2) \langle\underline{A}, \overline{A}\rangle :=\{Q=(q_{ij})\in R_{+}^{m\times n}|\underline{a}_{\dot{ $\iota$}j}\leqq q_{ij} \leqq\overline{a}_{\dot{x}j},

q_{lj}\displaystyle \geqq 0, \sum_{j=1}^{n}q_{ $\iota$ j}=1 (1 \leqq i\leqq m, 1\leqq j\leqq n
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一般に, R^{m\times n} 上の半順序 \preceq と \prec を次のように定義する.次のような2つの実数値行列
 R^{m\times n}\ni A= (aij), B= (bij) に対して,

(3) \left\{\begin{array}{ll}
A\preceq B & \mathrm{i}\mathrm{f} a_{lj} \leqq b_{lj} (1 \leqq i\leqq m, 1\leqq j\leqq n)\\
A\prec B & \mathrm{i}\mathrm{f} A\preceq B \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} A\neq B
\end{array}\right.
とおく.そして,任意の順序のついた行列 4\preceq\overline{A} に対して,区間型の推移確率行列 \langle\underline{A}, \overline{A}} が定義
されるのである.

n\times n 行列を成分に持つ区間型非負値行列の集合を \mathcal{M}_{n} と表す.すなわち,.

(4) \mathcal{M}_{n}=\{\{\underline{Q} ) \overline{Q}\rangle|\{\underline{Q}, \overline{Q}\rangle\neq\emptyset, \underline{Q}\preceq\overline{Q}, \underline{Q},\overline{Q}\in R_{+}^{n\times n}\}

ここで, \mathcal{Q}_{1}, \mathcal{Q}_{2}\in \mathcal{M}_{n} に対してその積を次のように定義する.

(5) \mathcal{Q}_{1}\mathcal{Q}_{2}=\{Q_{1}Q_{2}|Q_{1}\in \mathcal{Q}_{1}, Q_{2}\in \mathcal{Q}_{2}\}

同一の区間型行列 \mathcal{Q}\in \mathcal{M}_{n} の k 回の積は次式によって帰納的に求められる.

(6) \mathcal{Q}^{k}=\mathcal{Q}^{k-1}\mathcal{Q}(k\geqq 2) .

非負実数値の集合 R_{+} におけるすべての有界かつ閉区間の集合を C(R_{+}) と表し,その n 次

元列ベク トルをなす集合を C(R_{+})^{n} と表す,すなわち,

(7) C(R_{+})^{n}=\{D=(D_{1}, D2, . . . , D_{n})'|D_{i}\in C(R_{+}) (1\leqq i\leqq n)\}

とする.ただし,ベク トル d の転置ベク トルの記号として d' を用いる.

区間型非負値行列における演算として,それぞれ次のように定義する. D=(D_{1} , D2. . . .

, D_{n} E=

(E_{\mathrm{i}}, \mathrm{E}2, . . . , E_{n})'\in C(R_{+})^{n}, h\in R_{+}^{n},  $\lambda$\in R+ に対して,

D+E=\{d+e|d\in D, e\in E\},
(8) h+D=\{h+d|d\in D\},

 $\lambda$ D=\{ $\lambda$ d|d\in D\}.

また, D := \mathrm{L}d , \mathrm{d}] = (\mathrm{L}d_{1}, \overline{d}_{\mathrm{i}}], [\underline{d}_{2}, \overline{d}_{2}], \ldots , [\underline{d}_{n}, \overline{d}_{n}]) �
\in  C(R_{+})^{n} ) where, \underline{d} = (\underline{d}_{1}, \underline{d}_{2}, \ldots, \underline{d}_{n}) \in

 R_{+}^{n}, \overline{d}= (d\mathrm{i}, \overline{d}_{2}, \ldots, \overline{d}_{n}) \in R_{+}^{n} とそれぞれおく とき,任意の D= (D\mathrm{i}, D2, . . . , D_{n})' \in C(R_{+})^{n}
と G\subset R_{+}^{1\times n} に対してその積 GD を次のように定める.

(9) GD =\{gd|g=(91, g2, . . . , 9n) \in G, d=(d_{1}, d_{2}, \ldots, d_{n})'\in D,
d_{i} \in D_{i} (1\leqq i\leqq n)\}

この時,次のような性質を得る.

Lemma 2.1 ([7, 16])

(i) 任意の \mathcal{Q}\in \mathcal{M}_{n} は R^{n\times n} における凸多面体である.

(i) 任意のコンパクト部分集合 G\subset R_{+}^{1\times n} と集合 D\in C(R_{+})^{n} に対して,積 GD\in C(R_{+})
が成り立つ.
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さらにいくつかの半順序について定義する. C(R_{+}) 上の半順序 \preceq, \prec は次のように定められ
る. [c_{1}, c_{2}], [d_{1}, d_{2}] \in C(R_{+}) に対して,

\left\{\begin{array}{l}
[c_{1}, c_{2}] \preceq [d_{1}, d_{2}] \mathrm{i}\mathrm{f} c_{\dot{l}}\leqq d_{i} (i=1,2) ,\\
{[}c_{1}, c_{2}] \prec [d_{1}, d_{2}] \mathrm{i}\mathrm{f} [c_{1}, c_{2}] \preceq [d_{1}, d_{2}] \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} [c_{1}, c_{2}]\neq[d_{1}, d_{2}].
\end{array}\right.
また, C(R_{+})^{n} 上の半順序 \preceq, \prec は上述の  C(R_{+}) での半順序を用いて次のように定められる.区
間型のベクトル v=(v_{1}, \mathrm{v}_{2,}v_{n})' と w=(w_{1}, \mathrm{w}_{2}, . . . , w_{n})'\in C(R_{+})^{n} に対して,

\left\{\begin{array}{l}
v\preceq w \mathrm{i}\mathrm{f} v_{\dot{l}}\preceq w_{i} (1\leqq i\leqq n) ,\\
v\prec w \mathrm{i}\mathrm{f} v\preceq w \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} v\neq w.
\end{array}\right.
3 区間型モデルでの評価関数

本節では,さらにいくつかの記法を準備して区間推定されたマルコフ決定モデルの定式化をする.
R_{+}^{n} における優界かつ閉部分集合 D_{1} と D_{2} に対してハウスドルフ距離  $\rho$ を次のように定義

する.

(10)  $\rho$(D_{1}, D_{2}):=\displaystyle \max\{\sup_{x\in D_{1}}\inf_{y\in D_{2}}\Vert x-y\Vert, \sup_{y\in D_{2}}\inf_{x\in D_{1}}\Vert x-y
ただし,は R^{n} でのユークリッド距離である.

状態空間 S=\{1, 2, . . . , n\} と決定空間 A=\{1, 2, . . . , k\} に対して,次のようにそれぞれの確
率分布を定義する.

P(S) :=\displaystyle \{p=(p_{1}, p2, . . . p_{n})\in R_{+}^{n}|\sum_{i\in S}p_{i}=1\},
P(S|S) :=\displaystyle \{q=(q_{ij} :i, j\in S)\in R_{+}^{n\times n}|\sum_{j\in S}q_{ij}=1 (i\in S

P(S|S\times A) :=\{Q=(q_{ij}(a) : i,j\in S, a\in A)\in R_{+}^{kn\times n}|q_{i}.(a)\in P(S) (i\in S, a\in A

また,有限要素の集合 D 上のすべての非負実数値関数の集合を B_{+}(D) とおく. D (n=\# D)
に対して, B_{+}(\mathrm{D}) は R_{+}^{n} と同一視できる.

前述した下記の割引平均期待利得  $\phi$ に対して,つぎのLemmaが成り立つことがよく知られて
 4)6 (cf. Puterman(1994)).

(11)  $\phi$(f|Q)=\displaystyle \sum_{t=0}^{\infty}( $\beta$ Q(f))^{t}r(f)
確定的定常政策の集合を F とおき, f\in F に対して,写像 L(f) : R_{+}^{n}\rightarrow R_{+}^{n} は次のように定

義される.

(12) L(f)x=r(f)+ $\beta$ Q(f)x, x=(x_{1}, x2, . . . , x_{n})'\in R_{+}^{n}.

このとき
\rangle つぎが成り立つ

Lemma 3.1 (cf. Puterman[22])
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(i)  L(f) は単調増加かつ縮小写像である、すなわち、

x\leqq x' ならば L(f)x\leqq L(f)x
�

が各成分ごとに成り立つ,

\Vert L(f)x-L(f)x'\Vert\leqq $\beta$\Vert x-x (x, x'\in R_{+}^{n}) ,

ただし,は \displaystyle \sup ‐ノルムである.

(l\dot{l})  $\phi$(f|Q) は L(f) ただ一つの不動点である,すなわち,任意の x\in R_{+}^{n} に対して,

L(f)^{t_{X}}\rightarrow $\phi$(f|Q) (t\rightarrow\infty)

が成り立つ.

真の推移確率行列 Q によるマルコフ決定過程を \{S, A, Q, r\} と表すことにし, Q を区間表現
によって推定してその区間型推移確率行列を \mathcal{Q}=\{\underline{Q}, \overline{Q}\} とおく,ただし,この行列集合は

\underline{Q}= (\underline{q}_{ij}(a) :i, j\in S, a\in A) \in R_{+}^{kn\times n},
(13) \overline{Q}=(\overline{q}_{\mathrm{i}j}(a) :i, j\in S, a\in A) \in R_{+}^{kn\times n},

\mathcal{Q}=\langle\underline{Q},\overline{Q}\} =\{Q\in P(S|S\times A)|\underline{Q}\leqq Q\leqq\overline{Q}\}.

によって表される.今, \mathcal{Q} によって構成されるマルコフ決定過程を \{S, A, \mathcal{Q}, r\} と表し,区間に
よって表現されたマルコフ過程と呼ぶことにしよう.このとき,評価関数も区間によって表現さ
れ次のように表される.

(14)  $\phi$(f|\mathcal{Q})=\{ $\phi$(f|Q)|Q\in \mathcal{Q}\}\subset R_{+}^{n}

ただし,  $\phi$(f|Q) は通常の推移確率行列からなるマルコフ決定過程での価値関数 (式 (11)) である.

次に,  $\phi$(f|\mathcal{Q}) の性質についてまとめておく.

まず,  $\phi$(f|\mathcal{Q})\in C(R_{+})^{n} が成り立つ.写像 \mathcal{L} : C(R_{+})^{n}\rightarrow C(R_{+})^{n} を次のように定義する.

(15) \mathcal{L}(f)v=r(f)+ $\beta$ \mathcal{Q}(f)v, v\in C(R_{+})^{n},

ただし \mathcal{Q}(f) = \langle\underline{Q}(f) , \overline{Q}(f)\rangle, \underline{Q}(f) = (\underline{q}_{ij}(f(i))) \in  R_{+}^{n\times n}, \overline{Q}(f) = (\overline{q}_{ij}(f(i))) \in  R_{+}^{n\times n} . このと

き Lemma 2.1から, \mathcal{L}(f)v\in C(R_{+})^{n} (v\in C(R_{+})^{n}) であることもわかる.また, \underline{L}(f) :  R_{+}^{n}\rightarrow
 R_{+}^{n}, \overline{L}(f) R_{+}^{n} \rightarrow R_{+}^{n} とそれぞれ定義すると, x= (x_{1}, x2, . . . , x_{n})' \in R_{+}^{n} に対して以下の等式
がそれぞれ成り立つ.

(16) \underline{L}(f)x=r(f)+ $\beta$ \displaystyle \min Qx
 Q\in \mathcal{Q}(f)

(17) \overline{L}(f)x=r(f)+ $\beta$ \displaystyle \max Qx.
 Q\in \mathcal{Q}(f)

よって,以下を得る.

Lemma 3.2任意の確定的定常政策 f\in F に対して,

(l) \mathcal{L}(f) は単調増加かつ縮小写像である.

(ii) \underline{L}(f) と \overline{L}(f) はともに \displaystyle \sup ‐ノルムに関して単調増加かつ縮小写像である.

Lemma 3.1と Lemma 3.2 から次を得る.
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Theorem 3.1任意の確定的定常政策  f\in F に対して,

(i)  $\phi$(f|\mathcal{Q}) \in C(R_{+})^{n} であって  $\phi$(f|\mathcal{Q}) は \mathcal{L}(f) のただ一つの不動点である.さらに,任意の
v\in C(R_{+})^{n} , に対して

\mathcal{L}(f)^{p}v\rightarrow $\phi$(f|\mathcal{Q}) (\ell\rightarrow\infty) .

が成り立つ.

(ii)  $\phi$(f|\mathcal{Q})=[\underline{ $\phi$}(f), \overline{ $\phi$}(f)] とおく.このとき, \underline{ $\phi$}(f) と \overline{ $\phi$}(f) はそれぞれ \underline{L}(f) と \overline{L}(f) の不動点
である.

u\in C(R_{+})^{n} に対して,

(18) \mathcal{L}(u) :=(\mathcal{L}(u)_{1}, \mathcal{L}(u)_{2_{\rangle}}\ldots, \mathcal{L}(u)_{n})',

とおく,ただし \mathcal{L}(u)_{i} :=\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}(\{r(i, a)+ $\beta$ \mathcal{Q}_{i,a}u|a\in  A\}) (i \in S) であってこれは有効点の集合を
表す.

Lemma 3.3 2つの確定的定常政策 f, g\in F に対して,もし  $\phi$(f|\mathcal{Q}) \prec \mathcal{L}(9) $\phi$(f|\mathcal{Q}) が成り立つ

とき,
 $\phi$(f|\mathcal{Q})\prec $\phi$(9|\mathcal{Q})

を得る.

Theorem 3.2 f^{*} \in F がパレート最適であるための必要かつ十分条件は次の最適包含関係の最
大解であることである

(19) u\in \mathcal{L}(u) , u\in C(R_{+})^{n}.

4 区間推定された MDP の考察

ここでは,区間推定されたマルコフ決定過程の構成とパーセンタイル型の評価について考察する.
De Robertis と Hartigan のベイズ的区間推定手法の結果 ([25]) を,我々の推移確率行列未

知のマルコフ決定過程での真の推移確率行列の区間推定表現に適用する.具体的には,推移確
率行列の各行において,その行ベクトルの成分の推定を行う.よって, P_{n} := P(S) = \{p =

(p_{1},p_{2}, . . ,p_{n})|p_{\dot{l}}\geqq 0, \displaystyle \sum_{\dot{l}=1}^{n}p_{i}=1\} とおき, \mathcal{B} を R^{N} のすべての可測集合の全体とおく.通常の

ベイズ推定では,事前分布として事後分布の表現に便利な分布族を用いるが,ここでは,事前分布
として、 \mathcal{B} 上の区間で表現可能な測度の集合を事前分布として扱う.それらは,次のようにして得
られる. \mathcal{B} 上の2つの測度 L と U がすべての可測集合 A\in \mathcal{B} に対して L(A)\leq U(A) であるとき,
単に  L\leq  U と表すことにする.また, [L, U] はすべての A\in \mathcal{B} に対して L(A) \leq Q(A) \leq  U(A)
を満たす測度 Q の凸集合であって,これを事前測度として扱う.

以下では,議論の単純化のため [L, kL] (k\geqq 1) を仮定する,ただし L() は P_{n} 上のルベーグ

測度である.
事前測度 [L, U] によって,推移確率行列の各成分 p_{i} は次のような区間 [\underline{ $\lambda$}_{i}, \overline{ $\lambda$}_{i}] (i\in S) によっ

て事後推定され,とくにこの両端点は次の積分比の区間表現として得られる.

(20) \displaystyle \{\int_{P_{n}}p_{i}Q(dp)/\int_{P_{n}}Q(dp)|L_{ $\sigma$}\leqq Q\leqq U_{ $\sigma$}\},
ただし, L_{ $\sigma$} と U_{ $\sigma$} はそれぞれ観測データ  $\sigma$= ($\sigma$_{1}, $\sigma$_{2}, . . . , $\sigma$_{n}) に対する事後測度の下限と上限

であり,以下の方程式 (21) と (22) のただ一つの解にそれぞれなっている.
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Theorem 4.1 下限 \underline{ $\lambda$}_{i} と上限 \overline{ $\lambda$}_{i} はそれぞれ次の方程式のただ一つの解である.

(21) U_{ $\sigma$}(p_{i}-\underline{ $\lambda$}_{i})^{-}+L_{ $\sigma$}(p_{i}-\underline{ $\lambda$}_{i})^{+}=0,
(22) U_{ $\sigma$}(p_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\cdot-\overline{ $\lambda$}_{\dot{l}})^{+}+L_{ $\sigma$}(p_{i}-\overline{ $\lambda$}_{i})^{-}=0,

ただし, Q(f) は可測関数 f の測度 Q に関する積分値を表し, x^{+}=\displaystyle \max\{0, x\}, x^{-} =x-x^{+}=

\displaystyle \min\{0, x\} である.

 $\alpha$- パーセンタイル型の区間推定に関しては次のようになる. \underline{9}_{\dot{l}a} と \overline{9}_{\dot{l}a} を 瑞上の次のよう
な可測関数とおく.

(23) \underline{9}_{i,a}(p)=I_{\{p_{x}\leqq a\}}(p) , \overline{9}_{\dot{ $\iota$},a}(p)=I_{\{p_{\mathrm{t}}\geqq a\}}(p) ,

ただし, I_{A} は A の指示関数で I_{A}(x)=1\mathrm{i}\mathrm{f}x\in A, =0 if x\not\in A である.また,

(24) \displaystyle \underline{ $\lambda$}(a| $\sigma$)=\sup\{\frac{Q_{ $\sigma$}(\underline{9}_{\dot{l}a})}{Q_{ $\sigma$}(I_{P_{n}})}|Q_{ $\sigma$}\in[L_{ $\sigma$}, kL_{ $\sigma$}]\},
(25) \displaystyle \overline{ $\lambda$}(a| $\sigma$)=\sup\{\frac{Q_{ $\sigma$}(\overline{g}_{\dot{x},a})}{Q_{ $\sigma$}(I_{P_{n}})}|Q_{ $\sigma$}\in [L_{ $\sigma$}, kL_{ $\sigma$}]\}.
とおく. \underline{p}_{i}( $\alpha$) と \overline{p}_{\dot{l}}( $\alpha$) を次のように定義する.

(26) \underline{ $\lambda$}(\underline{p}_{i}( $\alpha$)| $\sigma$)= $\alpha$, \overline{ $\lambda$}(\overline{p}_{i}( $\alpha$)| $\sigma$)= $\alpha$.
このとき, \underline{p}_{i}( $\alpha$) と \overline{p}_{i}( $\alpha$) は次を満たす. B( $\alpha$,  $\beta$) はベータ関数, B( $\alpha$,  $\beta$|x) は不完全ベータ関

数を表す.

Theorem 4.2 \underline{p}_{\dot{l}}( $\alpha$) と \overline{p}_{\mathrm{i}}( $\alpha$) について

(27) \displaystyle \frac{B(s,t|\underline{p}_{l}( $\alpha$))}{B(s,t)}=\frac{ $\alpha$}{ $\alpha$+(1- $\alpha$)k},
が成り立つ.

\displaystyle \frac{B(s,t|\overline{p}_{i}( $\alpha$))}{B(s,t)}=\frac{(1- $\alpha$)k}{ $\alpha$+(1- $\alpha$)k}

例えば,各行ごとの状態推移の回数を数えて次のような観測結果  $\Sigma$ を得たとき

 $\Sigma$= \left(\begin{array}{lll}
3 & 1 & 2\\
1 & 3 & 2\\
1 & 2 & 4
\end{array}\right)
このデータセッ トから、  $\alpha$=0.05 としたときの区間推定された推移確率行列は

を得る.また,これをもとにした価値関数の区間表現は

 $\phi$(f|\mathcal{Q}(f))= ([14.0878, 27.9643], [11.8025, 25.66], [12.9396, 26.656])
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である.

[  $\alpha$- パーセンタイル型評価の課題]
真の推移確率行列が既知の場合には,value  $\phi$(f|\mathcal{Q}) の閾値評価問題として次のような考察が

可能である (cf. JFilar, DKrass, K.W. Ross (1995) など) :

\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{u}( $\phi$\geqq $\tau$|X_{1}=s_{1})\geqq $\alpha$

を満たす価値関数の値が  $\tau$ 以上であることの政策  u の存在性の議論を行い,最適解ではなくある
レベル  $\alpha$ 以上の政策  u の存在において最適化問題を議論する.これらでは,Occupation measure

やparametric LP での考察が最適政策を導出可能かさらに検討が必要となる.一方,推移法則未
知のモデルでの  $\alpha$‐percentileの意味は、統計数学での検出力に関するアプローチでもあり,価値
関数の区間表現とそれをもとにした意思決定のもつ意味についてさらに検討が必要で、これらが
今後の課題の一つである.
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