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1. はじめに

E を実バナッハ空間とし, C_{J}を E の空でない閉凸部分集合とする.このとき, C から E への
写像 T が堅非拡大写像 (firmly nonexpansive mapping) であるとは,任意の C の元 x, y と非負
の実数 t に対して

\Vert t(x-y)+(1-t)(Tx-Ty \geq||Tx-Ty\Vert
が成り立つことである ([4] を参照).ここで,  E が実ヒルベルト空間の場合, T が堅非拡大写像
となる必要十分条件は,任意の C の元 x, y に対し

\{(x-Tx)-(y-Ty),Tx-Ty\rangle\geq 0
が成り立つことである.実ヒルベルト空間 H において,この写像の重要な例として単調作用素
(monotone operator) から生成されるリゾルベント (resolvent) や距離射影 (metric projection)
があげられる ([19, 20] を参照).

ヒルベルト空間での,リゾルベントの概念をバナッハ空間上へ拡張した場合,異なる複数の
リゾルベントに拡張される.これらは,ヒルベルト空間のリゾルベントと同様に堅非拡大性を
持ち,それらは (P) 型写像,(Q) 型写像,(R)型写像と呼ばれる (第2節を参照).

一方,非拡大型写像に関する不動点近似法は多くの研究者によって議論されている.特に,高
橋‐竹内‐窪田 [21] は,非拡大写像の不動点を求める手法として収縮射影法 (shrinking projection
method) と呼ばれる近似法を提案した.

定理1.1 ([21]). H を実ヒルベルト空問とし, C を H の空でない閉凸部分集合とし, T を \mathrm{F}(\mathrm{T})
が空でないような C から C への非拡大写像とする.また, \{$\alpha$_{n}\} を [0,a[ の実数列とする.た
だし 0<a< 1 である. x_{0} を H の任意の元とし点列 \{x_{n}\} を次のように構成する : C_{1}=C,
x\mathrm{i}=P_{C_{1}}x_{0} とし, n\in \mathrm{N} に対して

\left\{\begin{array}{ll}
y_{n}=$\alpha$_{n}x_{n}+(1-$\alpha$_{n})Tx_{n}, & \\
C_{n}=\{z\in C:\Vert z-y_{n}\Vert\leq||z-x_{n} & \cap C_{n-1}\\
x_{n+1}=P_{C_{n}}x_{0} & 
\end{array}\right.
とする.このとき,点列 \{x_{n}\} は P_{F(\mathrm{T})}x_{0} に強収束する.ただし, P_{K} は H から H の空でない閉
凸部分集合 K への距離射影とする.
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なお,高橋‐竹内‐窪田 [21] は論文の中で,定理1.1より一般的な非拡大写像族の共通不動点
への収束定理を得ている.定理1.1が示されてから,この手法は多くの研究者によってバナッハ
空問上で研究が活発に行われてきた ( [13, 14] など参照). 収縮射影法は,点列を構成する際に
距離射影の正確な値を求める必要があるが,一般的に距離射影の値を求めるのは容易ではない.
そこで,木村 [10, 11] はこの問題を解決するために,点列に誤差を含んだ収縮射影法を提案した.

本論文では木村 [10, 11] の手法を用いて,一様凸バナッハ空間において,(P) 型写像,(Q)型写
像,(R) 型写像に関する誤差を含んだ収縮射影法を議論する.

2. 準備

E を実バナッハ空間とし, S_{E}:=\{x\in E: ||x\Vert=1\} とする.このとき, S_{E} の元 x, y(x\neq y)
に対して, \Vert x+y||<2 が常に成り立つとき E は狭義凸 (strictly convex) であるという.同様に,
\{x_{n}\}, \{y_{n}\} を \mathrm{h}\mathrm{m}\Vert x_{n}+y_{n}\Vert=2 となる S_{B} の点列としたとき, 1\dot{\mathrm{u}}\Re\Vert x_{n}-y_{n}\Vert=0 が常に成り
立つとき, E は一様凸 (uniformly convex) であるという.次に, S_{E} の元 x, y に対して

(2.1) \displaystyle \lim_{t\rightarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x||}{t}
という極限を考える.このとき,任意の S_{B} の元 x, y に対し,常に (2.1) が存在するとき, E のノ
ルムがガトー微分可能 (Gateaux diffexentiable) であるといい,空間 E は滑らか (smooth) であ
るともいう.任意の S_{E} の元 y に対して,(2.1) が S_{E} の元 x に関して一様に収束するとき, E の
ノルムが一様ガトー微分可能(unifo $\Gamma$ \mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{y} Gâteaux differentiable)であるという.また,任意の
S_{E} の元 x に対して, (2.1\rangle が  S_{E} の元 y に関して一様に収束することを E のノルムがフレッシェ
微分可能 (Fr?chat. differentiable) であるという.(2.1) が任意の S_{E} の元 x, y に関して一様に収
束するとき, E のノルムが一様フレッシェ微分可能 (uniformly Fréchat differentiable) であると
いい,空間 E が一様に滑らか (uniformly smooth) であるともいう. E^{*} を E の共役空間 (dual
space) とする. E の元 x に対し, E^{*} の部分集合

Jx :=\{x^{*}\in E^{*} : \Vert x||^{2}=\langle x, x^{*})=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}

を対応させる写像 J を双対写像 (duality mapping) と呼ぶ.バナッハ空間 E での双対写像 J に
関しては以下の性質が知られている ([18, 19] などを参照)

(1) E の元 x に対して,面は空でない有界な閉凸集合となる;
(2) E の元 x,y, Jx の元 x^{*} , Jy の元 y^{*} に対して, \langle x-y,x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0 が成り立つ;
(3) E が回帰的であるための必要十分条件は, J が全射になることである;
(4) E が滑らかであるための必要十分条件は, J が一価になることである;
(5) E が狭義凸であるための必要十分条件は, J が単射になることである;
(6) E が回帰的で滑らかな狭義凸なとき, E^{*} の双対写像ゐは J の逆像となる.すなわち,

J_{*}=J^{-1} となる

(7) E が一様に滑らかであるための必要十分条件は, E^{*} が一様凸となることである.
C を回帰的な狭義凸バナッハ空間 E の空でない閉凸部分集合とする.このとき,任意の E の

元 x に対し

\Vert x-x_{0}\Vert=\mathrm{m}\dot{\mathrm{m}}\Vert x-y\Vert y\in C
となる C の元 x_{0} が一意に存在する.そこで, E の元 x に対し,このような C の元 x_{0} を対応させ
る写像を, E から C の上への距離射影 (metric projection) と呼び, P_{C} で表す ([18, 19] を参照).

C を滑らかなバナッハ空間 E の空でない閉凸部分集合とする.このとき, C から E への写像
T が(P) 型写像 (mapping of type (P)) であるとは, C の任意の元 x, y に対して,

\langleTx ‐Ty,  J(x-Tx)-J(y-Ty))\geq 0
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が成り立つことである ([2] を参照).距離射影 P_{C} は(P) 型写像であることが知られている ([2]
を参照). 同様に, C から E への写像 T が(Q) 型写像 (mapping of type (Q)) であるとは, C の
任意の元 x, y に対して,

\langleTx—Ty, (Jx-JTx)-(Jy-JTy)\rangle\geq 0

が成り立つことである ([2, 15] を参照). C から E への写像 T が(R) 型写像(mapping of type
(\mathrm{R})) であるとは, C の任意の元 x, y に対して,

\langle JTx-JTy, (x-Tx)-(y-Ty)\rangle\geq 0

が成り立つことである ([2, 8] を参照). T の不動点集合を F(T)=\{p\in C:p=Tp\} とする.
T を C から E への (P)型写像とし, \mathrm{F}(T) が空でないとすると, C の元 x と \mathrm{F}(\mathrm{T}) の元 p に対

して,
[Tx‐p, J(x-Tx))\geq 0,

となることは明らかである.また, T を C から E への (Q)型写像とし, \mathrm{F}(\mathrm{T}) が空でないとする
と, C の元 x と \mathrm{F}(T) の元 p に対して,

\langleTx‐p, Jx—  JTx\rangle\geq 0

となる. T を C から E への (R)型写像とし, \mathrm{F}(\mathrm{T}) が空でないとすると, C の元 x と \mathrm{F}(\mathrm{T}) の元
p に対して,

\langle JTx—Jp,  x-Tx\rangle\geq 0
となる.これらの写像に関して次のような補助定理が知られている.

補助定理2.1 ([3]). E を滑らかなバナッハ空間とし, C を E の空でない閉凸部分集合とし, T

を C から E への (P) 型写像とする.このとき, \mathrm{F}(\mathrm{T}) が空でないならば, \mathrm{F}(T) は閉凸集合で
ある.

補助定理2.2 ([15, 16 E を滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, C を E の空でない閉凸集合と
し, T を C から E への (Q)型写像とする.このとき, \mathrm{F}(\mathrm{T}) が空でないならば, \mathrm{F}(\mathrm{T}) は閉凸集
合である.

補助定理2.3 ([22]). E を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, C を E の空でない閉部
分集合で, JC は閉凸集合とし, T を C から E への (R) 型写像とする.このとき, \mathrm{F}(\mathrm{T}) が空で
ないならば, \mathrm{F}(\mathrm{T}) は閉集合であり, J\mathrm{F}(\mathrm{T}) は閉凸集合となる.

E を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, C を E の空でない部分集合とする. T を C

から E への写像とし, JC の元 x^{*} に対し写像  $\tau$* を

(2.2) T^{*}x^{*}:=JTJ^{-1}x^{*}

と定義する.このとき, JF(T)=F(T^{*}) となる.(Q)型写像と (R) 型写像に関して以下の結果
が知られている.

補助定理2.4 ([2]). E を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, C を E の空でない部分集
合とし, T を C から E への (R) 型写像とする.このとき, JC から E^{*} への写像を (2.2) のよう
に定義すると,  $\tau$* は E^{*} 上で (Q)型写像となる.

E を回帰的なバナッハ空間とし, \{C_{n}\} を E の空でない閉凸部分集合列とする.このとき,
\{C_{n}\} の強下極限集合 s‐Li C_{n} と弱上極限集合 \mathrm{w}-\mathrm{L}\mathrm{s}C_{n} はそれぞれ

シLi C_{n} =\{x\in E:\exists\{x_{n}\}\subset Es.t. x_{n}\rightarrow x,x_{n}\in C_{n}(\forall n\in \mathrm{N})\}
w‐Ls C_{n} =\{x\in E:\exists\{x_{\mathrm{b}}\}\subset Es.t. x_{\mathrm{b}}\rightarrow x,x_{\mathrm{b}}\in C_{n_{i}}(\forall i\in \mathrm{N})\}
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と定義する.ただし, \rightarrow, \rightarrow はそれぞれ点列の強収束,弱収束を表している.また,  C_{0} が

s‐Lni C_{n}=C_{0}= w‐Ls C_{\mathfrak{n}}

を満たすとき, \{C_{n}\} が C_{0} にモスコ収束 (Mosoo convergence) するといい,
C_{0}= M‐\displaystyle \lim C_{n}

と表す ([17] を参照). また, E がカデック クリー条件 (Kadec‐Klee property) を満たすとは
E の点列 \{x_{n}\} が x に弱収束し, \{||x_{n}\Vert\} が \Vert x\Vert へ収束するときには,常に \{x訂が x に強収束す
ることをいう.

1984年に塚田 [23] はバナッハ空間の距離射影に関して次の定理を証明した.

定理2.5 ( [23]). E を回帰的な狭義凸バナツハ空間とし, \{C_{n}\} を E の空でない閉凸部分集合
列とする. \{C_{n}\} が C_{0} にモスコ収束し, C_{0} が空でないとき, E の任意の元 x に対し, \{P_{C_{\mathfrak{n}}}x\} は
P_{C\mathrm{o}^{X}} に弱収束する.さらに, E がカデッククリー条件を満たせば, \{P_{C_{n}}x\} は P_{C_{0}}x に強収束
する.

E を滑らかなバナッハ空間とし, E\times E から \mathbb{R} への関数 V を E の元 x, y に対して

V(x,y)=\Vert x\Vert^{2}-2\langle x, Jy)+\Vert y||^{2}
と定義する.この関数 V は以下の性質を満たす ([1, 9] を参照).

(1) E の元 x, y に対して, (\Vert x\Vert-\Vert y\Vert)^{2}\leq V(x, y)\leq(\Vert x\Vert+\Vert y\Vert)^{2} である;
(2) E の元 x, y に対して, V(x, y)+V(y,x)=2\langle x-y, Jx-Jy) である;
(3) E の元 x, y, z に対して, V(x, y)=V(x, z)+V(z, y)+2\langle x-z, Jz-Jy) である;
(4) E が狭義凸のとき, E の元 x, y に対して, V(x,y)=0 となる必要十分条件は x=y とな

ることである.

本論文では以下に示す関数9, \overline{g}_{r}, g^{*} 及び \rightarrow g_{r} が重要な役割を果たす.これらの関数の存在性
は,バナッハ空間とその共役空間の凸性から導き出すことができる.

定理2.6 ( [24]) \bullet  E をバナッハ空間とし, r を正の実数とする. B_{r} = \{Z \in E : \Vert z\Vert \leq r\} とした
とき以下が成立する.

(i) E が一様凸ならば,Br の任意の元 X, y と, [0, 1] の任意の実数  $\alpha$ に対して,

\Vert $\alpha$ x+ (1 - $\alpha$)y\Vert^{2} \leq  $\alpha$\Vert x\Vert^{2}+ (1 - $\alpha$)\Vert y\Vert^{2} - $\alpha$(1- $\alpha$)\underline{g}_{r}(\Vert x-y
を満たし, \underline{g}_{;}(0) = 0 となる [0, 2r] から [0, \infty[ への連続で狭義単調増加な凸関数 \underline{g}_{r} が
存在する.

(ii) E が一様に滑らかならば, B_{r} の任意の元 X, y と, [0, 1] の任意の実数  $\alpha$ に対して,

|| $\alpha$ x+ (1 - $\alpha$)y||^{2} \geq  $\alpha$\Vert x\Vert^{2}+ (1 - $\alpha$)\Vert y\Vert^{2}- $\alpha$(1 - $\alpha$)\overline{g}_{r}(\Vert x-y
を満たし, \overline{g}_{r}(0) = 0 となる [0, 2r] から [0, \infty[ への連続で狭義単調増加な凸関数蔦が
存在する.

定理2.7 ( [12]) \bullet  E をバナッハ空間とし, r を正の実数とする.このとき,以下が成立する.
(i) E が一様凸ならば,定理2.6(i) の関数 \underline{g}_{r} は,任意の瓦の元 X, y に対し

\underline{g}_{f}(\Vert x-y \leq V(x, y)
を満たす.

(ii) E が一様に滑らかならば,定理2.6(i) の関数祷は,任意の Br の元 X, y に対し
\overline{g}_{r}(\Vert x-y \geq V(x, y)

を満たす.
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定理2.8 ([5]). E を回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし, r を正の実数とする.このと
き,以下が成立する.

(i) E が一様に滑らかならば, B_{r} の任意の元, x, y に対して,

\underline{g}_{r}^{*}(\Vert Jx-Jy \leq V(x, y)
を満たし, \rightarrow g^{*}(0)=0 となる [0, 2r] から [0, \infty[ への連続で狭義単調増加な凸関数 \underline{g}_{r} が
存在する.

(ii) E が一様凸ならば, B_{f} の任意の元, x, y に対して,

\rightarrow g_{r}(\Vert Jx-Jy \geq V(x, y)

を満たし, \rightarrow 9_{r}(0)=0 となる [0, 2r] から [0, \infty[ への連続で狭義単調増加な凸関数扉が
存在する.

3. 一般化された堅非拡大写像に関する近似定理

本節では (P) 型写像,(Q) 型写像,(R) 型写像に関する誤差を含んだ収縮射影法について議論
する.木村 [10, 11] の手法と定理2.5川いて,(P) 型写像と (Q)型写像に関する次の近似定理を
得る.

定理3.1 ([5]). E を滑らかな一様凸バナッハ空問とし, C を E の空でない(j界な閉凸部分集合
とする.また, r は B_{r} が C を含むような正の実数とし, T は C から E への (P) 型写像で, F(T)
が空でないとする. \{$\delta$_{n}\} は非負の実数列であり, $\delta$_{0}=\displaystyle \lim\sup_{n} $\delta$,.とする. u を E の任意の元と
して,点列 \{x_{n}\} を次のように構成する : x_{1}=x\in C, C_{1}=C とし, n\in \mathrm{N} に対して

C_{n+1}=\{z\in C:\langle Tx_{n}-z, J(x_{n}-Tx_{n}))\geq 0\}\cap C_{n},

x_{n+1}\in\{z\in C:\Vert u-z\Vert^{2}\leq d(u, C_{n+1})^{2}+$\delta$_{n+1}\}\cap C_{n+1},

とする.このとき ,

\displaystyle \lim\sup\Vert x_{n}-Tx_{n}\Vert\leq\underline{g}_{\'{y}}^{-1}($\delta$_{0})
 n\rightarrow\infty

となる,さらに, $\delta$_{0}=0 のとき点列 \{x_{n}\} は P_{F(T)}u に強収束する.

定理3.2 ([5]). E を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間とし, C を E の空でない有界な閉凸部
分集合とする、また, r は B_{r} が C を含むような正の実数とし, T は C から E への (Q) 型写像
で, \mathrm{F}(\mathrm{T}) が空でないとする. \{\dot{ $\delta$}_{n}\} は非負の実数列であり, $\delta$_{0}= limsupn $\delta$_{n} とする. u を E の任
意の元として,点列 \{x_{n}\} を次のように構成する : x_{1}=x\in C, c_{\mathrm{i}=C} とし, n\in \mathrm{N} に対して

C_{n+1}=\{z\in C : \langleTxn—z,  Jx_{n}-JTx_{n}\rangle\geq 0\}\cap C_{n},

x_{n+1}\in\{z\in C:\Vert u-z||^{2}\leq d(u, C_{n+1})^{2}+\tilde{ $\delta$}_{n+1}\}\cap C_{n+1},

とする.このとき ,

\displaystyle \lim_{n\rightarrow}\sup_{\infty}\Vert x_{n}-Tx_{n}\Vert\leq\underline{9}_{r}^{-1}(\overline{g}_{r}(\underline{g}_{r}^{-1}( $\delta$ i)))
となる.さらに, $\delta$_{0}=0 のとき点列 \{x_{n}\} は P_{F(T)}u に強収束する.

さらに,定理2.4及び定理3.2より,(R) 型写像に関する次の近似定理も得る.

定理3.3 ([5]). E を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間とし, C を E の空でない閉部分集合
で, JC は閉凸集合とする.また, r は B_{r} が C を含むような正の実数とし, T は C から E への
(R) 型写像で, \mathrm{F}(\mathrm{T}) が空でないとする. \{$\delta$_{n}\} は非負の実数列であり, $\delta$_{0}= limsupn $\delta$_{n} とする.
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u を E の任意の元として,点列 \{x_{n}\} を次のように構成する : x\mathrm{i}=x\in C, c_{\mathrm{i}=C} とし, n\in \mathrm{N}

に対して

C_{n+1}=\{z\in C :(JTxn—Jz, x_{n}-Tx_{n}\rangle\geq 0} \cap C_{n},

x_{n+1}\in\{z\in C:\Vert u-z\Vert^{2}\leq d(u, C_{n+1})^{2}+$\delta$_{n+1}\}\cap C_{n+1},
とする.このとき,

\displaystyle \lim_{n\rightarrow}\sup_{\infty}\Vert x_{n}-Tx_{n}\Vert\leq\underline{g}_{r}^{-1}(g_{r}\rightarrow(\underline{g}_{r}^{*-1}(g_{r}\rightarrow(\underline{g}_{f}^{*-1}(\dot{ $\delta$}_{0})))))
となる.さらに, $\delta$_{0}=0 のとき点列 \{x_{n}\} は J^{-1}P_{JF(T)\mathrm{I}}^{*}Ju に強収束する.ただし, P_{J\mathrm{F}(\mathrm{T})}^{*} は E^{*}

から \mathrm{J}\mathrm{F}(\mathrm{T}) への距離射影とする.

(P) 型写像,(Q) 型写像,(R) 型写像はヒルベルト空間では全て同じ堅非拡大写像になる.さ
らに, E がヒルベルト空間の場合は関数 \underline{g}_{r}, \overline{g}_{r}, \underline{g}_{r}^{*} 及び \rightarrow 9_{r} は,任意の正の実数 r に対して

\underline{g}_{\'{y}}=\overline{g}_{r}=\underline{g}_{f}^{*}=\overline{g}_{f}^{*}=|\cdot|^{2}
を満たす.よって,定理3.1, 3.2及び3.2より以下の結果を得る.

系3.4 ([5]) . H をヒルベルト空間として C を H の空でない有界な閉凸部分集合とする. T は C か
ら H への |:誕非拡大写像で, \mathrm{F}(\mathrm{T}) が空でないとする. \{$\delta$_{n}\} は非負の実数列であり, $\delta$_{0}=\displaystyle \lim\sup_{n}\dot{ $\delta$}_{n}
とする. u を H の任意の元として,点列 \{x_{n}\} を次のように構成する : x\mathrm{i}=x\in C, c_{\mathrm{i}=C} と
し, n\in \mathrm{N} に対して

C_{n+1}=\{z\in C : \langleTxn—z,  x_{n}-Tx_{n}\rangle\geq 0\}\cap C_{n},

x_{n+1}\in\{z\in C:\Vert u-z\Vert^{2}\leq d(u, C_{n+1})^{2}+$\delta$_{n+1}\}\cap C_{n+1},
とする.そのとき,

\displaystyle \lim\sup\Vert x_{n}-Tx_{n}||\leq\sqrt{$\delta$_{0}}
\mathfrak{n}\rightarrow\infty

となる.さらに, $\delta$_{0}=0 のとき点列 \{x_{n}\} は P_{F(T)}u に強収束する.

4. 考察

収縮射影法は集合列を生成し,その集合列に対し距離射影を用いて点列を構成する手法であ
る.木村‐高橋 [14] は収縮射影法が集合列を生成するという点に着目し,塚田 [23] の距離射影
とモスコ収束に関する定理 (定理2.5) を用いて,高橋‐竹内‐窪田 [21] と違う証明方法を示し
た.この手法をバナッハ空間で用いる場合,高橋‐竹内‐窪田 [21] の手法を用いるより,空間の
条件や係数条件を弱めることができるメリットがある.主定理である定理3.1, 3.2及び3.3の
証明は,木村‐高橋 [14] と同じ手法を用いている (証明の詳細は [5] を参照).

一方,距離射影の概念をヒルベルト空間からバナッハ空間に拡張した場合,複数の射影に拡
張される.その一つに準距離射影(generalized projection)がある. E を ||||帰的で滑らかな狭義
凸バナッハ空間とし, C を E の閉凸部分集合としたとき,任意の E の元 x に対し

V(x, x_{0})=\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}V(x,y)y\in C
となる C の元 x_{0} が一意に存在する.そこで, E の元 x に対し,このような C の元 x_{0} を対応さ
せる写像を, E から C の上への準距離射影と呼び, $\Pi$_{C} で表す ([1] を参照).また,準距離射影
は(Q)型写像であることが知られている ([2] を参照).さらに,準距離射影に関しては定理2.5
と類似の以下の結果が知られている.

定理4.1 ([6]). E を滑らかなバナッハ空間とし,共役空間 E^{*} のノルムがフレッシェ微分可能
であるとし, \{C_{n}\} を E の空でない閉凸部分集合列とする. \{C_{n}\} が砧にモスコ収束し, C_{0} が
空でないとき,E の任意の元 x に対し, \{ $\Gamma$ l_{C_{n}}x\} は II_{c_{\mathrm{o}^{X}}} に強収束する.
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定理3.1, 3.2及び3.3の収縮射影法において距離射影の代わりに準距離射影を用いて点列を
構成し,さらに証明においては定理2.5の代わりに定理4.1を利用すれば本論文の主定理と同様
の結果が得られることが期待できる.
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