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概要

二次錐 [1, 3] を一般化した extended Lorentz cone[4, 5, 6] とさらに一般化した錐を3つ考
える.その錐を制約に使った最適化問題の弱双対定理を証明する.さらに目的関数が凸二次関数
の時も考える.

1 はじめに

最適化問題に対して,双対問題を考えることがある.最小化問題である主問題に対して,最大化

問題として双対問題を考え,主問題と双対問題の (実行可能解における) 目的関数の差を双対ギャッ

プという.双対ギャップを最適性の基準として使うアルゴリズムとして,主双対内点法 [2, 7] があ
る.アルゴリズムが上手く動くためには,弱双対定理が重要である.そこで,弱双対定理を示す.

二次錐計画問題 [1, 3] は多くの応用を持つ問題のクラスである.そこで,本稿では二次錐計画問
題の一般化を考える.

2節では目的関数が線形の時,3節では目的関数が凸二次の時を考える.4節で,まとめと今後

の課題を述べる.

記法として,ベク トル  x と y に対して,内積を \langle x,  y\rangle :=x^{T}y とする.

2 目的関数が線形の時

この節では目的関数が線形の時を考える.

2.1 2ノルムの時

2.1.1 定式化

考える問題は次の extended Lorentz cone programming :

nin \langle c,\tilde{x}\rangle

\mathrm{s}.\mathrm{t}. A\overline{x}=b (P‐2)

\tilde{x}\in L_{2}:=\{(x, u) \in\Re^{p}\times\Re^{\mathrm{q}}:x\geq \Vert u\Vert e_{p}\}
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ただし, e_{p} は全ての要素が1の p 次の列ベク トル.変数は \tilde{x} . 双対問題は次のようになる.

\displaystyle \max\langle b, \overline{y}\rangle

s.t.  A^{T}\overline{y}+\overline{z}=c (D‐2)

\tilde{z}\in M_{2}:=\{(z, t)\in\Re^{p}\times\Re^{\mathrm{q}}:\{z, e_{p}\rangle\geq\Vert t\Vert, z\geq 0\}

ただし,変数は (\tilde{y},\overline{z}) .

2.1.2 弱双対定理

目的関数の差は次のようになる.

\{c, \overline{x}\rangle-\langle b, \overline{y}\rangle=\langle A^{T}\overline{y}+\overline{z}, \overline{x}\}-\langle A\overline{x}, \overline{y}\rangle

=\{\tilde{x}, \tilde{z}\rangle

=\langle x, z\rangle+\langle u, t\rangle

\geq \langle\Vert u\Vert e_{\mathrm{p}}, z\rangle+\langle u, t\rangle

= \Vert u\Vert\langle e_{p}, z\rangle+\langle u, t\rangle

\geq \Vert u\Vert\Vert t\Vert+\{u, t\rangle

\geq 0

したがって,弱双対定理がなりたつ.

2.2 \mathrm{p} ノルムの時

2.2.1 定式化

考える問題は次の \mathrm{p} ノルム extended Lorentz cone programming :

\displaystyle \min\{c, \overline{x}\rangle
\mathrm{s}.\mathrm{t}. A\overline{x}=b (P‐p)

記 \in L_{p} :=\{(x, u) \in\Re^{p} \times \Re^{q} :x\geq \Vert u\Vert_{p}e_{p}\}

ただし,変数は \overline{x} . ノルムの下付き添え字の p\geq 1 と q\geq 1 は, 1/p+1/q=1 をみたす定数.双

対問題は次のようになる.

\displaystyle \max\{b,\overline{y}\rangle

\mathrm{s}.\mathrm{t}. A^{T}\tilde{y}+\overline{z}=c ( \mathrm{D}‐ \mathrm{p})

\tilde{z}\in M_{q}:=\{(z, t)\in\Re^{p}\times\Re^{q}:\langle z, e_{p})\geq\Vert t\Vert_{q}, z\geq 0\}

ただし,変数は (ỹ, 2).
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2.2.2 弱双対定理

目的関数の差は次のようになる.

\langle c, \overline{x}\}-\langle b, \overline{y}\rangle= \langle A^{T}\tilde{y}+\overline{z}, \overline{x}\rangle-\{A\tilde{x}, \tilde{y})

= \{\tilde{x}, \tilde{z}\rangle

=\langle x, z\rangle+\langle u , t)

\geq \langle\Vert u\Vert_{p}e_{p}, z\rangle+\{u, t\rangle
= \Vert u\Vert_{p}\langle e_{p)}z\}+\langle u , t)

\geq \Vert u\Vert_{p}\Vert t\Vert_{q}+\langle u , t)

\geq 0

したがって,弱双対定理がなりたつ.

2.3 一般のノルムの時

2.3.1 定式化

考える問題は次のノルムextended Lorentz cone programming:

nin \langle c, \overline{x}\}

\mathrm{s}.\mathrm{t}. A_{\tilde{X}}=b (P‐n)

\overline{x}\in L_{n}:=\{(x, u)\in\Re^{p}\times\Re^{q}:x\geq f(u)e_{p}\}

ただし, f をノルムとする.変数は \tilde{x} . 双対問題は次のようになる.

\displaystyle \max\langle b,\overline{y}\rangle

s.t.  A^{T}\overline{y}+\overline{z}=\mathrm{c} (D‐n)

\overline{z}\in M_{n}:=\{(z, t)\in\Re^{p}\times\Re^{q}:\langle z, e_{p}\rangle\geq f^{\mathrm{o}}(t), z\geq 0\}

ただし, f^{\mathrm{o}} は f の双対ノルム.変数は④,2).

2.3.2 弱双対定理

目的関数の差は次のようになる.

\langle c, \tilde{x}\rangle-\langle b, \overline{y}\rangle=\langle A^{T}\tilde{y}+ を, \overline{x}\rangle-\{A\overline{x}, \overline{y}\rangle

=\langle\tilde{x}, \overline{z}\}

=\langle x, z\rangle+\langle u, t\rangle

\geq\langle f(u)e_{p}, z\rangle+\langle u, t\rangle

=f(u) \{e_{p}, z\rangle+\langle u , t)

\geq f(u)f^{\mathrm{o}}(t)+\langle u, t\}

\geq 0

したがって,弱双対定理がなりたつ.
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2.4 ゲージの時

2.4.1 定式化

考える問題は次のゲージextended Lorentz cone programming:

nin \langle c,\overline{x}\rangle

\mathrm{s}.\mathrm{t}. Ax=b (P‐g)

\overline{x}\in L_{g} :=\{(x, u) \in\Re^{p} \times\Re^{q} :x\geq $\rho$(u)e_{p}\}

ただし,  $\rho$ をゲージとする.変数はを.双対問題は次のようになる.

\displaystyle \max\langle b, \overline{y}\rangle

s.t.  A^{T}\tilde{y}+\tilde{z}=c (D‐g)

\tilde{z}\in M_{g}:=\{(z, t)\in\Re^{p}\times\Re^{q}:\langle z, e_{p}\rangle\geq$\rho$^{\mathrm{o}}(t), z\geq 0\}

ただし, $\rho$^{\mathrm{o}} は  $\rho$ の双対ゲージ.変数は (\overline{y},\tilde{z}) .

2.4.2 弱双対定理

目的関数の差は次のようになる.

\langle c, \overline{x}\rangle-\{b, \tilde{y}\}=\langle A^{T}\tilde{y}+\overline{z}, \tilde{x}\rangle-\{A\tilde{x}, \overline{y}\rangle

=\langle\overline{x}, \overline{z}\}

=\langle x, z\rangle+\langle u, t\rangle

\geq\langle $\rho$(u)e_{\mathrm{p}}, z\rangle+\langle u, t\rangle

= $\rho$(u) \langle e_{p}, z\rangle+\langle u, t\rangle

\geq $\rho$(u)$\rho$^{\mathrm{O}}(t)+\langle u, t\}

\geq 0

したがって,弱双対定理がなりたつ.

3 目的関数が凸二次の時

この節では目的関数が凸二次の時を考える.

3.1 2ノルムの時

3.1.1 定式化

考える問題は次の凸二次extended Lorentz cone programming :

\displaystyle \min\frac{1}{2}\{\overline{x}, Q\overline{x}\rangle+\{c,\overline{x}\rangle
\mathrm{s}.\mathrm{t}. Ax=b ( \mathrm{P}‐2‐2)

\overline{x}\in L_{2} :=\{(x, u) \in\Re^{p}\times \Re^{q} :x\geq \Vert u\Vert e_{p}\}
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ただし, Q は対称半正定値行列, \mathrm{e}_{p} は全ての要素が1のベク トル.変数は \tilde{x} . 双対問題は次のよう
になる.

\displaystyle \max\langle b,\overline{y}\rangle-\frac{1}{2}\langle\tilde{x}', Q\tilde{x}'\rangle
\mathrm{s}.\mathrm{t}. A^{T}\tilde{y}-Q\overline{x}'+\overline{z}=c ( \mathrm{D}‐2‐2)

を \in M_{2}:=\{(z, t)\in\Re^{p}\times\Re^{q}:\langle z, e_{p}\rangle\geq\Vert t\Vert, z\geq 0\}

ただし,変数は (\overline{x}',\tilde{y}, z

3.1.2 弱双対定理

目的関数の差は次のようになる.

\displaystyle \frac{1}{2}\{\tilde{x}, Q\overline{x}\rangle+\{c , 缶 \rangle-\langle b , \displaystyle \overline{y}\rangle+\frac{1}{2}\{\overline{x}', Qx

=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x}, Q\displaystyle \tilde{x}\rangle+\frac{1}{2}\langle\overline{x}' , Qx +\langle A^{T}\overline{y}-Q\overline{x}'+\overline{z}, \overline{x}\rangle-\{A\overline{x}, \overline{y}\rangle

=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\tilde{x}-\overline{x}', Q(\overline{x} ー x +\langle\overline{x},\tilde{z}\}

=\displaystyle \frac{1}{2}\{\overline{x}-\tilde{x}', Q(\overline{x} ー x +\langle x, z\rangle+\langle u,  t\rangle

\displaystyle \geq\frac{1}{2}\langle\overline{x}-\overline{x}', Q(\overline{x}-\tilde{x} +\langle\Vert u\Vert e_{p}, z\}+\{u, t\}
=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x} ー x Q(\overline{x} ー x +\Vert u\Vert\langle e_{p}, z\rangle+\{u,  t\rangle

\displaystyle \geq\frac{1}{2}\langle\overline{x}-x Q(\tilde{x} ー x +\Vert u\Vert\Vert t\Vert+\langle u,  t\rangle

\geq 0

したがって,弱双対定理がなりたつ.

3.2 \mathrm{p} ノルムの時

3.2.1 定式化

考える問題は次の凸二次 \mathrm{p} ノルムextended Lorentz cone programming :

\displaystyle \min\frac{1}{2}\langle\overline{x}, Q\tilde{x}\rangle+\langle c,\overline{x}\rangle
\mathrm{s}.\mathrm{t}. A\overline{x}=b (P‐p‐2)

\overline{x}\in L_{p} :=\{(x, u) \in\Re^{p} \times\Re^{q} :x\geq \Vert u\Vert_{p}e_{p}\}

ただし, Q は対称半正定値行列, e_{\mathrm{p}} は全ての要素が1のベク トル.変数は \overline{x} . 双対問題は次のよう
になる.

\displaystyle \max\langle b,\tilde{y}\rangle-\frac{1}{2}\{\overline{x}', Q\tilde{x}'\rangle
\mathrm{s}.\mathrm{t}. A^{T}\tilde{y}-Q\tilde{x}'+\overline{z}=c (\mathrm{D}- $\iota$\succ 2)

\overline{z}\in M_{q}:=\{(z,t)\in\Re^{p}\times\Re^{q}:\{z, e_{p}\}\geq\Vert t\Vert_{q}, z\geq 0\}

ただし,変数は ( \tilde{x}' , ỹ, 2).
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3.2.2 弱双対定理

目的関数の差は次のようになる.

\displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x}, Q\overline{x}\rangle+\langle c, \tilde{x}\rangle-\langle b, \overline{y}\rangle+\frac{1}{2}\{\overline{x}', Q\overline{x}'\rangle
=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\tilde{x}, Q\displaystyle \overline{x}\}+\frac{1}{2}\{\overline{x}' , Qx +\langle A^{T}\overline{y}-Q\overline{x}'+\overline{z}, \overline{x}\rangle-\langle A\overline{x}, \overline{y})

=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x} ー x Q(\overline{x}-x +\langle\overline{x},\tilde{z}\}

=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x}-x Q(\overline{x}-x +\{x, z\rangle+\langle u, t\rangle
\displaystyle \geq\frac{1}{2}\langle\overline{x}-x Q(\tilde{x}-x +\{\Vert u\Vert_{p}e_{p}, z\rangle+\{u, t\rangle
=\displaystyle \frac{1}{2}\langle記一 \tilde{x}', Q(\overline{x}-x +\Vert u\Vert_{p}\langle e_{p}, z\rangle+\langle u,  t\rangle

>\{\tilde{x}-x\underline{1} Q(\tilde{x}-x +\Vert u\Vert_{p}\Vert t\Vert_{q}+\langle u, t\rangle-

2

\geq 0

したがって,弱双対定理がなりたつ.

3 \cdot 3 一般のノルムの時

3.3.1 定式化

考える問題は次の凸二次ノルムextended Lorentz cone programming:

\displaystyle \min\frac{1}{2}\langle\overline{x}, Q\overline{x}\}+\{c, \overline{x})
\mathrm{s}.\mathrm{t}. A\overline{x}=b (P‐n‐2)

\overline{x}\in L_{n}:=\{(x,u)\in\Re^{p}\times\Re^{q}:x\geq f(u)e_{p}\}

ただし, Q は対称半正定値行列, e_{p} は全ての要素が1のベク トル.変数は \overline{x} . 双対問題は次のよう
になる.

\displaystyle \max\langle b, \overline{y}\}-\frac{1}{2}\langle\overline{x}', Q\tilde{x}'\rangle
s.t.  ATy--Q\overline{x}'+\overline{z}=c (\mathrm{D}\mapsto \mathrm{n}-2)

\tilde{z}\in M_{n}:=\{(z, t)\in\Re^{p}\times\Re^{\mathrm{q}}:\{z, e_{p}\rangle\geq f^{\mathrm{o}}(t), z\geq 0\}

ただし, f^{\mathrm{o}} は f の双対ノルム.変数は (\overline{x}',\overline{y}, z
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3.3.2 弱双対定理

目的関数の差は次のようになる.

\displaystyle \frac{1}{2}\{\overline{x}, Q\overline{x}\rangle+\langle c, \tilde{x}\rangle-\langle b, \displaystyle \overline{y}\rangle+\frac{1}{2}\langle\overline{x}' , Qx

=\displaystyle \frac{1}{2}\{\overline{x}, Q\displaystyle \overline{x}\rangle+\frac{1}{2}\{\overline{x}' , Qx +\langle A^{T}\overline{y}-Q\overline{x}'+\overline{z}, \overline{x}\rangle-\{A\overline{x}, \overline{y})

= \displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x}-\tilde{x}', Q(\overline{x} ー x +\langle\overline{x},\overline{z}\rangle

=\displaystyle \frac{1}{2} {諺ー x Q(盃ー x +\langle x, z) +\langle u , t)

\displaystyle \geq \frac{1}{2}\{\overline{x}-x Q(\overline{x}-x +\langle f(u)e_{p}, z\rangle+\{u, t\rangle
=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\tilde{x}-\tilde{x}' , Q (髭ー x +f(u)\langle e_{p}, z\rangle+\{u, t)

\geq \displaystyle \frac{1}{2} \langle缶ー \tilde{x}', Q(\tilde{x}-x +f(u)f^{\mathrm{o}}(t)+\{u,  t\rangle

\geq 0

したがって,弱双対定理がなりたつ.

3.4 ゲージの時

3.4.1 定式化

考える問題は次の凸二次ゲージextended Lorentz cone programming:

\displaystyle \mathrm{m}.\mathrm{n}\frac{1}{2}\langle\tilde{x}, Q\overline{x}\rangle+\langle \mathrm{c}, \tilde{x}\}
\mathrm{s}.\mathrm{t}. A\overline{x}=b (P‐g‐2)

\overline{x}\in L_{g}:=\{(x, u)\in\Re^{p}\times\Re^{q}:x\geq $\rho$(u)e_{p}\}

ただし, Q は対称半正定値行列, e_{p} は全ての要素が1のベクトル.変数は \overline{x} . 双対問題は次のよう
になる.

\displaystyle \max\langle b, \displaystyle \overline{y}\rangle-\frac{1}{2}\langle\tilde{x}' , Qx

s.t. A^{T} \ovalbox{\tt\small REJECT}- Q\overline{x}'+\overline{z}=c (D‐g‐2)

\tilde{z}\in M_{g}:=\{(z, t)\in\Re^{p}\times\Re^{q}:\{z, e_{p}\rangle\geq$\rho$^{\mathrm{o}}(t), z\geq 0\}

ただし, $\rho$^{\mathrm{o}} は  $\rho$ の双対ゲージ.変数は (\overline{x}',\overline{y}, z
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3.4.2 弱双対定理

目的関数の差は次のようになる.

\displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x}, Q\overline{x}\rangle+\langle c, \overline{x}\rangle-\langle b, \displaystyle \overline{y}\rangle+\frac{\mathrm{i}}{2}\langle\overline{x}' , Qx

=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x}, Q\overline{x}\rangle+\frac{1}{2}\langle\overline{x}', Q\tilde{x}')+\langle A^{T}\tilde{y}-Q\overline{x}'+\overline{z}, \overline{x}\rangle-\langle A\overline{x}, \overline{y}\rangle
=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x}-\overline{x}', Q(\overline{x}-x +\langle\overline{x},\overline{z})
=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x}-\overline{x}', Q(\overline{x}-x +\{x, z\rangle+\langle u, t\rangle
\displaystyle \geq\frac{1}{2}\langle\overline{x}-x Q(\overline{x} ー \tilde{x} +\langle $\rho$(u)e_{p}, z\}+\langle u,t\}

=\displaystyle \frac{1}{2}\langle\overline{x}-\overline{x}', Q ( \tilde{x} ー x + $\rho$(u)\langle e_{p}, z\rangle+\langle u,t)

\displaystyle \geq\frac{1}{2} く \overline{x} ー \overline{x}', Q(\overline{x}-x + $\rho$(u)$\rho$^{\mathrm{o}}(t)+\{u,  t\rangle

\geq 0

したがって,弱双対定理がなりたつ.

4 まとめと今後の課題

本稿では,二次錐計画問題を拡張した :extended Lorentz cone計画問題をさらに一般化した問

題を考えた.目的関数が線形と二次の時を考え,弱双対定理を証明した.証明の過程の不等号が,

全て等号で成りたてば,最適解が得られていることがわかる.このことから制約想定のようなもの

を考えることができる.

今後の課題としては,応用を考えることやアルゴリズムを考えることがある.
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