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Abstract

p‐進簡約代数群の既約スムーズ表現が gerieric であるとは,それが Whittaker 模型
を持つ時に言う.Whittaker 模型の一意性のおかげで,generic 表現は表現論及び数論
の両分野で多くの応用を持つ.一方で,局所 Langlarids予想 (\mathrm{L}\mathrm{I}_{\lrcorner}\mathrm{C}) とは既約スムーズ
表現の L‐パラメーターによる分類法である.Gross‐Prasad はRallis に触発されて,

generic 表現に対応する L-パラメーターの判定法を予想した.これを Gross‐Prasad

と Rallis の予想 (GPR) という.近年,古典群に関して (GPR) はGan‐市野により証
明された.この寄稿では,シンプレクティック群の二重被覆であるメタプレクティツク

群に関する (GPR) についての結果を報告する.

1 (GPR) for Sp (2n, \mathbb{R})

Gross‐Prasad と Rallis の予想 (GPR) ([6, Conjecture 2.6]) とは,局所体上の連結簡約
代数群の既約 generic 表現の分類に関する予想であり,それが実 Lie 群の場合にはすでに知

られている (後述).この節では,実シンプレクティック群 \mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{R}) を例にとり,(GPR)
を説明する.

この節では F = \mathbb{R} とし,  $\psi$ : \mathbb{R} \rightarrow \mathbb{C}^{\times} を非自明な unitary 加法指標とする.ここでは,

 $\psi$(x)=e^{2 $\pi$\sqrt{-1}x} を採用する. G=\mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{R}) により, \mathrm{G}\mathrm{L}_{2n}(\mathbb{R}) の部分群で

t_{g} ( 1 ^{\cdot}\cdot\cdot 1 -1 ^{\cdot}\cdot\cdot -1 )g= ( 1 ^{\cdot}\cdot\cdot 1 -1 ^{\cdot}\cdot\cdot -1 )
を満たすもののなすシンプレクティック群を表す.この時,上三角行列のなす G の部分群

B はBorel 部分群であり,そのうち,対角成分が全て1である行列のなす部分群 U が B の

幕単根基となる.加法指標  $\psi$ は  U のgenericな指標

U\displaystyle \ni u\mapsto $\psi$(\sum_{l=1}^{n}u_{i,i+1})
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を定める.これも  $\psi$ と書く.

 G の既約許容表現の同型類の集合を Irr (G) で表す.次の重複度一定理が成り立つ.

定理1.1 (重複度一定理 [10]) 任意の  $\pi$\in Irr (G) に対して,

\dim_{\mathrm{C}}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{U}($\pi$_{\infty},  $\psi$) \leq 1.

但し, $\pi$_{\infty} により  $\pi$ のsmooth vectors のなす部分空間を表した.

既約許容表現  $\pi$ が \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{U}($\pi$_{\infty},  $\psi$) \neq  0 を満たすとき,  $\pi$ は  $\psi$‐gencric であるという.

Frobcnius の相互律により,generic 表現は  G 上のある関数 (Whittaker 関数) の空間に実現

できる.重複度 \rightarrow-\rightarrow 定理はこの実現が一意的であることを意味している.(GPR) は,generic

表現を局所 Langlands 対応 (LLC) により分類する予想である.

局所 Langlands 対応 (LLC) とは, \mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(G) の,局所 Langlands 群 L_{\mathrm{R}} の表現を用いた分類
法である.

定義1.2 実数体 \mathbb{R} の局所 Langlands 群(またはWeil 群) L_{\mathbb{R}}=W_{\mathbb{R}} とは,位相空間として

L_{\mathbb{R}}=\mathbb{C}^{\times} \cup \mathbb{C}^{\times}j

であり,その群構造が

j^{2}=-1 \in \mathbb{C}^{\times}, jzj^{-1} =\overline{z} (z\in \mathbb{C}^{\times})

で与えられる位相群である.

定理1.3 (Sp (2n, \mathbb{R}) に対する (LLC)[9]) 自然な全射で有限対一の写像

\mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(\mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{R}))\rightarrow $\Phi$(\mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{R})) :=\{ $\phi$ :  L_{\mathbb{R}}\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{O}(2n+1, \mathbb{C} \sim

がある.この全射は  $\psi$ には依存しない.但し,  $\Phi$(\mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{R})) は連続な準同型  $\phi$ :  L_{\mathrm{R}} \rightarrow

\mathrm{S}\mathrm{O}(2n+1, \mathbb{C}) で, L_{\mathbb{R}} の表現と考えたときに半単純であるものの \mathrm{S}\mathrm{O}(2n+1, \mathbb{C}) ‐共役類の

集合である.パラメーター  $\phi$\in $\Phi$(\mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{R})) の逆像を $\Pi$_{ $\phi$} で書き,  $\phi$ の  L‐パケットという.

ここでは L_{\mathrm{R}} の半単純な表現しか考えないので,特に既約表現が重要である.それらを分

類する.まず,位相群の同型

L_{\mathbb{R}}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\rightarrow \mathbb{R}^{\times}, \mathbb{C}^{\times} \ni z\mapsto z\overline{z}_{:} j\mapsto-1

があることに注意する.これは局所類体論の主定理と呼ばれている.これにより, L_{\mathrm{R}} の指

標は \mathbb{R}^{\times} の指標と同一視できる.特に, L_{\mathbb{R}} はノルム写像

|\cdot| : L_{\mathbb{R}}\rightarrow L_{\mathbb{R}}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\cong \mathbb{R}^{\times} \rightarrow \mathbb{R}_{>0}

を持つ.局所 Langlands 群 L_{\mathbb{R}} の既約表現は以下の2種類に分かれる.
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\bullet
-\rightarrow 次元の場合:  $\phi$=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}^{ $\epsilon$}|\cdot|^{ $\nu$} ( $\epsilon$\in \{0,1\},  $\nu$\in \mathbb{C}) の形である.但し,sgn: L_{\mathbb{R}}\rightarrow\{\pm 1\}
は, \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(z) = 1, z\in \mathbb{C}^{\times} と \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(j)= -1 \ovalbox{\tt\small REJECT} こより定義される指標である.

\bullet 二次元の場合:  $\phi$=|\cdot|^{ $\nu$}$\rho$_{k} (k\in \mathbb{Z}_{>0},  $\nu$\in \mathbb{C}) の形である.但し, $\rho$_{k} : L_{\mathbb{R}}\rightarrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{C})
は次で定義される2‐次元既約表現である.

\mathbb{C}^{\times} \ni z\mapsto \left(\begin{array}{ll}
\overline{z}^{-k}(z\overline{z})^{k/2} & 0\\
0 & z^{-k}(z\overline{z})^{k/2}
\end{array}\right) , j\mapsto \left(\begin{array}{ll}
0 & (-1)^{k}\\
1 & 0
\end{array}\right)
定義1.4 局所 Langlands 群 L_{\mathbb{R}} の半単純表現  $\phi$ の局所  L‐関数 L(s,  $\phi$) を次で定める.

(1) L(\mathcal{S}, \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}^{ $\epsilon$}| |^{ $\nu$}) =$\Gamma$_{\mathbb{R}}(\mathcal{S}+ $\epsilon$+ $\nu$) , ( $\epsilon$\in \{0,1\},  $\nu$\in \mathbb{C}) . 但し, $\Gamma$_{\mathrm{L}\mathrm{R}}(s) =$\pi$^{-8/2} $\Gamma$(s/2)
と置いた.

(2) L(s, | |^{ $\nu$}$\rho$_{k}) =$\Gamma$_{\mathbb{C}}(s+k/2+ $\nu$) , (k \in \mathbb{Z}_{>0},  $\nu$ \in \mathbb{C}) . 但し, $\Gamma$_{\mathbb{C}}(\mathcal{S}) = 2(2 $\pi$)^{-s} $\Gamma$(s)
と置いた.

(3) L(s, $\phi$_{1}\oplus$\phi$_{2})=L(s, $\phi$_{1})L(s, $\phi$_{2}) .

注意1.5 二次元表現俄の定義において, k=0 を代入すると, $\rho$_{0} \cong  1\oplus sgn となる.そ

の  L‐関数は,ガンマ関数の duplicatiori formula により,

L(s, $\rho$_{0})=$\Gamma$_{\mathrm{R}}(s)$\Gamma$_{\mathbb{R}}(s+1)=$\Gamma$_{\mathbb{C}}(s)

となる.つまり,定義1.4 (2) は k=0 でも成り立つ.

Gross‐Prasad と Rallis の予想 (GPR) ([6, Conjecture 2.6]) は,次のように述べられる.

予想1.6 (Sp (2n, \mathbb{R}) に対する (GPR)) L‐パケット $\Pi$_{ $\phi$} が  $\psi$‐generic表現を含むための必要

十分条件は,随伴  L‐関数 L (  s_{:} $\phi$ , Ad) =L(s_{:} $\Lambda$ \mathrm{d}\circ $\phi$) が s=1 で正則であることである.但
し,Ad: \mathrm{S}\mathrm{O}(2n+1, \mathbb{C})\rightarrow \mathrm{G}\mathrm{L}(\mathfrak{s}0(2n+1, \mathbb{C})) は随伴表現である.

(GPR) は実簡約代数群で,代数群として連結なものに対してはすでに知られている.

([14], [8] , [11] などを参照せよ.) また,銑進古典群については Gan‐市野 [5] が示した.
最後に具体例を与える.

例1.7 n= 1 , 即ち, G=\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{R}) とする.準同型  $\phi$ :  L_{\mathbb{R}}\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{O}(3, \mathbb{C}) を考える.この時,

L ( \mathcal{S},  $\phi$ , Ad) =L(s,  $\phi$) であることに注意せよ.

\bullet  $\phi$=$\rho$_{2k}\oplus \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n} の場合 (k\in \mathbb{Z}, k\geq 0) : この時,

L ( \mathcal{S},  $\phi$ , Ad) =$\Gamma$_{\mathbb{C}}(s+k)$\Gamma$_{\mathbb{R}}(s+1)

は s=1 で正則である.また,  $\phi$ の  L‐パケットは,

$\Pi$_{ $\phi$}=\{D_{k+1}^{+}, D_{k+1}^{-}\}
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で与えられる.但し, D_{k+1}^{+} (resp. D_{k+1}^{-} ) は,Blattner パラメーターが k + 1

(resp. -(k+1) ) の離散系列表現 (の極限) である.今,  $\psi$(x) = e^{2 $\pi$\sqrt{-1}x} なので,

D_{k+1}^{+} が  $\psi$‐genericである.
\bullet  $\phi$=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}^{ $\epsilon$}|\cdot|^{ $\nu$}\oplus 1\oplus \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}^{ $\epsilon$}|\cdot|^{- $\nu$} の場合 ( $\epsilon$\in\{0,1\},  $\nu$\in \mathbb{C}, ( $\epsilon$,  $\nu$) \neq (1,0 この時,

L (s,  $\phi$ , Ad) =$\Gamma$_{\mathbb{R}}(s+ $\epsilon$+ $\nu$)$\Gamma$_{\mathbb{R}}(s)$\Gamma$_{\mathbb{R}}(s+ $\epsilon$- $\nu$)

である.これが s= 1 で正則であるための必要十分条件は,

\mathrm{c}=0,  $\nu$=1 , 3, 5, . . . or  $\epsilon$=1,  $\nu$=2 , 4, 6, . . .

である.この条件は,正規化された誘導表現

\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P}^{\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{R})}(\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}^{ $\epsilon$}|\cdot|^{ $\nu$})= \{f: \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{R}) \rightarrow \mathbb{C}c\propto | f(\left(\begin{array}{ll}
a & b\\
0 & a^{-1}
\end{array}\right)g)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}^{ $\epsilon$}(a)|a|^{ $\nu$+1}f(g)\}
が可約であることと同値である.この時, $\Pi$_{ $\phi$} = \{F_{ $\nu$}\} で与えられる.但し, F_{ $\nu$} は

\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{R}) の唯一 ‐の  $\nu$‐次元既約表現であり,それは完全列

 0 \rightarrow D_{ $\nu$+1}^{+}\oplus D_{ $\nu$+1}^{-} \rightarrow \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P}^{\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{R})}(\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}^{ $\epsilon$}|\cdot|^{ $\nu$}) \rightarrow F_{ $\nu$} \rightarrow 0

をなす.有限次元既約表現は,genericではない.

2 (GPR) for Mp (2n, \mathbb{Q}_{p})
この節では F=\mathbb{Q}_{p} とし,  $\psi$ : \mathbb{Q}_{T)}\rightarrow \mathbb{C}^{\times} を非自明な unitary 加法指標とする.前節のよ

うに, G=\mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{Q}_{p}) \supset B\supset U をとり,同じ  $\psi$ で  U 上の generic な指標を表す.この節
では,メタプレクティック群 \overline{G}=\mathrm{M}\mathrm{p}(2n, \mathbb{Q}_{p}) を考える.これは G の唯一の非自明な位相

的二重被覆である:

1 \rightarrow \{\pm 1\}- Mp (2n, \mathbb{Q}_{p}) \rightarrow Sp (2n, \mathbb{Q}_{p})- 1.

\overline{G} の既約許容表現  $\pi$ で,genuine, つまり,  $\pi$(-1) = −id となるものの同型類の集合を

Irr (G) で表す.幕単根基 U は唯一の分裂 U\rightarrow\overline{G} を持ち,ゆえに \overline{G} の表現  $\pi$ を  U に制限
することが考えられる.

定理2.1 (重複度一定理 [12]) 任意の  $\pi$\in Irr (G) に対して,

\dim_{\mathbb{C}}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{U}( $\pi$,  $\psi$) \leq 1.

既約 genuine 表現  $\pi$ が Homu (  $\pi$,  $\psi$) \neq  0 を満たす時,  $\pi$ は  $\psi$‐genericであるという.こ

のような表現を (LLC) により分類することが本研究の目的である.
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 p‐進体 \mathbb{Q}_{p} の局所 Langlands 群(またはWeil‐Deligiie 群) を L_{\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}} = WD_{\mathbb{Q}_{p}} と書 \langle . これ
は局所コンパクトな位相群であり,位相群の同型

 L_{\mathbb{Q}_{p}}^{\mathrm{a}\mathrm{b}} \cong \mathbb{Q}_{p}^{\times}

がある (局所類体論の主定理).特に, L_{\mathbb{Q}_{p}} はノルム写像

|\cdot| : L_{\mathbb{Q}_{p}} \rightarrow L_{\mathbb{Q}_{p}}^{\mathrm{a}\mathrm{b}} \cong \mathbb{Q}_{p}^{\times} \rightarrow^{\mathrm{p}}\mathbb{R}_{>0}|\cdot|

を持つ.但し, |\cdot|_{p} は \mathbb{Q}_{p} の p‐進絶対値である.

メタプレクティック群 \mathrm{M}\mathrm{p}(2n, \mathbb{Q}_{p}) に対する (LLC) はGan‐Savin [7] により証明された.

これは Adams‐Barbacsh の結果 [1] の銑進類似である.

定理2.2 (Mp (2n, \mathbb{Q}_{p}) に対する (LLC) [7]) 加法指標  $\psi$ に依存する全射で有限対一の写像

\mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{r}(\mathrm{M}\mathrm{p}(2n, \mathbb{Q}_{p}))\rightarrow $\Phi$(\mathrm{M}\mathrm{p}(2n, \mathbb{Q}_{p})) :=\{ $\phi$ :  L_{\mathbb{Q}_{p}} \rightarrow \mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{C} \sim

がある.但し,  $\Phi$(\mathrm{M}\mathrm{p}(2n, \mathbb{Q}_{p})) は準同型  $\phi$ :  L_{\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}} \rightarrow \mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{C}) で,幾つかの性質を満たすも

のの Sp (2n, \mathbb{C})‐共役類の集合である.パラメーター  $\phi$\in  $\Phi$(\mathrm{M}\mathrm{p}(2n, \mathbb{Q}_{p})) の逆像を $\Pi$_{ $\phi$}^{ $\psi$} で,
き,  $\phi$ の  L‐パケットという.

局所 Langlands 群 L_{\mathrm{Q}_{p}} の表現  $\phi$ には,局所  L‐関数 L(. $\varsigma$,  $\phi$) が付随する.

例2.3 L(s, |\cdot|^{ $\nu$})=$\zeta$_{\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}}(s+ $\nu$) ( $\nu$\in \mathbb{C}) . 但し,

$\zeta$_{\mathbb{Q}_{p}}(\displaystyle \mathcal{S})=\frac{1}{1-p-s}
と置いた.これを \mathbb{Q}_{p} の局所ゼータ関数という.

古典群の場合の (GPR) を考えれば, $\Pi$_{ $\phi$}^{ $\psi$} が  $\psi$‐generic表現を持つことと,随伴  L‐関

数 L ( s,  $\phi$ , Ad) の  s = 1 での正則性が関係していると推測できるかもしれない.但し,
Ad: \mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{C}) \rightarrow \mathrm{G}\mathrm{L}(\mathfrak{s}\mathfrak{p}(2n, \mathbb{C})) は随伴表現である.しかしながら,以下の例で見るよう

に,古典群の場合の (GPR) と完全に同じ主張は成り立たない.

例2.4 n=1 , 即ち, \overline{G}=\overline{\mathrm{S}\mathrm{L}}_{2}(\mathbb{Q}_{p}) とする.今,

 $\phi$= |\cdot|^{\frac{1}{2}} \oplus|\cdot|^{-\frac{1}{2}} : L_{\mathbb{Q}_{\mathrm{p}}} \rightarrow \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{C}) ,  w\mapsto \left(\begin{array}{ll}
|w|^{1/2} & 0\\
0 & |w|^{-1/2}
\end{array}\right)
を考える.この時,

L ( \mathcal{S},  $\phi$ , \mathrm{A}\mathrm{d} ) =$\zeta$_{\mathbb{Q}_{p}}(s+1)$\zeta$_{\mathbb{Q}_{p}}(s)$\zeta$_{\mathrm{Q}_{p}}(s-1)

は s=1 で極を持つ.一方で,(LLC) の性質から $\Pi$_{ $\phi$}^{ $\psi$} =\{$\omega$_{\dot{ $\psi$}}^{ $\theta$}\} が分かる.但し, $\omega$_{ $\psi$}^{e} はeven
Weil 表現である.この表現の twisted Jacquet 加群を計算することにより, $\omega$_{$\psi$'}^{\mathrm{f}} は  $\psi$‐generic

であることが分かる.
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この例から分かるように,メタプレクティック群に対する (GPR) は,主張を修正する必
要がある.次が主定理である.

定理2.5 (\mathrm{M}\mathrm{p}(2n, \mathbb{Q}_{p}) に対する (GPR) [3, Theorem 3.11]) L‐パケット $\Pi$_{ $\phi$}^{ $\psi$} が  $\psi$‐geiieric
表現を含むための必要十分条件は,  L‐関数の商

\displaystyle \frac{L(s, $\phi$,\mathrm{A}\mathrm{d})}{L(s-\frac{1}{2}, $\phi$)}
が s = 1 で正則であることである.

例2.6 例2.4と同じ  $\phi$ を考えると,

 L (s,  $\phi$ , Ad) =$\zeta$_{\mathbb{Q}_{p}}(s+1)$\zeta$_{\mathbb{Q}_{p}}(s)$\zeta$_{\mathbb{Q}_{p}}(s-1) ,

L(\displaystyle \mathcal{S}-\frac{1}{2},  $\phi$) =$\zeta$_{\mathbb{Q}_{p}}(\mathcal{S})$\zeta$_{\mathbb{Q}_{p}}(s-1)
となる.従って,

\displaystyle \frac{L(\mathcal{S}. $\phi$,\mathrm{A}\mathrm{d})}{L(s'-\frac{1}{2}, $\phi$)} =$\zeta$_{\mathbb{Q}_{p}}(s+1)
であり,これは s=1 で正則である.

注意2.7 この節での結果は全て,体 \mathbb{Q}_{p} をその有限次元拡大体に置き換えても成り立つ.

また,定理2.5は実数体 \mathbb{R} の場合でも成り立つと期待している.

3 定理2.5の証明の概略

最後に,定理2.5の証明の概略を説明する.詳しくは [3, Appendix \mathrm{A} ] を参照せよ.

パラメーター  $\phi$ が“緩増加“ の場合,(GPR) は Shahidi の予想とも呼ばれ,メタプレク

ティック群については,それはArthur [2] などの結果と Gan‐Savin [7] から従う.
一般に,既約表現  $\pi$ は standard moditle \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\overline{\frac{G}{P}}($\pi$_{0}\otimes c^{ $\nu$}\otimes 1_{N}) の唯一の既約商と書ける.

但し,

\bullet  P=MN は G の放物型部分群であり, \overline{P}=\overline{M}N は \overline{G} での逆像である;
\bullet $\pi$_{0} は \overline{M} の既約 genuine 緩増加表現である;
\bullet  $\nu$\in \mathfrak{a}_{M,\mathbb{C}}^{*} は‘strictly N‐positive” である.

また,?if を G の M に関する相対 Weyl 群の最長元とすると,絡作用素

\mathcal{A}_{w} : \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\overline{\frac{G}{P}}($\pi$_{0}\otimes e^{ $\nu$}\otimes 1_{N})\rightarrow \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\overline{\frac{G}{P}}(w$\pi$_{0}\otimes e^{l1) $\nu$}\otimes 1_{N})
が定まり,その像 {\rm Im}(\mathcal{A}_{w}) は  $\pi$ と同型になる.
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今,Rodier の結果 (被覆群については [4]) により,

 $\pi$ が  $\psi$- generic \Rightarrow$\pi$_{0} が  $\psi$‐generic

であることが分かっている.ゆえに,  $\pi$_{0} が  $\psi$‐genericであるという仮定のもと,  $\pi$ が  $\psi$-

generic であるかどうかについて議論すれば良い.この時, $\pi$_{0} の (nonzero)  $\psi$‐Whittaker

functional  l0 \in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}u\cap M( $\pi$ 0,  $\psi$) から,Jacquet 積分により,誘導表現の (nonzero)  $\psi$-

Whittaker functionals

 $\lambda$( $\nu,\ \pi$_{0},  $\psi$) \in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{U}(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\overline{\frac{G}{P}}($\pi$_{0}\otimes e^{ $\nu$}\otimes 1_{N}),  $\psi$) ,

 $\lambda$(w\mathrm{v}, w$\pi$_{0},  $\psi$) \in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{U}(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\overline{\frac{G}{P}}(w$\pi$_{0}\otimes e^{w $\nu$}\otimes 1_{N}),  $\psi$)
が得られる.定理2.1から,定数 C_{ $\psi$}( $\nu,\ \pi$_{0}, w)^{-1} \in \mathbb{C} が存在して

 $\lambda$(w $\nu$, w$\pi$_{0},  $\psi$)\circ \mathcal{A}_{ $\tau$ v} =C_{ $\psi$}( $\nu,\ \pi$_{0}, w)^{-1}\cdot $\lambda$( $\nu,\ \pi$_{0},  $\psi$)

となるこ とが分かる.この逆数 C_{ $\psi$}( $\nu,\ \pi$_{0}, w), は local coefficient と呼ばれる.ここで
{\rm Im}(\mathcal{A}_{w})\cong $\pi$ であることから,

 $\pi$ が  $\psi$- generic \Leftrightarrow $\lambda$(w $\nu$, w$\pi$_{0},  $\psi$)\circ{\rm Im}(\mathcal{A}_{w})\neq 0

\Leftrightarrow C_{ $\psi$}( $\nu,\ \pi$_{0}, w)^{-1} \neq 0

が分かる.

今,  $\pi$\in$\Pi$_{ $\phi$}^{ $\psi$} であるとすると,local coefficient C_{ $\psi$}( $\nu,\ \pi$_{0}, w) は  $\phi$ から定まるある  $\zeta \gamma$‐因子”

により記述することができる [13]. これをLanglands‐Shahidi method という.ゆえに,  $\pi$.

が  $\psi$‐genericであるための必要十分条件を,この“ツー因子“ の解析的性質で記述することが
できる.ここで  $\gamma$ー因子“ とは,  L‐関数を修正したものである.この  $\gamma$ー因子“ の解析的性質

が,  L‐関数の商
L (s,  $\phi$ , Ad)

 L(s-\displaystyle \frac{1}{2},  $\phi$)

の \mathcal{S}=1 で正則性と同値であることが示せる.□

注意3.1 Gan‐市野 [5] は銑進古典群の場合に同様の証明を与えた.結果に相違がでる理由
は,local coefficient C_{ $\psi$}( $\nu,\ \pi$_{0}, w) の  $\gamma$ー因子” による記述が異なるためである.
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