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波面のガウス写像について

(On Gauss maps of wave fronts)

神戸大学大学院理学研究科 寺本 圭佑 *1

(Department of Mathematics, Kobe University, Keisuke TERAMOTO)

1 はじめに

特異点を持つ曲線や曲面の微分幾何学的研究が近年活発に行われている.特に,波面やフロンタルに関する

結果が多くある (例えば,[4, 6, 7, 9, 10, 11, 15, 16, 20] など).波面のガウス曲率は特異点の近くで一般に非

有界となり,平均曲率は非有界となることが知られている ([20]). 最近,Martins‐佐治‐梅原‐山田 [14] によっ

て,有理的有界性の概念が導入された.本稿では,非退化特異点を持つ波面のガウス写像に現れる特異点の型の

波面の微分幾何学的性質を用いた特徴づけを紹介する.また,カスプ辺に対して,特異曲線と放物点曲線の接触

具合を考察し,それらの曲線の接触とガウス曲率の有理的有界性の関係について紹介する.

2 準備

まず,いくつかの準備をする.詳細は,[1, 12, 20] などを参照.

2.1 波面

 \Sigma\subset(R^{2};u, v) を領域,  f:\Sigmaarrow R^{3} を   c\infty 写像とする.このとき,  f がフロンタルであるとは,  f に沿う単
位ベクトル場  \nu :  \Sigmaarrow S^{2} があって,任意の点   q\in\Sigma に対して,  \{df_{q}(X_{q}),  \nu(q)\rangle=0 が成り立つときをいう.

ここで,  S^{2} は  R^{3} 内の単位球面,  \langle ,  \rangle は  R^{3} の標準内積を意味する.さらに,フロンタル  f が波面であると

は,組  (f, \nu) :  \Sigmaarrow R^{3}\cross S^{2} がはめ込みを与えるときをいう.ベクトル場  \nu を単位法線ベクトルまたは,ガウ
ス写像という.

 f をフロンタルとする.点   p\in\Sigma が  f の特異点であるとは,rank  df_{p}<2 となる点のことをいう.いま,

 S(f) で  f の特異点集合を表すことにする.関数  \lambda :  \Sigmaarrow R を,

 \lambda(u, v)=\det(f_{u}, f_{v}, \nu)(u, v) (f_{u}=\partial f/\partial u, f_{v}
=\partial f/\partial v)

とし,符号付き面積密度関数と呼ぶ.定義より,  S(f)=\lambda^{-1}(0) が成立する.  f の特異点  p\in S(f) をとる.こ

のとき,  p が非退化特異点であるとは,  (\lambda_{u}(p), \lambda_{v}(p))\neq(0,0) が成り立つときをいう.点  p\in S(f) が非退化

特異点のとき,陰関数定理より,点  p の近傍  V と正則曲線  \gamma :  (-\varepsilon, \varepsilon)\ni t\mapsto\gamma(t)\in V が存在し,  \gamma(0)=p,

 {\rm Im}(\gamma)=V\cap S(f) が成り立つ.さらに,非退化特異点は余階数1の特異点なので,ある零にならないベクトル

場  \eta が存在し,任意の  q\in V\cap S(f) に対して,  df_{q}(\eta_{q})=0 が成り立つ.曲線  \gamma とベクトル場  \eta をそれぞれ特
異曲線,退化ベクトル場という.波面に現れる generic な特異点は,カスプ辺  (u, v)\mapsto(u, v^{2}, v^{3}) とツバメの

尾  (u, v)\mapsto(u, 3v^{4}+uv^{2},4v^{3}+2uv) であることが知られている ([1]). さらに,これらは非退化特異点である.
非退化特異点  p が第一種であるとは,  \det(\gamma', \eta)(0)\neq 0 が成り立つときをいい,それ以外の非退化特異点を

第二種という.  f が波面であり,  p が第一種のとき,  f は  p でカスプ辺である.

 *1 本研究は,日本学術振興会特別研究員奨励費 (課題番号  17J02151 ) の助成を受けています.
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2.2 非退化特異点をもつ波面の不変量

 f :  \Sigmaarrow R^{3} をフロンタル,  p を非退化特異点とする.また,  V を  p の近傍,  \gamma を特異曲線,  \eta を退化ベクト

ル場とする.点  p が第一種のとき,  \gamma に沿って,次の不変量が知られている ([13, 14, 20]): 特異曲率  \kappa_{s} , 極限
法曲率  \kappa_{\nu} , カスプ的曲率  \kappa_{c} , カスプ的振率  \kappa_{t} , 変曲曲率  \kappa_{t} . 特異曲率  \kappa_{s} は,内的な不変量であることに注意

する ([7, 20]). さらに,  f が波面であることと,  \kappa_{c} が特異曲線  \gamma 上零にならないことは同値である ([14]).

一方,  p が第二種のとき,次の不変量が知られている ([14]): 極限法曲率  \kappa_{\nu}(p) , 正規化されたカスプ的曲率
 \mu_{c}.  f が  p で波面であることと,  \mu_{c}(p)\neq 0 となることは同値であることに注意する.この他にも,いくつかの

不変量が知られている ([14]).
さて,  K,  H を  V\backslash S(f) 上で定義された  f のガウス曲率と平均曲率とする.このとき,  \kappa_{j} :  V\backslash S(f)arrow R

 (j=1,2) を

 \kappa_{1}=H+\sqrt{H^{2}-K}, \kappa_{2}=H-\sqrt{H^{2}-K}

で定義する.これらは,  f の正則点集合上で定義された主曲率である.  f が波面のとき,  \kappa j(j=1,2) のうち,

一方は  V 上の有界な   c\infty 関数として拡張でき,他方は特異点の近くで非有界となる ([15, 23]). 有界な主曲
率を  \kappa , 非有界となる主曲率を  \overline{\kappa} と表す.有界な主曲率  \kappa に対して,  \kappa(p)=\kappa_{\nu}(p) が成り立つ.また,  \hat{\kappa}=\lambda\overline{\kappa}

とおくと,  \hat{\kappa} は V上の   c\infty 関数となり,さらに叙 p)  \neq 0 を満たす.
非退化特異点  p の近傍  V 上で定義されたベクトル場 V を  \kappa に対応する主ベクトルとする.

定義2.1. 上述の設定で,  p が  f の峰点であるとは,  V\kappa(p)=0 が成り立つときをいう.さらに,  p が  f の  k

次の峰点であるとは,V  (m)_{\kappa(p)=0}(1\leq m\leq k),  V^{(k+1)}\kappa(p)\neq 0 が成り立つときをいう.

正則曲面の峰点については,[3, 5, 8, 17] などを参照していただきたい.波面  f が点  p でカスプ辺をもつと

き,  p が峰点であるための必要十分条件は,  4\kappa_{t}^{3}+\kappa_{t}\kappa_{c}^{2}=0 が点  p で成り立つことである ([22]).

2.3 有理的有界性と有理的連続性

ここでは,関数に対する有理的有界性について紹介する.有理的有界,有理的連続の概念は多様体上の関数

に対して定義できるが,ここではユークリッド空間の場合を考える.詳細は [14] を参照していただきたい.
 R\cross S^{1} に次の同値関係 ~を入れる :

 (\tau, \theta)\sim(-r, \theta+\pi) , (r, \theta)\in R\cross S^{1}.

この同値関係による  R\cross S^{1} の商空間を  \mathcal{M}=R\cross S^{1}/\sim とする.また,標準射影を

 \Pi:R\cross S^{1}arrow \mathcal{M}

とする.  (R^{2};u, v) を  (u, v) 平面とする.このとき,  C^{\infty} 関数  \Phi :  \mathcal{M}arrow R^{2} で,

 \Phi\circ\Pi(r, \theta)=(r\cos\theta, r\sin\theta)

を満たすものが唯一つ存在する.この写像  \Phi は  R^{2} の原点における標準的なブローアップを与える ([6]). 同
様にして,領域  \Sigma\subset R^{2} の   p\in\Sigma におけるブローアップを定義することができる.いま,  \Phi :  \Sigma_{p}^{2}^{\wedge}arrow\Sigma を  p に
おけるブローアップとする.
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定義2.2 ([14]).   p\in\Sigma とし,  u(\subset\Sigma) を  p の近傍,  \mathcal{O}\subset u を稠密開集合とする.また,  \varphi :  \mathcal{O}arrow R を   c\infty 関
数とする.このとき,  \varphi が点  p において有理的有界であるとは,ある   c\infty 関数  \lambda :  \Phi^{-1}(u)arrow R が存在し,以
下の条件が成り立つときをいう:

 \bullet  \Phi^{-1}(\mathcal{O}\backslash \{p\})=\Phi^{-1}(u\backslash \{p\})\cap\lambda^
{-1}(R\backslash \{0\}) ,

 \bullet  \lambda^{-1}(0)\cap\Phi^{-1}(\{p\}) は,有限集合,

. ある   c\infty 関数  \psi :  \Phi^{-1}(u)arrow R が存在し,  q\in\backslash \Phi^{-1}(\mathcal{O}) に対して  \psi(q)=\lambda(q)\varphi(\Phi(q)) が成り立つ.

さらに,関数  \varphi が点  p において有理的連続であるとは,  \varphi が点  p で有理的有界であり,ある定数  c が存在し

て,  q\in\Phi^{-1}(\{p\}) に対して  \psi(q)=c\lambda(q) が成り立つときをいう.

例2.3. [14] で与えられた例を紹介する.  \varphi_{i}(i=1,2) を

  \varphi_{1}(u, v)=1+\frac{uv}{u^{2}-v^{2}} , \varphi_{2}(u, v)=1+\frac{u^{2}v}
{u^{2}-v^{2}}
で定義される関数とする.これらは原点において有界ではない.いま,  u=r\cos\theta,  v=r\sin\theta(r\geq 0) とす

ると,

  \varphi_{1}(r, \theta)=1+\frac{\cos\theta\sin\theta}{\cos^{2}\theta-\sin^{2}
\theta}, \varphi_{2}(r, \theta)=1+\frac{r\cos^{2}\theta\sin\theta}{\cos^{2}
\theta-s\dot{m}^{2}\theta}
となる.関数  \lambda を  \lambda(r, \theta)=\cos^{2}\theta-\sin^{2}\theta とすると,  \varphi Ĩ,  \varphi_{2} はともに原点で有理的有界となる.さらに,

 \psi=\lambda+r\cos^{2}\theta\sin\theta と定義すると,  \varphi_{2} は原点で有理的連続となる.

 f :  \Sigmaarrow R^{3} を波面,   p\in\Sigma を非退化特異点とする.このとき,  f のガウス曲率を  K で表すと,一般に  K は

 p の近くで非有界となる ([20]). しかし,次のことが知られている.

事実2.4 ([14]). 波面  f のガウス曲率が非退化特異点  p において有理的有界であるための必要十分条件は,  f

のガウス写像  \nu が点  p で特異点をもつことである.これは,  \kappa_{\nu}(p)=0 と同値である.さらに,点  p がカスプ

辺であるとき,  K が点  p において有理的連続であるための必要十分条件は,  \kappa_{\nu}(p)=\kappa_{\nu}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(p)=0 となることで

ある.

3 ガウス写像の特異点

 f :  \Sigmaarrow R^{3} を波面,   p\in\Sigma を  f の非退化特異点,  \nu :  \Sigmaarrow S^{2} を  f のガウス写像とする.点  p の近傍  V を

とり,  \kappa を  V 上で有界な  f の主曲率とする.関数  A :  Varrow R を

 A(u, v)=\det(\nu_{u}, v_{v}, \nu)(u, v)

と定め , 特異点識別子と呼ぶ.ワインガルテンの公式から,

 A=K\lambda=\kappa\cdot\hat{\kappa}

が成り立つ.ただし,  \lambda は符号付き面積密度関数,  K は  f のガウス曲率,  \hat{\kappa}=\lambda\overline{\kappa} である.いま,  \hat{\kappa}(p)\neq 0 な

ので,  p が  \nu の特異点であるための必要十分条件は  \kappa(p)=0 となることであることがわかる.  q\in V で,

 \kappa(q)=0 を満たすものを  f の放物点という.放物点の集合を  \kappa^{-1}(0) で表し,放物点曲線と呼ぶ.

さて,ガウス写像  \nu は  R^{2} 内の領域  \Sigma から  S^{2} への写像なので,2次元多様体間の写像である.このと

き,  \mathcal{A}, 余次元が1以下の特異点は次のものに  \mathcal{A} 同値であることが知られている ([18, 25]): 折り目特異点
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 (u, v)\mapsto(u, v^{2}) , カスプ特異点  (u, v)\mapsto(u, v^{3}+uv) , ツバメの尾特異点  (u, v)\mapsto(u, v^{4}+uv) , 唇特異点

 (u, v)\mapsto(u, v^{3}+u^{2}v) , 嗜特異点  (u, v)\mapsto(u, v^{3}-u^{2}v) (図1).

図1 左上から右下に,折り目特異点,カスプ特異点,唇特異点,嗜特異点,ツバメの尾特異点.

これらの特異点に対する判定法が [19, 25] で与えられている.この判定法を利用することで,以下の特徴づ
けを得る.

定理3.1.  f:\Sigmaarrow R^{3} を波面,   p\in\Sigma を  f の非退化特異点,  \nu を  f のガウス写像とする.  \kappa が  p の近くで有

界な主曲率関数であるとし,  p\in\kappa^{-1}(0) とする.このとき,次が成り立つ.

1.  (\partial_{u}\kappa(p), \partial_{v}\kappa(p))\neq(0,0) のとき,
 \bullet  p が  \nu の折り目特異点であるための必要十分条件は,  p が  f の峰点でないことである.
 \bullet  p が  \nu のカスプ特異点であるための必要十分条件は,  p が  f の1次の峰点であることである.
 \bullet  p が  \nu のツバメの尾特異点であるための必要十分条件は,  p が  f の2次の峰点であることである.

2.  (\partial_{u}\kappa(p), \partial_{v}\kappa(p))=(0,0) のとき,
 \bullet  p が  \nu の唇特異点であるための必要十分条件は,  \det Hess(\kappa(p))>0 となることである.
 \bullet  p が  \nu の噛特異点であるための必要十分条件は,  p が  f の1次の峰点であり,  \det Hess(\kappa(p))<0

となることである.

 f が点  p で余階数1の特異点を持つ波面であるとすると,対応するガウス写像  \nu は  p で余階数2の特異点

を持たないことに注意する.正則曲面に対しても,同様の特徴づけが知られている ([2]).

4 カスプ辺の特異曲線と放物点曲線との接触

 f :  \Sigmaarrow R^{3} を波面,  \nu :  \Sigmaarrow S^{2} を  f のガウス写像とし,   p\in\Sigma がカスプ辺であるとする.点  p を通る特異

曲線を  \gamma で表す.ガウス写像  \nu もまた  p で特異点を持つとする.すなわち  p が  f の放物点であると仮定す

る.さらに,  p の近傍  V 上で有界な  f の主曲率を  \kappa と表し,  (\partial_{u}\kappa(p), \partial_{u}\kappa(p))\neq(0,0) と仮定する.このとき,

点  p を通る放物点曲線は陰関数定理により (局所的に) 正則曲線となる.このような仮定の下,特異曲線  \gamma と
放物点曲線  \kappa^{-1}(0) の接触について考える.

定義4.1 ([8]).  \alpha :  I\ni t\mapsto\alpha(t)\in R^{2} を正則な平面曲線とする.  \beta を滑らかな関数  F:R^{2}arrow R の零点集
合によって定義される別の正則平面曲線とする.このとき,  \alpha が点  t_{0}\in I において  \beta と  (k+1) 点接触を持
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つとは,合成関数  g(t)=F(\alpha(t)) が,

 g(t_{0})=g'(t_{0})=\cdots=g^{(k)}(t_{0})=0, g^{(k+1)}(t_{0})\neq 0

を満たすときをいう.ただし,  g^{(\iota)}=d^{Z}g/dt^{z}(1\leq i\leq k+1) を意味する.さらに,  \alpha が  t_{0} において  \beta と少

なくとも (た十1) 点接触を持つとは,合成関数  g(t)=F(\alpha(t)) が,

 g(t_{0})=g'(t_{0})=\cdots=g^{(k)}(t_{0})=0

を満たすときをいう.このとき,整数  k を接触の次数という.

カスプ辺に対して,次のことが成り立つ.

補題4.2.  f:\Sigmaarrow R^{3} を波面,  \nu をそのガウス写像,   p\in\Sigma をカスプ辺とする.  \kappa を  p の近くで有界な主曲率

とする.このとき,  \kappa=0 によって定められる放物点曲線が  p で正則となるための必要十分条件は,点  p にお

いて鴎  \neq 0 または  4\kappa_{t}^{2}+\kappa_{s}\kappa_{c}^{2}\neq 0 のどちらかが成立することである.

さて,定義4.ı と補題4.2より,次のことがわかる.

命題4.3.  f :  \Sigmaarrow R^{3} を波面,  \nu を  f のガウス写像,   p\in\Sigma をカスプ辺とする.  \kappa を  p の近くで有界な主

曲率関数とし,  \kappa(p)=0 であり,  (\partial_{u}\kappa(p), \partial_{v}\kappa(p))\neq(0,0) を満たすとする.このとき,点  p を通る特異曲

線  \gamma が  p において  \kappa^{-1}(0) で定義される放物点曲線と  (k+1) 点接触  (k\geq 1) を持つための必要十分条件は,

 4\kappa_{t}(p)^{2}+\kappa_{8}(p)\kappa_{c}(p)^{2}\neq 0,

 \kappa_{\nu}(p)=\kappa_{\nu}'(p)=\cdots=\kappa_{\nu}^{(k)}(p)=0 かつ  \kappa_{\nu}^{(k+1)}(p)\neq 0

が成り立つことである.

事実2.4と命題4.3から,次のことがわかる.

系4.4.  f :  \Sigmaarrow R^{3} を波面,  p\in\Sigma をカスプ辺とする.このとき,  f のガウス曲率  K が  p で有理的有界であ

るための必要十分条件は,放物点曲線が  p を通ることである.さらに,特異曲線  \gamma と放物点曲線が  p で少なく

とも2点接触を持つとき,  K が  p において有理的連続となる.

逆に,次のことが言える.

命題4.5.  f:\Sigmaarrow R^{3} を波面,  \nu :  \Sigmaarrow S^{2} を  f のガウス写像,  p をカスプ辺とする.  f のガウス曲率  K が  p

において有理的連続であるとする.このとき,  \nu が  p でカスプ特異点を持つための必要十分条件は,  \kappa_{t}(p)=0
かつ  \kappa_{s}(p)\kappa_{l}'(p)\neq 0 となる ‐ことである.

さて,カスプ辺について次のことが知られている.特異曲線  \gamma がカスプ辺の曲率線であるための必要十分条

件は,  \kappa_{t} が  \gamma 上で恒等的に零となることである ([11, 23]). これは,有界な主曲率に対応する主方向ベクトル
が,特異曲線に接していることを意味する.カスプ辺の特異曲線が曲率線になっているとき,次のことがわかる.

命題4.6.  f :  \Sigmaarrow R^{3} を波面,  \nu をそのガウス写像,  p\in\Sigma をカスプ辺とする.  \gamma を  p を通る特異曲線とす

る.  \kappa が  p の近くで有界な主曲率であり,放物点曲線  \kappa^{-1}(0) が  p を通る正則曲線とする.さらに,  \gamma が曲率線

であるとする.このとき,

(1)  p が  \nu の折り目特異点であるための必要十分条件は,  \kappa_{\nu}'\neq 0 が  p で成り立つことである.
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(2)  p が  \nu のカスプ特異点であるための必要十分条件は,  \kappa_{\nu}'=0,  \kappa_{\nu}"\neq 0 であり  \kappa_{s}\neq 0 が  p で成り立つ
ことである.

(3)  p が  \nu のツバメの尾特異点であるための必要十分条件は,  \kappa_{\nu}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}=\kappa_{\nu}"=0,  \kappa_{\nu}^{\prime\ovalbox{\tt\small REJECT}\prime}\neq 0 であり,  \kappa_{s}\neq 0 が  p

で成り立つことである.

命題4.3, 4.6 と系4.4から次のことが従う.

系4.7. 命題4.6と同じ状況で,点  p が  \nu のカスプ特異点 (resp. ツバメの尾特異点) であるための必要十分

条件は,  \gamma が  p において  \kappa^{-1}(0) と2点接触 (resp. 3点接触) を持つことである.さらに,

 \bullet  p が  \nu の折り目特異点のとき,  f のガウス曲率  \backslash K は  p で有理的有界だが有理的連続でない.
 \bullet  p が  \nu のカスプ特異点またはツバメの尾特異点のとき,  K は  p において有理的連続である.

例4.8.  f :  R^{2}arrow R^{3} を

 f(u, v)=(u,  \frac{1}{2}u^{2}+\frac{1}{2}v^{2}, \frac{1}{3}v^{3}+u^{4})
で与えられる   c\infty 写像とする.この写像は,カスプ辺を与え,  S(f)=\{v=0\},  \eta=\partial_{v} が成り立つ.写像
 \nu:R^{2}arrow S^{2} を

  \nu(U, v)=\frac{1}{\sqrt{1+v^{2}+(-4u^{3}+uv)^{2}}}(-4u^{3}+uv, -v, 1)
とすると,  \nu は  f のガウス写像である.この  f に対し,  u 軸上で

  \kappa_{\nu}(u)=\frac{12u^{2}}{\sqrt{{\imath}+16u^{6}}(1+u^{2}+16u^{6})}
と  \kappa_{t}=0 が成り立つ.すなわち,  f(u, 0) は曲率線である.また,  \kappa_{s}(0)=1\neq 0 であることに注意する.さら

に,  \nu の特異点識別子は  \tilde{\Lambda}(u, v)=12u^{2}-v である.よって,  f の放物点曲線  \kappa^{-1}(0) は,方程式  12u^{2}-v=0

で与えられる.ただし,  \kappa は有界な   c\infty 主曲率である.また,原点は  \nu の非退化特異点である.直接計算によ

り,特異曲線は原点で放物点曲線  \kappa^{-1}(0) と2点接触を持つ.つまり,  \kappa_{\nu}(0)=\kappa_{\nu}'(0)=0 と  \kappa_{\nu}"(0)\neq 0 が成

り立つ.命題4.6から,原点は  \nu のカスプ特異点となる (図2).さらに,  f のガウス曲率  K は系4.7より原点
で有理的連続となる.

図2 例4.8のカスプ辺 (左側) とそのガウス写像 (右側).太い曲線はそれぞれ放物点曲線の  f 及び  \nu による像.
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