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1 はじめに

本稿では、2017年10月30日 (月) から11月1日 (水) に行われた研究集会 「解析的整数論
とその周辺」 において発表した結果 「G2型ルート系のゼータ関数の特殊値について」 を
紹介する。講演の際には、Erik Panzer [7] により得られた 「多重ポリログに対する parity
result  \rfloor を用いた証明を紹介したが、本稿では出版論文 [4] で用いた証明を紹介する。

2 先行研究と主結果

ルート系のゼータ関数とは、単純 Lie 代数に付随する多重ゼータ関数のことであり、小

森松本津村により導入された。単純 Lie 代数は古典型と呼ばれる  A_{r}(r\geq 1) ,   B_{r}(r\geq
 2) ,  C_{r}(\geq 3),  D_{r}(r\geq 4) 型、そして例外型と呼ばれる  E_{6},  E_{7},  E_{8},  F_{4},  G_{2} 型のいずれかに
分類されることが知られており、それぞれに対してルート系のゼータ関数が存在する。単

純Lie 代数  \mathfrak{g} に対するルート系のゼータ関数は次のように定義される。

  \zeta_{r}(s, \mathfrak{g})=\sum_{m_{1}=1}^{\infty}\cdots\sum_{m_{r}={\imath}}^
{\infty}\prod_{\alpha\in\triangle_{+}}\langle\alpha^{v}, m_{1}\lambda_{1}+ +
m_{r}\lambda_{r}\rangle^{-s_{\alpha}}.
ただし、  r は  \mathfrak{g} のラン久  \triangle_{+} は  \mathfrak{g} の正のルート全体の集合、  \alpha^{v} はルート  \alpha のコルー
ト、そして  \lambda_{1} . ,  \lambda_{r} は基本 weight である。正のルート  \alpha に対応する変数を  s_{\alpha} で表
し、  s=(s_{\alpha})_{\alpha\in\triangle_{+}} とかいたり、正のルートに番号を付けて、  \alpha_{i} に対する変数を  s_{i} で表
し、  s=(s_{i})_{1\leq i<|\Delta_{+}|} とかいたりする。また、  \mathfrak{g} が  X_{r} 型の単純 Lie 代数である時、  \zeta_{r}(s, \mathfrak{g})
を  \zeta_{r}(s, X_{r}) と書く。ここでは、ランクが低い単純 Lie 代数に対するルート系のゼータ関
数を具体例として挙げる。まず、  A_{1} 型のルート系のゼータ関数は

  \zeta_{1}(s, A_{1})=\sum_{m>0}\frac{1}{m^{s}}
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となり、これはまさに Riemann ゼータ関数である。  A_{2} 型ルート系のゼータ関数は

  \zeta_{2}(8_{1},8_{2},8_{3_{\dot{r}}}A_{2})=\sum_{m,n>0}\frac{1}{m^{s_{1}}
n^{s}2(m+n)^{83}}
であり、これは Mordell‐Tornheim 型2重ゼータ関数と一致する。  A_{3},  B_{2} 型ルート系の
ゼータ関数は以下のようになる。

  \zeta_{3}(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4}, s_{5}, s_{6}, A_{3})=\sum_{m,n,\ell>0}
\frac{1}{m^{s_{1}}n^{s_{2}}l^{83}(m+n)^{84}(n+\ell)^{85}(m+n+\ell)^{86}},
 (_{2}(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4}, B_{2})= \sum_{m_{:}n>0}\frac{1}{m^{s_{1}}
n^{s_{2}}(m+n)^{s}3(m+2n)^{s_{4}}}.

そして、タイトルにある  G_{2} 型ルート系のゼータ関数であるが、それは次のような形をし
ている。

 \zeta2(sı,  s_{2},  s_{3},  s_{4},  s_{5},  s_{6},  G_{2} )  = \sum_{m,n>0}\frac{1}{m^{81}n^{82}(m+n)^{s}3(m+2n)^{s_{4}}(m+3n)^{85}(2m+3n)
^{s_{6}}}.
ルート系のゼータ関数の起源は、Zagier により導入された Witten ゼータ関数であり、ルー
ト系のゼータ関数は Witten ゼータ関数を拡張し多変数化したものである。Witten ゼー
タ関数とは半単純 Lie 代数  \mathfrak{g} と複素変数  s\ovalbox{\tt\small REJECT} こ対して次の級数で定義される関数である。

  \zeta_{W}(s, \mathfrak{g})=\sum_{\varphi}(\dim\varphi)^{-s}.
ここで、  \varphi は  \mathfrak{g} の有限次元既約表現の同値類全体をわたる。  s が正の整数である時の特
殊値が Witten により考えられていたある種のモジュライ空間の体積を表すことからこ
のように名づけられた。Witten ゼータ関数からルート系のゼータ関数が定義されるまで

の詳しいプロセスは [5] などを参照されたい。ルート系のゼータ関数は Witten ゼータ関
数のほかにもうひとつ重要な関数を特別な場合として含むことが知られている。それは
Euler‐Zagier 型多重ゼータ関数と呼ばれるものであり次のように定義される。

  \zeta_{r,EZ}(s_{1}, s_{2}, \ldots, s_{r})=\sum_{m_{1^{=1}}m}^{\infty}\sum_{2^{
=1}}^{\infty}\cdots\sum_{m_{r}=1}^{\infty}\frac{1}{m_{1}^{s_{1}}(m_{1}+m_{2})
^{82}\ldots(m_{1}+m_{2}+\cdots+m_{r})^{8_{r}}}.
実際、

 \zeta_{2} (s_{1},0, s_{3}, A_{2})=\zeta_{2,EZ}(s_{1}, s_{3}) ,

 \zeta_{3}(0,0, s_{3},0, s_{5_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}s_{6;}A_{3})=
\zeta_{3,EZ}(s_{3}, s_{5;}s_{6}),\cdot
 \zeta_{2}(0, s_{2}, s_{3},0, B_{2})=\zeta_{2,EZ}(s_{2}, s_{3}) ,

 \zeta_{2}(s_{1},0, s_{3},0,0,0, G_{2})=\zeta_{2,EZ}(s_{1}, s_{3})

と、上に挙げたルート系のゼータ関数のいくつかの例において、変数を  0 とすることで
Euler‐Zagier 型多重ゼータ関数を復元することができる。従って、Euler‐Zagier 型多重
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ゼータ関数に対して成り立つ性質や関係式がルート系のゼータ関数に対してどの程度成
り立つのか、もしくは類似性質があるのか、と疑問に思うのは自然なことである。ここで
は Euler‐Zagier 型多重ゼータ関数の変数  s_{i} が正の整数  k_{i} であるときの特殊値、つまり
多重ゼータ値  \zeta_{r,EZ}  (k_{1_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}\ldots;k_{r}) に対して成り立つ性質に焦点をあててみる。多重ゼータ値

 \zeta_{r,EZ}(k_{1}, \ldots, k_{r}) に対して、変数の総和  k_{1}+  +k_{r} を「重さ」 といい、  T を「深さ」 と
いう。このとき、多重ゼータ値に対して次の性質が成り立つ。

Theorem 2.1. 重さと深さの偶奇が異なる多重ゼータ値は、深さが自身より低い多重ゼー
タ値の有理数係数の多項式として表すことができる。

この性質は、解析的な手法を用いて津村 [8] に証明され、代数的な手法を用いて井原
金子Zagier [3] により証明されている。実は、この結果はこの二組よりも昔に Goncharov
[  1_{:} Corollary 7.2] により証明されていることを述べておく。さて、ここで注目したいの
は「深さが自身より低い多重ゼータ値」 を用いて表すことができる、つまり  r 重級数を
 \ell(<r) 重級数を用いて表すことができるという点である。では、ルート系のゼータ関数の
特殊値に対して、似たような性質はないのだろうか?この問いに対して、これまでにいく
つかの結果がすでに残されている。まず、二重級数で定義される  A_{2} 型ルート系のゼータ
関数の特殊値  \zeta_{2}  (k_{1}, k2, k_{3}, A2) に対して、  k_{1}+k_{2}+k_{3} が奇数である時  \zeta_{2}(k_{1}, k_{2}, k_{3}, A_{2}) は
Riemann ゼータ値の有理数係数の多項式として表されることが Huard−Williams−Zhang
[2] により証明されている。次に、二重級数で定義される  B_{2} 型ルート系のゼータ関数の
特殊値  \zeta_{2}  (k_{1}, k_{2}, k_{3}, k_{4}, B_{2}) も  k_{1}+k_{2}\wedge+k_{3}+k_{4} が奇数である時は  A_{2} 型と同様、Riemann

ゼータ値の有理数係数の多項式としてかけることが津村 [9] により証明されている。さて、
次に考えたくなるのはやはり  G_{2} 型である。  G_{2} 型ルート系のゼータ関数の特殊値に関し
ては共同研究者である岡本により次の結果が得られている。

Theorem 2.2 (岡本 [6]).自然数  k_{1} ,  k_{2} , . . . ,  k_{6} に対して、kı  +\cdot\cdot\cdot  +k_{6} が奇数である時、
 G_{2} 型ルート系のゼータ関数の特殊値  \zeta_{2}(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{6}, G_{2}) は

  \zeta(n) , L(n, , S_{n}(\frac{j}{\ell}) , C_{n}(\frac{j}{\ell}) (\ell=4,12,
0<j<\ell, gcd(j, l)=1)
の有理数係数の多項式として表される。

ここで、  L(n, \chi_{3}) は3を法とする Dirichlet 指標  \chi_{3} に付随する Dirichlet の  L 関数で
あり、  S_{n}(x) ,  C_{r}(x) はClausen 型関数と呼ばれる以下のように定義される級数である。

 S_{n}(x)= \sum_{m>0}\frac{\sin(2\pi n1_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}x)}{m^{n}}, 
C_{n}(x)=\sum_{m>0}\frac{\cos(2\pi m.x)}{m^{n}}.
当時は、  \zeta_{2}  (k_{1}, k2 , k_{6}, G2) を表示するのに Clausen 型関数が本当に必要かどうか明ら
かになっていなかった。その後、小森松本津村はいくつもの具体例をもとに次の予想
を提唱した。

Conjecture 2.3 (小森 松本 津村).自然数  k_{1} ,  k_{2} , . . . ,  k_{6} に対して、  k_{1}+\cdots+k_{6} が奇
数である時

 \zeta_{2}(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{6}, G_{2})\in?\mathbb{Q}[\zeta(n+1), 
L(n_{\dot{t}}\chi_{3})|n\geq 1].
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今回我々は、Tornheim 型二重級数の正の整数点における特殊値の評価に関する結果
を得ることができ、その系としてこの予想を完全解決することに成功した。Tornheim 型
二重級数とは、自然数  a,  b_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}k_{1},  k_{2_{\dot{0}}}k_{3} に対して、次のように定義される対象である。

  \zeta_{a,b}(k_{1_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}k_{2}, k_{3})=\sum_{m,n>0}
\frac{1}{m^{k_{1}}n^{k_{2}}(am+bn)^{k_{3}}}.
Theorem 2.4 (Main Theorem). 自然数  a,  b_{j}k_{1},  k_{2} ,  k_{3} に対して、  k=k_{1}+k_{2}+k_{3_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}N=
lcm  (a, b) とおく。このとき、  k が奇数なら

 \zeta_{a,b}(k_{1}, k_{2,}.k_{3})\in\{\pi^{2j+1}S_{k-2j-1}(d/N),   \pi^{2j}C_{k-2j}(d/N)|0\leq j\leq\frac{k-3}{2},  d\in \mathbb{Z}/N\mathbb{Z}\rangle_{\mathbb{Q}}.

この定理の特別な場合を考えることで、上に述べた予想を解決することができる。

Corollary 2.5. 自然数  k_{1:\cdots\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}k_{6} に対して、  k=k_{1}+  +k_{6} が奇数である時、

 \zeta_{2}(k_{1}, k_{2}\wedge, \ldots\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}k_{6}, 
G_{2})\in\{L(2j+1, \chi_{3})L(k-2j-1_{\backslash ,1}\chi_{3}) ,   \zeta(2j)\zeta(k-2j)|0\leq j\leq\frac{k-3}{2}\rangle_{\mathbb{Q}}.
3 証明の概略

まずは、Corollary 2.5の証明の概略を紹介する。部分分数分解を行うことで、本来の対
象である  \zeta_{2}  (k_{1_{-}}.k_{2}, \ldots , k_{6}, G_{2}) は次の4種類の Tornheim 型二重級数の有理数係数の線型
結合で書き表すことができる :

 \zeta_{1,1}(\ell_{1}, \ell_{2}, \ell_{3}), \zeta_{1,2}(\ell_{1}, \ell_{2}, 
\ell_{3})_{J}\zeta_{1,3}(\ell_{1}, \ell_{2}, \ell_{3}), \zeta_{2,3}(\ell_{1}, 
\ell_{2}, \ell_{3}) .

ただし、  \ell_{1},  \ell_{2},  \ell_{3}\geq 1 は  \ell_{1}+\ell_{2}+\ell_{3}=k_{1}+\cdots+k_{6} を満たす。従って、  \ell_{1}+\ell_{2}+\ell_{3} が奇
数である時、これら4種類の級数が空間

 V= \langle L(2j+1, \iota_{3})L(k-2j {\imath} 1, \lambda 3) , \zeta(2j)\zeta(k-
2j)|0\leq j\leq\frac{k-3}{2}\}_{\mathbb{Q}}
に属していることを確かめれば十分である。まず、2以上の整数  n と  x= \frac{1}{6},   \frac{2}{6}(=13),   \frac{3}{6}(=
  \frac{1}{2}),   \frac{4}{6}(=23),   \frac{5}{6} に対して、簡単な計算から  S_{n}(x)\in \mathbb{Q}\sqrt{3}L(n_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\chi_{3}),  C_{n}(x)\in \mathbb{Q}\zeta(n) であるこ
とが確かめられる。例えば、

 S_{n}( \frac{1}{6})=\sum_{m>0}\frac{\sin(m.\pi/3)}{m^{n}}
 =m \equiv 1(6)\sum_{m>0}\frac{\sin(\pi/3)}{m^{n}}+m\equiv 2(6)\sum_{m>0}
\frac{\sin(2\pi/3)}{m^{n}}+m\equiv 4(6)\sum_{m>0}\frac{\sin(4\pi/3)}{m^{n}}+
m\equiv 5(6)\sum_{m>0}\frac{\sin(5\pi/3)}{m^{n}}
 = \frac{\sqrt{3}}{2}(\sum_{m>0}\frac{1}{m^{n}}+m\equiv 2(6)??\iota\equiv 4(6)
m\equiv 5(6)\sum_{m>0}\frac{1}{m^{n}}-\sum_{m>0}\frac{1}{m^{n}}-\sum_{m>0}
\frac{1}{m^{n}})
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であり、

  m\equiv 1(6)m\equiv 5(6)\sum_{m>0}\frac{1}{m^{n}}-\sum_{m>0}\frac{1}{m^{n}}=
L(n, \chi_{3})+m\equiv 2(6)m\equiv 4(6)\sum_{m>0}\frac{1}{m^{n}}-\sum_{m>0}\frac
{1}{m^{n}}
を代入して整理すると

 S_{n}( \frac{1}{6})=\sqrt{3}(\frac{1}{2}+\frac{1}{2^{71}})L(n, \chi_{3})

を得ることができる。この事実と、非負整数  j に対して、  \pi^{2j}\in \mathbb{Q}\zeta(2の,  \pi^{2j+1}\in \mathbb{Q}\sqrt{3}L(2j+
 1_{:}\chi_{3}) であるという事実を組み合わせることで上に述べた4種類の Tornheim 型二重級数

がV に属することがわかる。以上が Corollary 2.5の証明の概略である。
それでは、これから Theorenm 2.4の証明の概略を述べる。詳しい計算は論文 [4] を参

照されたい。まず、正の整数  k と  |z|\leq 1 なる複素数に対してポリログ関数  Li_{k}(z) を

  Li_{k}(z)=\sum_{m>0}\frac{z^{m}}{m^{k}}
で定める。ただし、  (k, z)\neq(1,1) とする。また、  B_{k}(x) を母関数により定まる ん次の
Bernoulli 多項式とする :

  \beta_{0}(x;t):=\frac{te^{xt}}{e^{t}-1}=\sum_{k\geq 0}B_{k}(x)\frac{t^{k}}{k!}
.
このとき、Bernoulli 多項式  B_{k}(\{x\}) は Clausen 型関数  S_{k}(x) ,  C_{k}(x) を用いて次のよう
に表示することができる :

 B_{k}(\{x\})=\{\begin{array}{ll}
-2i\frac{k!}{(2\pi i)^{k\backslash }}S_{k}(x)   k\geq 1 : odd
-2_{(2\pi i)}^{k!}\neg C_{k}(x)   k\geq 2: even
\end{array}
ここで、  \{x\} は実数  x の小数部分を表すものとする。さらに、正の整数  k と実数  x に対
して

 Cl_{k}(\{x\}):=\{\begin{array}{ll}
- \frac{k!}{(2\pi i.)^{A\wedge.-{\imath}}}C_{k}(x)   k\geq 1 : odd
-i\frac{k!}{(2\pi i)^{A:-1}}S_{k}(x)   k\geq 2: even
\end{array}
と定める。ただした  =1 のときは  x\not\in \mathbb{Z} とする。このとき、次の等式を得ることがで
きる。

  Li_{k}(e^{2\pi ix})=\sum_{m>0}\frac{e^{2\pi j,n\tau}}{m^{k}}=-\frac{1}{2\pi i}
\frac{(2\pi i)^{k}}{k!}(Cl_{k}(\{x\})+\pi iB_{k}(\{x\})) . (3. ı)
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この後、証明を複雑なものにしないために  Li_{k}(e^{2\pi i_{J}}) ,  B_{k}(\{x\}) ,  Cl_{k}(\{x\}) の母関数を導入
する。

  \gamma(x;t):=\sum_{k>0}Cl_{k}(\{x\})\frac{t^{k}}{k!}\dot{\ovalbox{\tt\small 
REJECT}}
  \beta(x;t):=\sum_{k>0}B_{k}(\{x\})\frac{t^{k}}{k!}=\beta_{0}(\{x\}:t)-1,
 L(x;t):= \sum_{k>0}Li_{k}(e^{2\pi ix})t^{k}.

Eq. (3.1) を用いることで  L(x;t) は次のように書くことができる。

 L(x_{:}t)=- \frac{1}{2\pi?}(\gamma(x_{:}2\pi it)+\pi i\beta(x_{:}2\pi it)) .

この等式と、指標の直行性

  \int_{0}^{1}e^{2\pi i_{7}n.a}.dx=\{\begin{array}{l}
1 m=0
0 , m\neq 0
\end{array}
を用いることで、   \sum_{k_{1},k_{2},k_{3}>0}\zeta_{a,b}  (k_{1} , k_{2}, k_{3})t_{1}^{k_{1}}t_{2}^{k_{2}}t_{3}^{k_{3}} は次の ((都合の良い” 積分表示を持つ
ことがわかる。

  \sum_{k_{1},k_{2},k_{3}>0}\zeta_{a,b}(k_{1}, k_{2}, k_{3})t_{1}^{k_{1}}t_{2}
^{k_{2}}t_{3}^{k_{3}}
 =- \frac{1}{(2\pi i)^{2}}\int_{0}^{1}\{\gamma(ax;2\pi it_{1})\gamma(bx;2\pi it_
{2})-\pi^{2}\beta(ax;2\pi it_{1})\beta(bx;2\pi it_{2})\}\beta(x;-2\pi it_{3})

‐   \frac{\pi i}{(2\pi i)^{2}}\int_{0}^{1}\{\gamma(ax;2\pi it_{l})\beta(bx;2\pi 
it_{2})+\beta(ax;2\pi it_{1})\gamma(bx;2\pi it_{2})\}\beta(x;-2\pi it_{3})dx.
今、  k=k_{1}+k_{2}+k_{3} が奇数となるときに注目しているので両辺の実部を比較することで
次の表示を得ることができる。

 k_{1}+k_{2}k_{2}k>0 \sum_{k_{1}}.\zeta_{a' b}(k_{1}, k_{2}, k_{3})t_{1}^{k_{1}}
t_{2}^{k_{2}}t_{3}^{k_{3}}\dotplus k_{3}^{3}:odd=-\frac{1}{4\pi\cdot i}\{F_{a,b}
(2\pi it_{1},2\pi it_{2},2\pi it_{3})+F_{b,a}(2\pi it_{2},2\pi it_{1},2\pi 
it_{3})\}.
ただし、

 F_{a,b}(2 \pi it_{1},2\pi it_{2},2\pi it_{3}) :=\int_{0}^{1}\gamma(ax;2\pi 
it_{1})\beta(bx;2\pi it_{2})_{\gamma}(3(x;-2\pi 7\cdot t_{3})dx
である。これから  F_{a,b}(2\pi it_{l}, 2\pi it_{2},2\pi it_{3}) を評価するわけであるが、部分積分の計算を簡
単にするために積分領域を

  \int_{0}^{1}=\sum_{d=0}^{b-1}\int_{\frac{d}{1)}}^{\frac{d+1}{b}}
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と分割し、

  \cap^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}b,d(t_{2_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}
t_{3}):=\beta_{0}(-d;t_{2})\beta_{0}(0;-t_{3})\frac{e^{bt_{2}-t_{3}}-1}{bt_{2}-
t_{3}}
と定め、各区間において等式

 \beta(bx;2\pi it_{2})\beta(x;-2\pi it_{3})=\alpha_{b_{:}d}(2\pi it_{2},2\pi it_
{3})\beta_{0}(x;2\pi i(bt_{2}-t_{3}))
 -(\beta(bx;2\pi it_{2})+\beta(x;-2\pi it_{3})+1)

を代入することで、

 F_{a_{:}b}(2 \pi it_{1},2\pi it_{2},2\pi?\prime t_{3})=\sum_{d=0}^{b-1}
\alpha_{b_{:}d}(2\pi it_{2},2\pi it_{3})\int_{X}
牛

 \gamma(ax;2\pi it_{1})\beta_{0}(x;2\pi i(bt_{2}-t_{3}))dx

 - \sum_{d=0}^{b-1}\int_{X}
牛

 \gamma_{(}(ax:2\pi it_{1})(\beta(bx:_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}2\pi it_{2})+
\beta(x:, -2\pi it_{3})+1)dx
という表示を得ることができる。ここで、右辺の第2項に注目すると  t_{1} ,  t_{2},  t_{3} のいずれ
かを含まない式しか現れないので、我々が現在行っている評価には寄与しないことに注意
しておく。あとは、右辺第1項を部分積分を繰り返すことで、

  \frac{1}{4\pi i}F_{a,b}(2\pi it_{1}, 2\pi it_{2}, 2\pi it_{3})

 =- \frac{{\imath}}{4\pi i}\sum_{d=0}^{b-1} \sum_{s\geq 1,n2n3p,q\geq 0}\frac{(-
1)^{s+1}A_{b,d}(n_{2},n_{3})}{a^{s}q!}p\dotplus_{s}\dotplus_{1:odd}[C_{p+s+1}
(ax)B_{q}(x)]^{\frac{d+1}{\frac {}{}dbb}}
 \cross(2\pi i)^{n_{2}+n_{3}+q}t_{1}^{p+1}t_{2^{23}}^{n}t_{3}^{n}(bt_{2}-t_{3})^
{q+s-{\imath}}

 - \frac{i}{4\pi\cdot i}\sum^{b-1} \sum_{n_{2},p\dotplus_{s+1:even}^{n_{3},p,
q\geq 0}}\frac{(-1)^{s+1}A_{b,d}(n_{2},n_{3})}{a^{s}q!}d=0s\geq 1[(ax)B_{q}(x)]_
{\frac{d}{b}}^{\underline{d.+1}}
 x(2\pi i)^{n_{2}+n_{3}+q}t_{1}^{p+1}t_{2}^{n_{2}}t_{3}^{n_{3}}(bt_{2}-t_{3})^{q
+s-{\imath}}+ (  non affect terms)

を得ることができる。ここで、  A_{b,d}(n_{2}, n_{3}) は  \alpha_{b,d}(t_{2}, t_{3}) を  (t_{2}, t_{3})=(0,0) の周りで
Taylor 展開したときの  t_{2}^{n_{2}}t_{3^{3}}^{n} の係数である。最後に、両辺の実部を比較してやることで
轟  F_{a,b}(2\pi it_{1}., 2\pi ii_{2},2\pi il_{3}) の  t_{1}^{k_{1}}t_{2}^{k_{2}}t_{3}^{k_{3}} の係数が

  \{\pi^{2j}C_{k-2j}(d/b) , \pi^{2j+1}S_{k-2j-1}(d/b)|0\leq j\leq\frac{k-3}{2} ,
d\in \mathbb{Z}/b\mathbb{Z}\rangle_{\mathbb{Q}}
に属することがわかり、  a と  b の役割を入れ替えることで   \frac{1}{4\pi i}F_{b,a}(2\pi it_{1},2\pi it_{2;}2\pi it_{3}) の

 t_{1}^{k_{l}}t_{2}^{k_{2}}t_{3}^{k_{3}} の係数が

  \{\pi^{2j}C_{k-2j}(d/a) , \pi^{2j+1}S_{k-2_{\dot{J}}-1}(d/a)|0\leq 
j\leq\frac{k-3}{2} , d\in \mathbb{Z}/a\mathbb{Z}\rangle_{\mathbb{Q}}
に属することがわかり、Theorem 2.4の証明が完了する。
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4 さいごに

最近、岡本により  A_{3} 型ルート系のゼ一タ関数の特殊値  (_{3}(k_{1_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}k_{2_{\dot{\ovalbox{\tt\small 
REJECT}}}}\ldots;k_{6}, A_{3}) に関して類似
した結果が得られた。すなわち、  k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{6} が偶数であるとき、  \zeta_{3}(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{6}, A_{3})
は  A_{2} 型ルート系のゼータ関数の特殊値および Riemann ゼータ関数の特殊値の有理数係
数の多項式で表すことができることを証明した。
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