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1 はじめに

本講究録では次のようなDC 最適化問題に対する [8] における結果を紹介する:

(P) minimize f_{0}(x)-g_{0}(x)
subject to  f_{i}(x)-g_{i}(x)\leqq 0,  \forall i\in I,

ただし,  I=\{1, m\} としゐ,  g_{i} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\forall i\in\{0\}UI は凸関数とする.この問題の先行研究と

してはLemaire [2] やMartinez‐Legaz and Volle [5], Harada and Kuroiwa [6] などが挙げられる.
これらの研究においては,問題 (P) を次のような凸最適化問題  (P (y0, . . . , y_{m})) に分割することが
本質的である:

 (P (y_{0} , y_{m})) minimize  f_{0}(x)-\{x, y_{0}\}+g_{0}^{*}(y_{0})
subject to  f_{i}(x)-\{x, y_{i}\}+g_{i}^{*}(y_{i})\leqq 0,  \forall i\in I.

このような分割を考慮した上で,上記の Lemaire [2] やMartinez‐Legaz and Volle [5] においては
Slater 条件が,Harada and Kuroiwa [6] においては FM(Farkas Minkowski, M.A. Goberna, V.
Jeyakumar and M.A. López [5]) という条件が重要な役割をなし,DC 最適化問題の双対定理を導い
ている.本講究録では,V. Jeyakumar,G.Y.Li [7] が示した結果に注目することで得られた,先行研
究とは別の DC 最適化問題の双対定理を紹介する.またこの定理が先行研究Harada and Kuroiwa

[6] の結果の拡張になっていることも述べる.

2 準備

まずは準備として,関数  f :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\} に対して,  f のエピグラフと  f の実行定義域をそ
れぞれ次のように定義する:

epi f= {  (x, r)\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}|x\in dom f,  f(x)\leq r },

dom  f=\{x\in \mathbb{R}^{n}|f(x)<+\infty\}.

 f のエピグラフepif が凸集合,閉集合,非空のとき,  f はそれぞれ凸関数,閉関数,真関数であると
いう.  f の共役関数を

 f^{*}(y)= \sup_{x\in R^{n}}\{\{x, y\}-f(x)\}
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と定義すると,  f^{*} は常に閉凸関数であり,  f が真凸関数ならば  f^{*} は閉真凸関数であり,また  f が

閉真凸関数ならば  f=f^{**} であることが知られている.また明らかに  f(x)+f^{*}(y)\geq\langle y,   x\rangle (the
Young‐Fenchel inequality) が成立する.任意の   x\in domf に対して,  f の  x における劣微分を次の
ように定義する:

 \partial f(x)=\{x^{*}\in \mathbb{R}^{n}|\langle x^{*}, y-x\}\leq f(y)-f(x), 
\forall y\in \mathbb{R}^{n}\}.

このとき,次の同値関係が成立する:

 f(x)+f^{*}(y)=(y, x\}\Leftrightarrow y\in\partial f(x) .

また問題 (P) について,制約集合を

 S=\{x\in \mathbb{R}^{n}|f_{i}(x)-g_{i}(x)\leqq 0,\forall i\in I\}

とおき,  y_{0},  y_{1} , . . . ,  y_{m}\in \mathbb{R}^{n} に対して,  (P (y_{0}, . . . y_{m})) の制約集合を

 S(y_{1}, \ldots, y_{m})=\{x\in \mathbb{R}^{n}|f_{i}(x)-\langle x, y_{i}\}+g_{i}
^{*}(y_{i})\leqq 0, \forall i\in I\}

とおく.

次に,本講究録の定理に関連する先行研究を紹介する.初めに,本講究録のモチベーションとなっ

たHarada and Kuroiwa([6]) の結果を紹介する.

定理2.1 (R. Harada, D. Kuroiwa, [6])  f_{i,g_{i}} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}(i\in\{0\}\cup I) を凸関数とし,  S\neq\emptyset,

  \bigcup_{x\in S}\partial g_{0}(x)\subseteq D_{0},   \bigcup_{x\in S}(\prod_{i={\imath}}^{m}\partial g_{i}(x))\subseteq D とする.任意の  (y_{1}, \ldots, y_{m})\in D\cap H雅1 domg; に対
して

 \bullet S(yı, . . . ,  y_{m} )  \neq\emptyset,

. cone co   \bigcup_{\dot{i}=1}^{m} (epi  f_{i}^{*}-(y_{i}, g_{i}^{*}(y_{i})) )  +\{0\}\cross[0, +\infty ) が閉集合

ならば,次の等式が成り立つ:

  \inf_{x\in S}(f_{0}(x)-g_{0}(x))=(y_{0},\ldots,y_{m})\in D_{0}\cross D\lambda_
{i}\geqq 0^{x\in \mathbb{R}^{n}}\inf\max\dot{{\imath}}nf  \{\begin{array}{llll}
f_{0}(x)-\{x   y_{0}\rangle+   g_{0}^{*}(y_{0})   
+\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}(f_{i}(x)-\{x,y_{i}\}+         g_{i}^{*}(y_{i}))
\end{array}\} .

この定理は,凸最適化問題

(Q) minimize  f_{0}(x)
subject to  f_{i}(x)\leqq 0,  \forall i\in I,

(ただし  f_{i} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}(i\in\{0\}\cup I) は凸関数) に対する次の結果を用いている:

定理2.2 (M.A. Goberna, V. Jeyakumar, M.A. López, [5])  f_{i} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}(i\in I) を凸関
数,  \{x\in \mathbb{R}^{n}|f_{i}(x)\leqq 0,\forall i\in I\}\neq\emptyset とする.このとき次の二つは同値である:

(1) cone co   \bigcup_{i=1}^{m} epi   f_{i}^{*}+\{0\}x[0, +\infty ) が閉集合である,
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(2) 任意の凸関数ん:  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R} に対して,次の等式が成り立つ:

  \inf_{f_{i}(x)\leqq 0\forall i\in I},f_{0}(x)=\max\inf_{\lambda_{i}\geqq 0x\in
R}. \{f_{0}(x)+\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}f_{i}(x)\}.
また凸最適化問題に対して,双対問題の値のみに着目すると,次のような双対定理がV. Jeyakumar,
G.Y.Li [7] によって得られている:

定理2.3 (V. Jeyakumar, G. Y. Li, [7])  f_{i} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}(i\in I) を凸関数とし,  \{x\in \mathbb{R}^{n}|f_{i}(x)\leqq
  0,\forall i\in I\}\neq\emptyset とする.このとき次の二つは同値である:

(1) epih◇が閉集合である,ただし

 h^{\Diamond}(x^{*})= \inf_{\lambda_{i}\geqq 0}\{(\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}f_{i}
)^{*}(x^{*})\}, \forall x^{*}\in \mathbb{R}^{n},
(2) 任意の凸関数ん:  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R} に対して,次の等式が成り立つ:

 f_{i}(x) \leqq 0\forall i\in I\dot{{\imath}}nf,f_{0}(x)=\sup_{\lambda_{i}\geqq 
0}\inf_{x\in \mathbb{R}^{n}}\{f_{0}(x)+\sum_{i=1}^{rn}\lambda_{i}f_{i}(x)\}.
3 主結果

凸関数  f_{i},  g_{i} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}(i\in I) と  y_{1} , . . . ,  y_{m}\in \mathbb{R}^{n} に対して,関数  h_{y_{1},\ldots,y_{m}}^{\Diamond} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}
を次のように定義する:

 h_{y,,\ldots,y_{m}}^{\Diamond}(x^{*})= \inf_{\lambda_{i}\geqq 0} {  ( \sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}(f_{i}-y_{i}+g_{i}^{*}(y_{i}))) ホ  (x^{*}) },  \forall x^{*}\in \mathbb{R}^{n}.

このとき,DC 最適化問題 (P) の凸最適化問題  (P(y_{0}, \ldots, y_{m})) への分割と,V. Jeyakumar, G.Y.Li
 [71 によって示された定理2.3を用いることで,次のような定理が得られる:

定理3.1 (Kuroiwa, Murakami, Sumida, [8])  f_{i,g_{i}} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}(i\in\{0\}\cup I) を凸関数とし,
 S\neq\emptyset,   \bigcup_{x\in S}\partial g_{0}(x)\subseteq D_{0},   \bigcup_{x\in S}(\prod_{i=1}^{rn}\partial g_{i}(x))\subseteq D と仮定する.任意の  (y_{1}, \ldots, y_{m})\in D に対

して,

 \bullet  epih_{y,,\ldots,y_{m}}^{\Diamond} が閉集合

 \bullet   S(y_{1}, \ldots, y_{m})\neq\emptyset

をみたすとき,次の等式が成り立つ:

  \inf_{x\in S}(f_{0}(x)-g_{0}(x))=\inf_{(yo\cdots,y_{m})\in D_{o}\cross D}\sup_
{\lambda_{i}\geqq 0}\inf_{x\in R^{n}}  \{\begin{array}{llll}
f_{0}(x)-\langle x   y_{0}\rangle+   g_{0}^{*}(y_{0})   
+\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}(f_{i}(x)-\langle x,y_{i}\}+         g_{i}^{*}(y_{i}))
\end{array}\} .

注意3.1 定理3.1は定理2.1の拡張になっている.つまり定理3.1の仮定は定理2, 1の仮定を含

んでいる.しかし逆は一般的には成立しない.このことは次の具体例 ([8]) から明らかである.
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例3.1次のような  DC 最適化問題を考える.

(P) minimize  x

subject to  x^{2}-|x|\leqq 0.

このとき  f_{0}(x)=x,  g_{0}(x)=0,  f_{1}(x)=x^{2},  g_{1}(x)=|x| となる.  D_{0}\supseteq\{0\},  D\supseteq[-1,1] とすると

このとき定理2.1の仮定はみたさない.実際  y_{1}=0\in D\cap domg_{1}^{*}=[-1,1] ならば

cone co (epi f_{1}^{*}-(y_{1}, g_{1}^{*}(y_{1})) )  +\{0\}\cross[0, +\infty )  =\mathbb{R}\cross(0, \infty)\cup\{(0,0)\}

となり,これは閉ではない.よって定理2.1の仮定をみたさない.次に定理3.1の仮定をみたすこ

とを確かめていく.任意の  y_{1}\in[-1,1] に対して,次のように計算できる.

 h_{y}^{\Diamond}.( z)=\inf_{\lambda_{1}\geqq 0}(\lambda_{1}(x^{2}-xy_{1}+g_{1}^
{*}(y_{1}))^{*}(z)
 = \inf_{\lambda_{1}\geqq 0}(\lambda_{1}(x^{2}-xy_{1}))^{*}(z)
 = \min\{\delta_{\{0\}}(z),\inf_{\lambda_{1}>0}(\lambda_{1}(x^{2}-xy_{1}))^{*}
(z)\}.

ここで任意の  \lambda_{1}>0 に対して,

(  \lambda ı (  x^{2} —xyı))
 *

(z)  =   \sup_{x\in JR^{n}}\{xz-\lambda_{1}(x^{2}-xy_{1})\}
 = \sup_{x\in R^{n}}\{-\lambda_{1}(x^{2}-(\frac{z}{\lambda_{{\imath}}}+y_{1})x)
\}
 = \sup_{x\in JR^{n}}\{-\lambda_{1}(x-\frac{1}{2}(\frac{z}{\lambda_{1}}+y_{1}))^
{2}\}+\frac{1}{4\lambda_{1}}(z+\lambda_{1}y_{1})^{2}
 = \frac{1}{4\lambda_{1}}(z+\lambda_{1}y_{1})^{2}.

 y_{1}=0 または  z=0 ならば,次のようになる.

  \inf_{\lambda_{1}>0}(\lambda_{1}(x^{2}-xy_{1}))^{*}(z)=0.
 y{\imath}\neq 0 かつ  z\neq 0 ならば,次のようになる.

  \frac{1}{4\lambda_{1}}(z+\lambda_{1}y_{1})^{2}=\frac{1}{2}y_{1^{Z}}+\frac{1}
{4}(\frac{z^{2}}{\lambda_{1}}+\lambda_{1}y_{1}^{2})
  \geqq\frac{1}{2}y_{1}z+\frac{1}{2}\sqrt{\frac{z^{2}}{\lambda_{1}}\lambda_{1}y_
{1}^{2}}
 = \frac{1}{2}y_{1}z+\frac{1}{2}|y_{i}z|
 = \max{  0 , yı  z }.

この不等式での等号成立は   \lambda_{1}=|\frac{z}{y_{1}}|>0 のときである.したがって

  \inf_{\lambda_{1}>0}(\lambda_{1}(x^{2}-xy_{1}))^{*}(z)=\max\{0, y_{1}z\}.
となる.よって

 h_{y_{1}}^{\Diamond}(z)= \min\{\delta_{\{0\}}(z), \max\{0, y_{1}z\}\}
 = \max\{0, y_{1}z\}

となり,  epih_{y_{1}} は閉となり定理3.1をみたす.
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最後に,定理3.1の仮定の特徴付けを与える.

注意3.2次の二つの条件は同値である ([8]):

(1)  epih_{y_{1},\ldots,y_{m}}^{\Diamond} が閉集合

(2)   \inf_{\lambda_{i}\geqq 0}\{(\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}(f_{i}-y_{i}+g_{i}^{*}(y_
{i})))^{*}\}=(\sup_{\lambda_{i}\geqq 0}\{\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}(f_{i}-y_{i}+
g_{\dot{i}}^{*}(y_{i}))\})^{*}
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