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Abstract: A Galilean space (73 is a three-dimensional affine space with an
absolute {w, f, J}, where f is a line in the plane of infinity w and J an
elliptic involution on f. A cyclide in G'3 is an algebraic surface of order 4
that has f as double-line. In this paper we investigate all cyclides, generated

by an euclidean rotation in (3.

Zykliden des dreidimensionalen euklidischen Raumes E3 sind nach
G. Darboux [1] algebraische Flichen 4. Ordnung, die den absoluten
Kegelschnitt als Doppelkurve enthalten. Analog definiert man Zykliden
des einfach isotropen Raumes I3 als algebraische Flichen 4. Ordnung,
welche das absolute Geradenpaar dieses Raumes als Doppelgeraden be-
sitzen (H. Sachs [11] — [14]; D. Palman [2] - [6]).

Im galileischen Raum G5 koénnen wir analog Zykliden als jene al-
gebraischen Flichen 4. Ordnung definieren, welche die absolute Gerade
f als Doppelgerade enthalten und keine weiteren Fernpunkte besitzen.

In dieser Arbeit werden wir jene Zykliden des galileischen Raumes
G5 betrachten, die durch eine euklidische Drehung erzeugt werden kon-
nen.
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1. Im reellen dreidimensionalen projektiven Raum P;(R), in dem
wir die Punkte wie iiblich durch reelle homogene Koordinaten

(1) (zo:z1:22:23) # (0:0:0:0)

beschreiben, zeichnen wir eine reelle Ebene w(zg = 0) und in dieser
Ebene w eine reelle Gerade f(zg = z; = 0) aus. Auflerdem definieren
wir auf der Geraden f durch

(2) J: {0:0:z2:z3)—+(0:0:m3:—m2)

eine elliptische Involution J.

v Mit der so definierten Absolutfigur [w, f,J] wird auf bekannte
Weise ein galileischer Raum G eingefithrt (0. Réschel [9]). Die pro-
jektive Automorphismengruppe von [w, f, J] ist achtparametrig und
enthélt eine ausgezeichnete sechsparametrige Untergruppe Bg, die man
als Bewegungsgruppe des galileischen Raumes bezeichnet ([9,6]). Alle
if. beniitzten Resultate aus der Geometrie des galileischen Raumes Gs
konnen in [9] nachgelesen werden.

Hier sei nun angemerkt, da8 man in G5 zwei Typen eigentlicher Ebenen
unterscheidet: Euklidische Ebenen (dies sind Ebenen, die f enthalten)
und isotrope Ebenen (dies sind Ebenen, die f nicht enthalten). Die von
Bg in einer euklidischen Ebene induzierte Metrik ist euklidisch, die in
einer isotropen Ebene induzierte Geometrie ist isotrop (H. Sachs [11]).
Als Punktkugeln des galileischen Raumes G5 bezeichnen wir jene para-
bolischen Zylinder, welche die Fernebene langs der absoluten Geraden
[ beriihren. Die Gleichung dieser Kugeln ist von der Form

(3) Az?+ Bz —2Cy—2Dz+E =0, (A#0, C?+ D2 +£0).

Die Spitze einer solchen Punktkugel liegt im Punkt § (0:0:D:
: —C) auf der absoluten Geraden f.

Im galileischen Raum G existieren zwei verschiedene Arten von
Kreisen:

1. Euklidische Kreise: Das sind Kegelschnitte, die in euklidischen
Ebenen liegen und die beiden konjugiert-komplexen Doppelpunkte (0:
:0:1: i) der absoluten Involution J enthalten.

2. Isotrope Kreise: Dies sind Parabeln in isotropen Ebenen. Die
isotropen Kreise beriihren die Fernebene in einem Punkt der absoluten

Geraden f. ‘
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Die Gruppe Bg enthilt 2 Typen von Drehungsgruppen als Unter-
gruppen: :
1. Euklidische Drehungen mit der Normalform
z(t) = zo
(4) y(t) = yo cost + zpsint
2(t) = —yp sint + zg cost.

Die Drehachse ist hier die z-Achse (Fixpunktgerade). Die Bahnkurven
sind euklidische Kreise in euklidischen Ebenen.

2. Isolrope Drehungen mit der Normalform

z(t) = zo + bt
(5) y(t) = yo + ot + b’
Z(t) = 2.

Die Bahnkurven dieser Gruppe sind isotrope Kreise vom Radius b in
isotropen Ebenen.

2. In dieser Arbeit werden wir nur jene Flichen untersuchen, die
sich durch euklidische Drehung (4) eines isotropen Kreises £ um die
z-Achse erzeugen lassen. Je nach der Lage von x konnen wir einige
Falle unterscheiden. Der einfachste Fall liegt vor, wenn k ein Kreis in
einer Meridianebene, d.h. einer Ebene durch die z-Achse ist. Man kann
dann k ohne Einschrinkung der Allgemeinheit in z = 0 mittels

T =7
(6) K ... y=2p'u2+A
z=10

ansetzen. Unterwirft man ihn der euklidischen Drehung (4), so erhalt
man eine Fliche 4. Ordnung der Gestalt

(7 y? + 22 = (2pz? + A)2.

Dies ist offensichtlich eine Zyklide, deren Meridiankurven isotrope
Kreise sind, also eine Torusflache des galileischen Raumes G3. Solche
Torusflichen wurden von O. Roschel in [10] ausfiihrlich untersucht.

3. Wir betrachten weiter einen isotropen Kreis mit der Parame-
terdarstellung
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T =17
(8) K ... y:2p'vz+A
z = kv.

Dieser isotrope Kreis liegt in der Ebene
9 . p ... z=ke,

die ersichtlich keine Meridianebene ist.
Unterwirft man den Kreis & (8) der euklidischen Drehung (4), so
erhilt man eine Fliche ® mit der Gleichung

(10) ® ... y?+ 22 =(2pz? + A)? + k%22,

Das ist offensichtlich eine Drehzyklide ®. Die Zyklide ® (10) be-
sitzt die absolute Gerade f als Doppelgerade und die konjugiert kom-
plezen absoluten Punkte (0:0:1: +%) als uniplanare Knotenpunkte.

Die Meridiankurve in der Meridianebenen z = 0 ist durch

(11) B ooy = (2p2% + A)? + E?2® baw.

(12) dp*z? + (k? +4pA)a® —y* + A2 =0

gegeben. Dies ist eine (beziiglich der z-Achse) axialsymmetrische, voll-
stindig zirkulire Kurve 4. Ordnung in der isotropen Ebenen z = 0 vom
Typus (2,2) (vgl. [8]). Die Gleichung (12) 18t sich auch in der Form

(13) (2pa? —y + E224)(9pg? 4y 4 tied)
(ij.G.;pEA) +A2 -0

schreiben. Die Meridiankurve (13) hat daher zwei isotrope asymptoti-
sche Kreise

(14) K1,Kg ...2pz? j:y—i—m 0,

die keinen eigentlichen Punkt mit der Kurve (13) gemeinsam haben. Die
Radien der asymptotischen Kreise sind p bzw. —p. Die Kreise liegen
symmetrisch beziiglich der z-Achse. Weiters hat die Mendlankurve (13)
einen Selbstberithrungspunkt im absoluten Punkt.

Da die Zyklide ¢ (10) auch durch Drehung der Meridiankurve
(13) erzeugt werden kann, folgt, da8 die Drehzyklide ® (10) sich ldngs
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der absoluten Geraden f selbst bertihrt und gleichzeitig die Fernebene
w berdhrt.

Nach (13) 1Bt sich die Gleichung der Zyklide (10) in der Form
(15) y? + 22 = (2pe? + kz-i;:gA)z _ (k’t:gA)z + A2

schreiben. Andererseits erhilt man durch Drehung der asymptotischen
Kreise (14) der Meridiankurve (13) eine galileische Torusfliche 7 mit
der Gleichung

2
(16) ...y 4+t = (2p:l:2 + F4ipa -:: A)z.

Aus (15) ist ersichtlich, dafl die Torusfliche 7 (16) keinen eigentlichen
Punkt mit der Drehzyklide ® (10) gemeinsam hat, d.h. wir kdnnen
die Torusfliche T (16) als asymptotischen Torus der Drehzyklide & (10)
bezeichnen.

4. Wir wollen nun untersuchen, welche Kreise auf der Drehzyklide
® (10) liegen.

Betrachten wir zunichst den erzeugenden isotropen Kreis & (8)
in der Ebene p (9). Die Ebene p schneidet die Drehzyklide & (10)
in noch einem weiteren isotropen Kreis K, der zum Kreis k besziiglich
der zz-Ebene symmetrisch liegt. Bei Drehung der Ebene p umhiillen
diese Ebenen einen Drehkegel und die Kreise £ und & beschreiben zwei
Systeme von isotropen Kreisen der Drehzyklide @ (10). Diese beiden
Systeme bezeichnen wir mit Ky und K,. Die Kreise der beiden Systeme
liegen in den Tangentialebenen des erwahnten Drehkegels.

Man sieht leicht, daB durch jeden Punkt der Zyklide @ je ein
isotroper Kreis beider Systeme K, und K, hindurchgeht.

Betrachten wir weiter die Ebene

(1n o ...y=+k?+8pAc

und schneiden wir die Drehzyklide @ (10) mit dieser Ebene. Durch
Einsetzen von (17) in (10) erhalten wir die Projektion der Schnittkurve
auf die zz-Ebene in der Form

(18) 2% = (2pz? + A)%

Das sind zwei isotrope Kreise, und die Ebene o ist eine Dop-
peltangentialebene der Zyklide ®. Durch Drehung der Ebene o um die
z-Achse erhalten wir zwei Systeme von isotropen Kreisen in Ebenen,
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die wieder einen Kegel umbhiillen. Dieser Kegel beriihrt die Drehzyklide
® (10) lings zweier euklidischer Parallelkreise. Diese beiden Kreissys-
teme bezeichnen wir mit L, und L,. Daraus schliet man leicht, dafl
durch jeden Punkt der Zyklide je ein Kreis beider Systeme L, und L,
hindurchgeht. Die isotropen Kreise der beiden Systeme L; und Ly der
Drehzyklide ® (10) sind das Analogon zu den Villarceauschen Kreisen
der Torusfliche (vgl. [10]). Zusammenfassend gilt der

Satz 1. Durch einen allgemeinen Punkt P der Drehzyklide & (10) des
galileischen Raumes Gy geht ein euklidischer Kreis (Parallelkreis der
Drehzyklide ®) und je ein isotroper Kreis der vier Kreissysteme K,
Kz, L1 und Lz.

5. Die Kreise der betrachteten Kreissysteme konnen auch nicht
reell sein. Wir betrachten im folgenden verschiedene Fille betreffend
die Realitit der erzeugenden Kreise der Zyklide & (10). Dabei werden
die Koeflizienten p, A und k stets als reell vorausgesetzt.

1. Bei der Drehzyklide ¢ mit der Gleichung (10) handelt es sich
um eine Fliche, bei der alle vier Kreissysteme K, K,, L,, L, reell sind.
Die asymptotische Torusfliche ist ebenfalls reell.

2. Bei der durch

(19) y? + 2% = 4p?a? — (k? — 4pA)z?

gegebenen Drehzyklide sind die Kreise der Systeme K; und K, ima-
ginir. Diese Kreise haben reelle Projektionen in die zy-Ebene, liegen
aber in imaginaren Ebenen.

3. Bei der durch
(20) 4p*z* — (k? —4pA)z? 4+ y2 + A2 =0

gegebenen Drehzyklide sind die Kreise der Systeme K; und K, konju-
giert-komplex, liegen aber stets in reellen Ebenen.

6. Bei unseren bisherigen Betrachtungen war die Lage des erzeu-
genden Kreises & (8) nicht ganz allgemein. Man kann leicht beweisen,
dafl ein isotroper Kreis des galileischen Raumes, der allgemeine Lage
besitzt, sich stets in der Normalform

z=v
(21) k... y=2pv+ 4
z=kv+1
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darstellen 1aBt. Dies gelingt stets durch Anwendung einer geeigneten
euklidischen Drehung (4). Unterwirft man den Kreis & (21) der euk-
lidischen Drehung (4), so erhdlt man wieder eine Drehzyklide, deren
Gleichung

(22) $ ... y%+ 22 = (2pz? + A)? + (kz +1)?

lautet. Die Gleichung einer allgemeinen Drehzyklide des galileischen
Raumes, die durch euklidische Drehung eines isotropen Kreises entsteht,
kann man somit immer auf die Form (22) transformieren. Was die
Kreissysteme einer solchen Fliche betrifft, gilt der Satz 1 in analoger
Weise.

7. Es liegt nun die Frage nahe, ob durch (22) alle euklidischen
Drehzykliden des galileischen Raumes erfaflt werden, oder ob es noch
andere gibt. Um diese Frage zu beantworten, wollen wir die Gleichung
einer allgemeinen Zyklide ® des galileischen Raumes G5 betrachten.
Dabei mufl man, bezugnehmend auf die Definition einer Zyklide des
G, die drei folgenden Punkte beachten:

1. Die Zyklide @ besitzt aufler der absoluten Ferngeraden f (Fern-
gerade der Ebene ¢ = 0) keine weiteren Fernpunkt, d.h. die Gleichung
der Zyklide ® kann nur ein Glied vierten Grades nimlich z* enthalten.

2. Da die Ferngerade f Doppelgerade der Fliche ® ist, schneidet
jede Ebene z = const. die Zyklide ® (aufler in f) nach einer Kurve
2. Ordnung, d.h., wenn man in der Gleichung der Zyklide z = const.
setzt, so mufl eine Gleichung zweiten Grades in y und z ibrig bleiben.

Zieht man dies alles in Betracht, so lautet die Gleichung einer
allgemeinen Zyklide

(23) z* + az® + 2pi(y, 2) + 2pi(y,2) + Pi(y,2) = 0,

wo die p? Polynome n-ten Grades bezeichnen und a € R gilt. Sucht
man nun die Gleichung einer allgemeinen euklidischen Drehzyklide ®
des galileischen Raumes G35, d.h. einer Zyklide, die durch euklidische
Drehung um die z-Achse entsteht, so mul man noch folgendes beachten:

3. Schneidet man eine solche Drehzyklide ® mit einer Ebene o
mit der Gleichung = = const., so ist der Schnitt ein euklidischer Kreis
mit dem Mittelpunkt im Schnittpunkt der z-Achse mit der Ebene o.
Hieraus folgt durch eine einfache Rechnung, dafl sich die euklidischen
Drehzykliden des G3 in der Gestalt
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(24) & ... (Az+B)(¥* + %) +q*(z) =0

schreiben lassen.
Man kann hier zwei Typen von euklidischen Drehzykliden unter-
scheiden:

Typl: A=0
Die Gleichung der euklidischen Drehzyklide lautet dann
(25) ®r ... Y2+ 22+ r4(z)=0.

Durch Vergleich mit der Gleichung (22) und nach den bisheri-
gen Betrachtungen erkennt man, dafl die Drehzykliden & (25) alle
jene Drehzykliden sind, die durch euklidische Drehung eines isotropen
Kreises um z-Achse erzeugbar sind.

Die Drehzykliden @1 besitzen eine Selbsberihrung langs der abso-
luten Geraden f und haben in den absoluten Punkten Iy,I; zwei uni-
planare Knotenpunkte.

TypIL 4 #0
Die Gleichung (24) kann man dann in der Form
(26) ®rr ... (Az+B) (2 +22)+¢%(2)+5=0

schreiben. Daraus entnimmt man unmittelbar, dal zur Drehzyklide
® ;s eine euklidische Ebene 7 mit der Gleichung

(27) ; T ... Az + B =0,

existiert, die keinen eigentlichen Punkt mit der Drehzyklide ®;5 (26)
gemeinsam hat. 7 kénnte man als asymptotische Ebene bezeichnen.
Man erhalt (27) auch dadurch, dal man die Flichengleichung (26) par-
tiell nach z differenziert, und die entstehende Gleichung gleich Null
setzt. Somit ist (27) die zu (26) gehorige Hauptachsenfliche ¥*, wie sie
von H. SACHS in [14] eingefiihrt wurde und bei der Klassifikation der
Zykliden des Flaggenraumes bentitzt wurde.

Es existiert hier weiter eine Fliache 3. Ordnung mit der Gleichung

(28) Y ...yt + 22 +43%(2) =0,

welche die absolute Gerade f als einfache Gerade enthélt, und auflerdem
keine weiteren uneigentlichen Punkte trigt. Man kann diese Fliche
Y als euklidische Drehzyklide 3. Ordnung bezeichnen. Die Fliche ¥
beriihrt und schneidet gleichzeitig die Fernebene lings der absoluten
Geraden f. Wir bezeichnen diese Fliche ¥ (28) als asymptotische
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Flache der Drehzyklide ¥ (26). Die Zykliden 3. Ordnung des Flaggen-
raumes wurden von H. SACHS in [15] vollstindig klassifiziert. GemaR
dieser Klassifikation gehort (28) zum ersten Haupttyp, Unterklasse IA,
elliptischer Fall. ‘

Die Fliache ¥ (28) ist eine Drehfliche (euklidische Drehung um

z-Achse) mit der Meridiankurve
(29) ¥ +4%(z) =0

in der zy-Ebene. Dies ist eine divergente Parabel (vgl. [7]). Die asymp-
totische Drehfliche X entsteht somit durch euklidische Drehung einer
divergenten Parabel um z-Achse.

Die Meridiankurve

(30) (Az + B)ly* + ¢*(=)] + § =0
der Drehzyklide ®;; (26) ist eine vollstindig zirkulire Kurve 4. Ord-

nung; sie besitzt eine asymptotische Gerade (Az + B = 0) und eine
asymptotische, divergente Parabel. Demnach ist sie vom Typus (1,3);
(vel. [8]).

Die Drehzyklide ®r (26) beriihrt und schneidet die Fernebene w
langs der absoluten Geraden f, und schneidet die Fernebene w nochmals
laings f. Wir fassen zusammen im
SATZ 2. Im galileischen Raum Gs ezistieren 2 Typen von euklidi-
schen Drehzykliden, die sich durch die Normalformen (25) bzw. (26)
beschreiben lassen. Die Drehzykliden vom Typ II (26) besitzen eine
euklidische Drehzyklide §. Ordnung als asymptotische Flache. Auf
den Drehzykliden (26) ezistieren aufer den euklidischen Parallelkreisen
keine weiteren Kreise.
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