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Abstract: We consider extremal problems for schlicht conformal mappings
of multiply connected domains. The functionals are of geometric type as
simple distances. We also give some open problems.

1. Aufgabenstellung

Im Anschlufl an [6] werden hier Extremalprobleme fiir schlichte
konforme Abbildungen betrachtet, bei denen die F unktionale geometri-
sche Gréssen sind, wie z.B. gewdhnliche Abstinde (Extremalprobleme
verwandter Tendenz 2.B. in [3], [4], [7]). Zur besseren Einordnung und
Ubersicht und zum Anschluf an die vorangehenden Mitteilungen [6]
holen wir zunachst etwas weiter aus und stellen auch einige ungeloste
Probleme dar.*

*Uber vorliegende Thematik hielt der Autor am 11. 12. 1990 einen Vortrag
an der TU Berlin.
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Es sei ® 5 0o ein Gebiet der komplexen z-Ebene mit den Rand-
komponenten R, . .. R, R, ... Ry (k,€> 1) sowie Styeee 3 Sm (m >
2 0), wobei letztere fehlen kénnen (dann m = 0). Betrachtet wird die
Klasse der in Umgebung von z = oo durch

(1) f@ =24 2454

hydrodynamisch normierten schlichten konformen Abbildungen w =
= f(z) von &. Jeder Abbildung werden die Funktionale

(@) a(f) = min|f(z) - £, A(f) = max|f(z) - f(z")|
zugeordnet, wobei z die Vereinigung von Ry,... R durchlauft, =" die
Vereinigung von R/, ... , Ry
Problem I. Man bestimme diejenigen Abbildungen f(z) mit
®3) ~78) a(f) s max,  b) U(F) — min. i
Eine allgemeine Lésung hierfiir ist nicht in Sicht, séébs’c nicht fir
den schon in [6a] formulierten und auf H. Grétzsth zuiickgehenden
Spezialfall k = ¢ = I, m = 0. Ca. 1969 susserte U. Pirliim Gesprach
die Vermutung, daf fiir diesen Spezialfall bei einer Extremalabbildung
f(R1) und f(R!) zu einem gewissen Punkt w* konzentrische Kreisho.
genschlitze sind, die im gleichen Winkelraum mit Scheite] in w* liegen,
dabei die Endpunkte der Kreisbogenschlitze auf den Randstrahlen.
Dagegen ist die Losung der dualen Extremal robleme

a(f) — min, A(f) — max

leicht sofort aus Resultaten von H. Grétazsch (vgl, [2], Th. 6.6 und 6.8)zu -

folgern: Man betrachte dieses Extremalproblem fiir alle Kombinationen
Ry, R (d.h. in (2) durchlaufe z nur ein festes Ry, 2z’ nur ein festes RY).
Allerdings ist die Lésung des Extremalproblems (3) im einfachsten
nichttrivialen Spezialfalle bekannt: k= £ =1, m = 0 und eine Rand-
komponente, z.B. R}, punktférmig. Nach K. Léwner [10] ist im Ex-
tremalfalle dann f(R;) ein zu f(R}) konzentrischer Kreisbogenschlitz.
Im anschliefenden Falle (von D. Gaier August 1988 als Problem
brieflich formuliert) £ =1, & > 1, R} punktformig, ergibt sich in einigen
Fillen von Gebieten & nach (62] die Lésung zum Extrerna,lp{oblem (3)
so. Wenn z.B. dann die sich nach [6a] einstellende Losung f(z) des
Extremalproblems ;

(4) 52}%} [f(z) - F(R})| = max

die Eigenschaft hat, dal f(R,),... s J(Ri) zu f(R!) einen nicht kleine-
ren Abstand haben als f(R:1) (=Kreisbogen), dann ist dieses f(z) auch
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Losung von Problem I a). Grob und allgemeiner gesprochen ergibt
sich also in diesem Falle £ = 1 und R} = punktformig die Losung zu
Problem I a) (entsprechendes bei Problem I b)), wenn eine der Rand-
komponenten Ry, ... , Ry “deutlich niher” zum Punkt R} liegt, als die
{ibrigen (das laft sich natiirlich mit allgemeinen Verzerrungssatzen zu
einer hinreichenden a priori-Bedingung fir & prazisieren).

Wenn andererseits ® die punktférmige Randkomponente R} und
auBerdem nur die Randkomponenten Ri,... , Rx besitzt (k>2,=1,
m = 0) und bei der hydrodynamisch normierten schlichten konformen
Abbildung f*(z), bei der f*(Ri),--- , f*(Rx) zu f*(R}) konzentrische
Kreisbogenschlitze werden, deren Radien zufallig gleich sind, dann ist
dieses f*(z) Extremalfunktion zu Problem I a) und I b). Das ergibt
sich wie iiblich durch Anwendung des Argumentprinzips auf
MICEEEN

f*(z) = f+(By)’
wenn f(z) eine Vergleichsabbildung ist.

Durch einen Grenziibergang, bei dem Rj,... , R}, ins unendlich
Ferne geschoben werden, ergibt sich aus Problem I folgendes Extremal-
problem das wir nun hinfiirder genauer (allerdings auch nur in Spezial-
fillen) studieren wollen.

Das Gebiet ® 3 oo besitze jetzt also nur die Randkomponenten
Ri,...,Ri (k> 1)und S1,...,5m (m 2 0). Betrachtet wird wieder
die Klasse der hydrodynamisch normierten schlichten konformen Ab-
bildungen w = f(z) von ®. Jeder Abbildung werden die Funktionale
(5) b(f) = minRe f(z), B(f) = maxNe f(z)
zugeordnet, wobei z die Vereinigung von Ry, ..., Rk durchléuft.
Problem II. Man bestimme diejenigen Abbildungen f(z) mit
(6) ) b(f) = max, ) B(f) = min.

Wir beschrinken uns auf Problem II a), da II b) offenbar aqui-
valent ist. Die Losung von Problem II a) ist fir k = 1 in [6b] geo-

metrisch-funktionentheoretisch angegeben (und natiirlich speziell fur
punktférmiges Ry schon nach H.Grétzsch bekannt — vgl. [2], Th. 6.12)

1

und ergibt sich fir k > 2 in einigen Fillen von Gebieten ® nach [6b] so.

Wenn z.B. die sich nach [6b] einstellende Losung f (z) zum Extremal-
problem

(M) felﬁi Re f(z) — max

die Eigenschaft hat, dafl f(R1),-..,f(Rg) einen nicht kleineren mi-
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nimalen Realteil haben als f(R;) (= zur imaginiren Achse parallele
Strecke), dann ist dieses f(z) auch Lésung von Problem II a). Grob
und allgemeiner gesprochen ergibt sich also in diesemn Falle die Losung
zu Problem II a), wenn eine der Randkomponenten R;...., Ry deut-
lich “weiter links” liegt als die Ubrigen (das 1aBt sich wieder mit all-
gemeinen Verzerrungssitzen zu einer hinreichenden a priori-Bedingung
fir & prazisieren).

Wenn andererseits m = 0 ist und bei der hydrodynamisch nor-
mierten schlichten konformen Parallelschlitzabbildung f**(z) von @,
bei der f**(Ry),..., f**(Ri) zur imagindren Achse parallele Strecke
werden, diese Strecken zufillig alle auf der gleichen Parallelen zur ima-
ginaren Achse liegen, dann ist dieses f** (z) Extremalfunktion zu Pro-
blem II a) (und II b)). Das ergibt sich wieder durch eine Anwendung

—

des Argumentprinzips auf

f(z) = £7*(2), oo
wenn f(z) eine Vergleichsabbildung ist.

In dieser Mitteilung soll nun Problem II a) behandelt werden
fur den Fall k = 2, m > 0, wobei B; und Ry punktférmig sind und
Jetzt z; und z; genannt seien. Natiirlich seien nicht alle S1y-ev 3 Sm
punktformig. Sei also jetzt ® > 0o berandet von S15-++,Sm und den
punktformigen Randkomponenten z1, zz. Dann haben wir'also das
Problem II*. Unter allen hydrodynamisch normierten schlichten kon-
formen Abbildungen f(z) von & bestimme man diejenigen mit
(8) 6(f) = min(Rew;s,Rewy) — max,
wenn wy = f(z1), we = f(29) gesetzt wird.

Unser Ziel ist der
Satz. a) Problem II* besitzt mindestens eine Losung. Beijeder Losung
w = fi(z) sind die Bildrandkomponenten Fe(51)s- -« fu(Sm) Schlitze
auf der Schar der Trajektorien eines quadratischen Differentials der

Form
9 W — wp 2

(9) w)dw* = e o) wz)du . |
Daber ist entweder (Fall 1) wo gleich w; oder wsy, oder es éilt (Fall 2)
Rew, = Rewy mit einem gewissen wy, welches evil. = oo #st, in welch
letzterem Fulle der Zihler in (9) sinngemif durch eine Konstante £ 0
2u ersetzen ist.

b) Bei mindestens einer Lisung von Problem II* liegt dariiber hin-
aus wo auf der offenen Verbindungsstrecke von wy und wy (im Falle 2).
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Im Falle 1 liegt also eine Parabelschlitzabbildung vor, da dann
durch die Trajektorien von (9) konfokale Parabeln definiert werden,
deren gemeinsame Brennachse in Richtung der negativ reellen Achse
zeigt und z.B. fir wy = w; in w; startet. Der ﬂbergang von hier zum
Falle 2 findet offenbar dann statt, wenn fir diese Parabelschlitzabbil-
dung ws gleichen Realteil wie w; hat (das ist dann zu Fall 1 und zu
Fall 2 zu rechnen).

Falls & = {|z| > 1}, wenn wir es also mit der Abbildungsklasse
¥ zu tun haben, lassen sich nach [6], §3 im Prinzip die Extremalabbil-
dungen bestimmen, was sich aber im Falle 2 kompliziert gestaltet, da
unbekannte Parameter die Lésung gewisser Gleichungen erheischen. Im
Falle 1 ist das kein Problem und bekannt (vgl. [1], 8. 129 oder [2], S. 97),
so dafl insbesondere zu festem z; diejenigen z, charakterisiert werden
konnen, fiir die genannter Ubergang von Fall 1 zu Fall 2 stattfindet.

Der Beweis dieses Satzes kann nach dem gleichen Schema wie
in [6] erfolgen. Zuerst 18st man ein “hoher normiertes” Extremalpro-
blem durch Bereitstellung der erforderlichen Schlitzabbildungen mit der
Koebeschen Kontinuitdtsmethode und fithrt den zugehorigen Extremal-
beweis mit der Grétzschschen Flachenstreifenmethode (bzw. Methode
der extremalen Linge). AnschlieBend erfolgt durch eine Zusatzvaria-
tion: eine Ausscheidung spezieller derartiger Abbildungen. Wir zichen
es allerdings hier vor, die erforderlichen Schlitzabbildungen so bereit-
zustellen, daB wir das genannte hoher normierte Extremalproblem mit
der Variationsmethode direkt behandeln, wobei — das ist hier entschei-
dend — die héhere Normierung durch die schon in [11] angewandte
Methode des Straffunktionals erzwungen wird. Die genannte Zusatz-
variation benutzt in eigentiimlicher Weise quasikonforme Abbildungen.
Und zwar werden lokale Abénderungen von quasikonformen Abbildun-
gen derart erzeugt, daff auf dem Rande von Kreisscheiben die Werte
fest bleiben. Derartige quasikonforme Abbildungen mit festen Rand-
werten wurden zuerst von O. Teichmiiller betrachtet [13] und spater
umfassend von K. Strebel u.a. [12].

2. Beweis des Satzes

a) Falls fiir eine — natdirlich aus Kompaktheitsgriinden in bekann-
ter Schlufiweise existierende — Extremalfunktion f+(2) zu Problem II*
die Bilder w; und w, verschiedenen Realteil bekommen, muf} im Satz
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von §1 der Fall 1 vorliegen. Uberdies gibt es dann nur diese eine Fx-
tremalfunktion. Wenn némlich z.B. Rew, > Re wy ist, dann muf f.(z)
eine Pa.rabelschlitzabbildung sein, bei der S},...,S5, in Schlitze auf
der Schar der zu w; konfokalen Parabeln Ubergehen, deren gemein-
same Brennachse der von w; startende Strahl in Richtung der negativ
reellen Achse ist. Andernfalls ergabe sich sofort nach einem klassischen
Resultate von H. Grétzsch (vel [2], Th. 6.12) ein Widerspruch zur
Eigenschaft von fi(2).

b) Sei nun hinfiirder TRe w1 = Rew, fur die Extremalfunktion
fe(2), 0.E.d.A. dazu Jmw; < Jmw,. Die Extremalfunktion f+(2)
ist dann auch Extremalfunktion in der Teilklasse der hydrodynamisch
normierten f(z) mit der Nebenbedingung .

(10) D%ff(zl) =Re f(z), Imf(z)< jm"‘f(zz);'
Durch die ganz-lineare Substitution ) {i\
2w — B

(11) W= 20 = (Wt w) 3
Wg — un !

mit 00 — 00, w; — —i, wy — 47 entstehen aus den hydrodyaamisch

normierten Abbildungen f(z) mit (10) schlichte konforme Abbildungen
(12) .

% , ‘
Fle)= Azt Ao+ 2 4 miva =2y gl _wrtw
z Wy — Wy Wy — Wy

von & mit der neuen Normierung ‘
(13) F(oo) =0, F(z)=—1, F(z)=%i, A_;1>0,
und umgekehrt gibt jedes F(z) mit dieser Normierung (13) durch hy-
drodynamische Umnormierung Anla8 zu einem f(2) mit (10).
Aus dem Extremalproblem
(14) Re f(z1) = Re f(22) — max
mit der Lésung f.(z) wird {iber diese Entsprechung das Extremalpro-
blem
(15) Re(Ao/A_1) — min
mit der Ldsung Fi(z), die iiber die obige Substitution f, (:)\ entspricht.
Zur Behandlung dieses Extremalproblems (15) bietet sich wie in
[6] folgende 1. Lésungsvariante an. Es wird nimlich zundchst noch
zusatzlich A_; (bzw. wy —w, ) fest vorgegeben (innerhalb des sich nach
H. Grétzsch — vgl. [2], Th. 6.6 und 6.8 — ergebenden abgeschlossenen
Intervalles) und das Extremalproblem unter dieser hoheren Normierung

3
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gelost. Dazu werden zuerst Schlitzabbildungen beziiglich des quadrati-
schen Differentials der Gestalt (9) mit Hilfe der Koebeschen Konti-
nuitatsmethode bereit gestellt und deren Extremaleigenschaft mit der
Grotzschschen Flachenstreifenmethode bzw. heute auch unmittelbar
mit dem General Coefficient Theorem von J. A. Jenkins [2] bewiesen.
In der entstehenden einparametrigen Abbildungsschar (Parameter ist
dieses fixierte A_;) muf} sich die von uns gesuchte Extremalabbildung
befinden, und diese wird dann durch eine Zusatzvariation (diese wird
unten tatsichlich verwendet) ausgesondern.

c) Da sich der Kontinuitdtsbeweis in diesem Falle jedoch etwas
komplizierter gestaltet, zichen wir folgende 2. Lésungsvariante mit der
Variationsmethode vor. Und zwar wird wieder zunachst zusatzlich A_;
bei den durch (13) normierten F'(z) der Entwicklung (12) bzw. wy — w;
bei den urspriinglichen f(z) festgehalten: F.(z) bzw. f.(z) muB sich
ja bei einem geeigneten Wert A_; bzw. wy — w; als Losung unseres
Extremalproblems auch bei dieser hoheren Normierung einstellen. Das
dann entstehende Problem kann man mit der in {11] dargestellten Form
der Methode des Straffunktionals behandeln.* Falls man mit den f(z)
arbeitet (bei den Fi(z) miifite man die Uberlegungen in [11] noch auf
die dreipunktige Normierung (13) umschreiben), nimmt man z.B. das
folgende zu maximierende Funktional (vgl. (15) und (12)) mit dem
hinzugefiigten (zweiten) Strafterm

(16) Re[f(z1) + f(z2)] — m - |f(21) — f(22) — const|?

(m =natirliche Zahl, anschlieBend m — oo0). Man kann bei der Be-
trachtung zusitzlich eine Homotopieklasse flir die Abbildungen vorge-
ben (falls bei den betrachteten Abbildungen mehrere entstehen). Und
zwar kann man wie iblich (schon in den Arbeiten von H. Grétzsch)
eine Homotopieklasse dadurch definieren, dafl man das Bild einer fe-
sten Kurve von z = oo iiber z; nach z; betrachtet, wobei diese Kurve
in z = oo 2z.B. In Richtung der positiv reellen Achse einlduft. Eine
Homotopieklasse entsteht bei denjenigen Abbildungen, bei denen diese
Kurvenbilder durch =+i ineinander stetig deformierbar sind in der in
+:¢ punktierten Ebene, unter Beibéhaltung der Richtung in oo. Bei
den Variationen, die ja lokaler Natur sind, bleibt man in der jeweiligen
Homotopieklasse.

*Herrn H. Renelt danke ich herzlich fiir diesbeziigliche Hinweise und Diskus-
sionen.
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Das Ergebnis dieser Variationsbetrachtung: In jeder Homotopie-
klasse ist mindestens eine Extremalabbildung w = f«(2z) Schlitzabbil-
dung beziiglich des quadratischen Differentials der Gestalt

Aw + p 2
Dabei sind A und  gewisse Konstanten, ) > 0, p komplex, p +£ 0 fiir
A =0. (Mehr als “mindestens eine” gibt die Methode des Straffunk-
tionals zunichst nicht her.) Insbesondere gibt es also in Jeder Homo-
topieklasse eine solche Schlitzabbildung beziiglich dieses quadratischen
Differentials. Diese Schlitzabbildung gibt vermoge der Substitution (11)
Anlafl zu einer Schlitzabbildung W = Fi(z) beziiglich des quadrati-
schen Differentials o :
L AW + u* 2 : ;

d) Jetzt wenden wir zusitalich entscheidend die Flichenstreifen-
methode bzw. Methode der extremalen Linge, z.B. in Forth des General
Coefficient Theorem von J. A. Jenkins [2] an. Danach ist Fy(z), etwa
entwickelt in der Form von :

‘ A*
(19) F,,(z):Af_lz—I-A;—l-Tl—!—... , Af_l >0,_

unter allen durch (12) entwickelten F(z) mit ﬁ)”{/jertem Ay = Ax,
in der gleichen Homotopieklasse sogar diejenige eindeutig bestimmite
Abbildung von ® mit minimalem Wert fiir e Ao.

Zur Anwendung von [2] noch diese Bemerkung. Falls ) # 0 ist,
dann (auBer wenn die Zahlernullstelle in (18) i order —; ist, wo dann
alles klar ist nach H. Grétzsch — vgl. [2], Th. 6.12) hat (18) in 47 und
—t einfache Pole, in W = oo einen Pol 3. Ordnung (und zusitzlich eine
einfache Nullstelle), und [2] zeigt die Behauptung. Falls \ = 0 ist, dann
haben wir in W = 0o einen Doppelpol (und die einfache Nullstelle ist
verschwunden), und auch schon nach einem Resultate von H. Grotzsch
(vel. [2], Th. 6.15 nach linearer Transformation) ist Fy(z) bei Vorgabe
des betreffenden Wertes fiir A_; (und der Homotopieklasse)\iiberhaupt
einzige mégliche Abbildung. .

Insbesondere ist durch diese zusatzliche Anwendung des General
Coefficient Theorem jetzt also jede Extremalfunktion bei Weglassung
der Homotopiebedingung zu fixiertem wy — w; und also auch unsere
angenommene Losung f.(z) von Extremalproblem II* eine Schlitzab.
bildung beziiglich eines quadratischen Differentials der Gestalt (17).
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Damit ist Teil a) des Satzes von §1 bewiesen.

e) Um nun entsprechend Teil b) des Satzes von §1 nachzuweisen,
daf} fiir mindestens eine Extremalfunktion sogar noch genauer wg die
angegebene Lage hat, nehmen wir eine weitere Variationsbetrachtung
zu Hilfe.

Dazu miissen wir etwas weiter ausholen und nehmen quasikon-
forme Abbildungen zu Hilfe. Es sei &; bzw. R, eine zu z; bzw. z
konzentrische feste Kreisscheibe. Beide Kreisscheiben werden so klein
gewahlt, daB sic punktfremd sind und vollsténdig in ® liegen. Wenn
wir dann in Problem II* statt durchweg konformer Abbildungen allge-
meiner stetige Abbildungen von & betrachten, die in &, und K, jetzt
Q-quasikonform (@ > 1, zundchst fest) sind, im Rest von & wieder
konform und hydrodynamisch normiert, wollen wir von Problem IIf
sprechen.

Entscheidend ist nun, da} die Aussage a) des Satzes von §1 und
der zugehorige Beweis (entsprechend dem Bisherigen in diesem Para-
graphen) sinngemaf giiltig bleibt (vgl. [8], Fuinote auf 5.2), wenn man
jetzt Problem II7, betrachtet. Im Teil a) des Satzes von §1 tritt dann
noch die Aussage hinzu, daB bei jeder Losung w = fuq(z) des Ex-
tremalproblems in £; oder &, gelegene infinitesimale Kreise iibergehen
in infinitesimale Ellipsen des Achsenverhaltnisses (), wobei die grofien
Achsen auf dem durch 9(w) dw? > 0 definierten Richtungsfeld liegen.

f) Nun kommt der entscheidende '

‘Hilfssatz. Es ist unmdoglich, daf bei einer Losung feq(z) von Problem
P in wy oder wy ein einfacher Pol beim quadratischen Differential (10)
vorliegt und cine Trojektorie dort so endet, daff in dem Endpunkt die
Neigung gegen die positiv reelle Achse # m ist.

Beweis (von ahnlicher Tendenz, wie in anderem Zusammenhange
in [9] angedeutet). In [13] ist das Verschicbungsproblem gelost, den
genauen Wertebereich von ¢(0) in der Klasse aller (-quasikonformen
Abbildungen g(¢) der Einheitskreisscheibe |¢| < 1 auf sich unter Fest-
haltung aller Punkte des Randes |¢| = 1 zu bestimmen. Dieser Werte-
bereich ist eine gewisse zu O konzentrische Kreisscheibe, und der Punkt
P maximalen Realteils wird von genau einer Abbildung g*(z) angenom-
men, bei der infinitesimale Kreise in infinitesimale Ellipsen des Achsen-
verhiltnisses ( iibergehen, wobei die grofien Achsen dieser Ellipsen auf
einer gewissen Kurvenschar & der g*-Ebene liegen. Zu 6 gehort eine
horizontale Strecke mit rechtem Endpunkt P. Es ist & topologisch
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aquivalent einer Schar konfokaler Parabeln innerhalb einer zum Brenn-
punkt konzentrischen Kreisscheibe. Und es gibt eine schlichte konforme
Abbildung mit P — O der Einheitskreisscheibe der g*-Ebene, bei der
G in ein von einer geschlossenen Jordankurve %8 berandetes Gebiet 5 O
tbergeht und G eine Bildschar bekommt, die auf einer Schar zu O kon-
fokaler Parabeln liegt. (Konkret: B ist nach [13] eine zu O konfokale
Ellipse, was hier aber nicht benutzt wird.)

Daneben gibt es eine schlichte konforme Abbildung des Inneren

von B mit O — wj, so daB die Bilder genannter Parabeln (bzw.
der Bégen innerhalb 98) auf den Trajektorien des f+o beschreibenden
quadratischen Differentials (9) liegen, falls dieses in w; einen einfachen
Pol hat (das Analoge gilt bei w;). Dabei gehe B in B’ iiber. Durch
Zusammensetzung erhalten wir eine schlichte konforme Abbildung des
Inneren von %' auf das Innere des Einheitskreises der :}g*—Ebene mit
wy — P, wobei die Schar der Trajektorien innerhalb fB‘[,‘\‘in die Schar
G ubergeht. Eine lokale Abinderung (nimlich innerhall} %’) bei der
Losung f.g(z) von Problem II*Q, bei der wieder eine zuldssige Abbil-
dung fi.q(2) entsteht (die also insbesondere wieder (-quasikonform
ist innerhalb &), induziert eine Abinderung der Abbildung g*({) bei
Festhaltung der Punkte des Einheitskreises [¢| = 1 unter Wahrung der -

Q-Quasikonformitat, und umgekehrt. p
Nach diesen umfangreichen Vorbereitungen’ist die Behauptung

des Hilfssatzes evident. Da es Abénderungen (genannter Art) von ¢g*(()
gibt, bei denen statt P ein beliebiger Punkt ,auf dem durch P ver-
laufenden und zu O konzentrischen Kreis erscheint, gibt es zuldssige

Abénderungen f,.q der Extremalabbildung f.o von Problem Ilg, bei =

denen statt w; ein Punkt auf einer Kurve erscheint, die zur in w, enden-
den Trajektorie in w; orthogonal ist. Wenn der Hilfssatz falsch wire,
gibe es also jedenfalls auch zulissige Abanderungen von f.q(z), deren
Dilatation z.Tl. < Q ist und bei denen statt w; ein Punkt mit groflerem
Realteil erscheint. Das ist ein Widerspruch, weil diese Abanderung also
auch Extremalfunktion von Problem I, ware, die aber nicht die oben
schon bewiesene Gestalt hat, ndmlich nicht in &; durchweg die Dilata-
tion Q besitzt, ' |

g) Nach dem eben unter f ) Bewiesenen ist nun also bei einer Ex-
tremalfunktion zu Problem II§ sicher im quadratischen Differential (17)
A # 0 (bei A = 0 endet in mindestens einem der beiden Punkte w; und
ws die zugehdrige Trajektorie unter einer Neigung # 7), und bei dem
dann also in der Gestalt (9) endlichen wy muB gelten: Entweder ist wo
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einer der Punkte w;, wy oder (bei also wy # w; und wq # wsy) es gilt

(20) S0 wd 2TW o

w1 — Wy Wy — un
Das folgt unter Benutzung des Hilfssatzes von f) durch lokale Betrach-
tung der Trajektorien des quadratischen Differentials in Umgebung von
w1 bzw. wy. (20) zieht nach sich, dal wy auf der offenen Verbindungs-
strecke von w; und w, liegt.

h) Damit gilt nun fir jede Extremalfunktion zu Problem IT3: Die
Bildrandkomponenten werden durch 9(w) dw? > 0 mit dem quadrati-
schen Differential (9) mit einem gewissen (endlichen) wy beschrieben.
Es ist entweder wq gleich w; oder w,, oder es gilt Rew; = Rew,, wobel
wo auf der offenen Verbindungsstrecke von w; und w, liegt. Dabei
liegt Konformitdt vor aufler in £; und £, wo die Extremalfunktion Q-
quasikonform ist und die grofien Achsen der infinitesimalen Bildellipsen
durch 9(w) dw? > 0 beschrieben werden.

1} Nachdem wir nun zu jedem @ > 1 eine Extremalfunktion feo(2)
von in h) beschriebener Bauart zu Problem Il gefunden haben, be-
trachten wir jetzt den Grenziibergang Q \, 1. Bei sinkendem @ sinken
auch die zugehdrigen Funktionale b(f.q). Fiir eine geeignete Folge von
Q-Werten mit Q \, 1 ergibt sich aus einschligigen Kompaktheitssitzen
die im bekannten Sinne gleichmissige Konvergenz der zugehorigen
f+q(z). wobei die Grenzfunktion f.(z) eine normierte rein konforme
Abbildung sein muf, bei der Schlitze beim Bildgebiet erscheinen, die
durch OQ(w) dw? > 0 mit einem quadratischen Differential der Gestalt
(9) beschrieben werden, mit wy wie in h) besagt. Es ist f«(2) dazu Ex-
tremalfunktion zu Problem II*, da andernfalls eine zulissige konforme
Vergleichsabbildung f.. mit grofierem Funktional b( f..) existieren wiir-
de. Und f,. hétte auch ein groBeres Funktional als gewisse f.q, was
nicht angeht, da f.. zuldssige Abbildung bei Extremalproblem II5 ist.

Damit haben wir in Gestalt von f«(2) eine Extremalfunktion zu
Problem II* gefunden, wie in Teil b) des Satzes von §1 beschrieben.
Der Satz ist nun vollstandig bewiesen. ¢

Bemerkung. Durch den Grenziibergang im Beweisteil i) entsteht lei-
der nicht die schérfere Aussage im Satz von §1, daB bei jeder Extremal-
funktion zu Problem IT* der Punkt wy auf der Verbindungsstrecke
von w; und wy liegt, falls Rew; = Rews. An der Richtigkeit dieser
scharferen Aussage ist aber wohl nicht zu zweifeln.
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