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In der Arbeit [7] haben wir mit A. W. M. Dress und D. H. Huson
diejenigen euklidischen Pflasterungen (7, T') klassifiziert, wo eine Bewe-
gungsgruppe I' auf den Flichen der Pflasterung 7 transitiv wirkt. Der
kombinatorische Algorithmus und das Computerprogramm ergaben
auch solche Pflasterungen, die nur in verschiedenen nicht-euklidischen
Réumen realisierbar sind. Die Frage, in welchem Raum eine kombi-
natorische Pflasterung metrisch, d.h. unter einer Bewegungsgruppe I
verwirklicht wird, ist im allgemeinen ein schwieriges Problem. Dabej
kénnen exotische Riume, wie H? x R, 5% x R und andere vorkommen.
Beziiglich dieses Themenkreises verweise ich auf die Arbeiten [13], [14],
[16], [17] und [18]. Ein wertvolles Hilfsmittel zur Beschreibung nicht-
euklidischer Geometrien liefert die projektive Geometrie, die z.B. in
(1] hervorragend dargestellt wird und in [2] mit anschaulichem Inhalt
belegt wird. Wir werden im folgenden die Methoden d%r projektiven
Metrik (vgl. [9], [12]) beniitzen. A [T

Es sei (7,T) eine Pflasterung des hyperbolischen Réumes H®, wo
ein beliebiger Stein 7' von 7 kombinatorisch ein Pentagondodekaeder
mit dem Schlifli-Symbol {5,3} ist. Wir nehmen. an, dafl eine Bewe-
gungsgruppe I' quf den (pentagonalen) Flachen van T transitiv wirkt,
d.h., daf8 fiir je zwei Flichen f1 und f; der Polyeder von 7 (mindestens)
eine Bewegung v € T existiert, die f;-in f, = /fi iberfithrt, so daf
die ganze Pflasterung 7 auf sich abgebildet wird. - Zwei Pflasterun-
gen (71,I'y) und (73, T2) sind in derselben Klasse, sie heiBen kombina-
torisch dquivariant, wenn es eine bijektive Abbildung w: Ty — Ty gibt,
die die kombinatorische Inzidenzstruktur der Kérper, Flichen, Kanten

und Ecken von 7; erhilt und T’y = ¢ 'T1¢ gilt. Mit kombinatorisch
i isomorphen Pflasterungen 7; = 7> kann die Gruppe Iy reich-haltiger
als ' sein, d.h. mit einem obigen ¢ kann Ty > ¢~'T';¢ gelten. Dann
sagen wir: (7;,T) ist ein Symmetriebruch von (13,T9).

Wir interessieren uns fir die Pflasterungen (7,T) von mazimalen
Bewegungsgruppen T' = Aut 7, d.h. die Gruppe I' ist zu der die Inziden-
zstruktur erhaltenden Automorphismengruppe aquivariant. Die Fla-
chentransitiven Symmetriebriiche (7,T1) von (7,T) liefetn dann eine
vollstindige Klassifikation der gewunschten ﬁquivariantegl Pflasterun-

en. L
g In diesem Sinne habe ich in [15] die 43 Klassen der squivarianten
Wiirfelpflasterungen (7w, Tw) des euklidischen Raumes E3 beschrieben.
Hier ist Aut7,, = [4,3,4] = Pm3m eine kristallographische Gruppe,
die von den 4 Spiegelungen an den Seitenflichenebenen des charakieris-
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tischen Orthoschemes C' des Wiirfels erzeugt wird. Im Cozeter-Dia-
gramm,

3
O=—==0-"—0=t_¢
o g1 a2 U3
weisen die Ecken auf die 4 Seitenebenen o; (z=0,...,3) des Ortho-
schemes C hin, wo z.B. ¢y und o1 langs der Kante A; A3 den Keilwinkel
% = I einschlieBen und die nicht eingezeichneten Linien die 3 rechten
Winkel darstellen.
Wir kennen 2 Pentagondodekaeder, die den hyperbolischen Raum

H? regulér auspflastern kénnen [3]. Diese haben die analogen charak-
teristischen Orthoscheme mit den Coxeter-Diagrammen

5 3 3 5
Ci: 0==0—"—0=2=0; &: 0==0—0=0.
90 g1 g2 g3 g9 g1 g2 o3
Diese zwei Orthoscheme haben den eigentlichen (inneren) Eckpunkt A,,
(2.B. im projektiven Modell von H *), da die Teilscheme von oy, o3, o3
sphirische Diagramme mit endlichen Gruppen bilden.
Das gemeinsame Teildiagram

5 3
O O O
Jdo gi o2
kennzeichnet das lokale sphirische Orthoschem um das Zentrum Ajz des
regularen Pentagondodekaeders. Die Winkel T» bzw. £ zwischen den

Simplexebenen o3 und o3 langs der Kante A¢ A4, ergeben die Keilwinkel
2% baw. 2% der entsprechenden Dodekaeder (Abb. 1.1).

Abb. 1.1,
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So haben wir 2 Dodekaederpflasterungen (7x,I'x) (k = 1,2,) von
maximalen flichentransitiven Bewegungsgruppen I'y mit den Darstel-
lungen

Tr =(00,01,09,03 — orl? =1=(oio;)"; 6,5 €= {0,1,2,3}),
1 5 2 2 .
5 1 3 9 . my =4 far I'y,
LD wolmi)i=1|g 3 1 mp| ™o, o5firT,
2 2 mp 1

die entsprechenden Cozeter-Schliflischen Matrizen sind.

In Abschnitt 3 werde ich eine neue unendliche Serie (7,,T'(p,4);
3 £ p, p # 4) von gewlinschten Dodekaederpflasterungen konstruieren,
wo die Parameter (p,4) auf die Anzahl der Nachbarn bei den Dode-
kaederkanten hinweisen. In Abschnitt 4 werde ich analog 3 neue ge-
wiinschte Pflasterungen (7;,I(¢,6); ¢ = 3,4,5) kurz besc}g\relben

*

Als Hauptresultdt haben wir den folgenden 3

Satz. Aufler den 2 Cozeterschen Dodekaederpﬁastcrungen (TL, Tk) gibt
es im hyperbolischen Raum H® genau die unendliche Serie (T,,T(p,4);
3< p, p#4) von Dodekaederpflasterungen sowie die § weitere'n. Pflas-

terungen (7,,T(g,6); ¢ = 3,4,5) wobei jede Bewegungsgruppe r =

>~ Aut7 auf den Flichen der entsprechenden Pﬂfiste'rung'T transitiv
wirkt, und jedes Dodckaeder T von T eigentliche Ecken besitzt.

Im Falle p = 4 gilt Aut7, = T'; > I'(p,4), d.h. ist T'(4,4) nicht
maximal und (74,T(4,4)) ist ein Symmetriebruth von (71,T1).

Natiirlich kénnten wir auch ideale Ecken (auf der Absolutfigur von
H3) mit endlich vielen weiteren Fillen zulassen.

AuBere Ecken wiirden unendlich viele Serien ergeben.

2. Beschreibung der dquivarianten Pflasterungen
durch D-Symbole

Zunichst erinnern wir kurz an einige Begriffe. Hinsichtlich der
allgemeinen Konzeption und 2-dimensionaler Anwendungen seien die
Arbeiten [4], [5], [6] und [8] erwihnt. In [7], [15], [17] sind die'raumlichen
Beziehungen auf Grund der Arbeiten [13] und [16] weiterentwickelt.
2.1. Wir gehen aus von einer kombinatorischen d-dimensionalen Poly-
ederpflasterung T mit ihrer formalen baryzenirischen Untertedung im
Sinne der stiickweisen-linearen Topologic und gelangen so von 7 zur
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Simplezzerlegung C. Ein solches Simplex C' € C hat i-Ecken A;,7 € I :=
={0,1,...,d}, sowie die formalen i- Mittelpunkte einer Fahne der inzi-
lenten d-Korper, ... , i-Flache, ... 0-Eck von 7. Die zu A; nicht inzi-
lente Seitenhyperflache von C sei mit o; bezeichnet, ebenso wie die for-

male Spiegelung, die die Hyperflache o; = Ap.v. Ay punktweise festlafit
ind A; mit dem :-Eckpunkt AJ* des :-benachbarten Simplexes C
vertauscht. Auf diese Weise fiihren wir die auf den Korpern von C frei
virkenden nvolutorischen o;-Operationen und die durch sie erzeugte
freie Cozeter-Gruppe mit der Darstellung

'2.1) Sri=(oni€l—-0ot=1, icI:={0,1,...,d})
sin. Die Formel

N ovo " loio or\oY
2.2) (€7 =(C°) =:(C7)™

reigt unsere Schreibweise, wie Xy auf C von links operiert. Wenn o =
= 0j, ...0i,0;, ein Element von X ist, so gehen wir durch die Simplexe
23) Cl’ Ci , C'%i2% . Cu'r;r...::n'za'.'1 — C”T, Tolald
von C bis zu C79. In das letzte Simplex treten wir durch die -
Seitenhyperfliche (¢;)” von (C)” mit der konjuglerten t-Spiegelung
r 710 ein.

Wir nehmen an, dafl 7 emnfach zusammenhingend ist, d.h. 3y

wirkt auf den d-Korpern von C transitiv, und jede eventuelle Relation
n ¥ kann man aus den vorkommenden Schlingenrelationen

. — Yooy )i (€7D . .

2.4) cC=C i s Celrel e, el

1erleiten. Wir gehen also von C zu C7; kehren dann wir die (d — 2)-
“lache von C7 um, wobel seine j- und ¢-Hyperflichen und die der
2-m;;(C7) benachbarten Simplexe sich treffen; dann gehen wir von C™
sis C zuriick. Die Konstruktion von ¥; héngt von einem Anfangssim-
nlez Cp ab. Verschiedene Anfangssimplexe crgeben aber dieselbe
Sruppe X5 bis auf eine Konjugation.

2.2. Wir fihren gemafl (2.4) allgemein, die Matrizfunktion

2.5) M:C— Niyy, Cw (my(C)); i,jel

sin. Hier ist die natiirliche Zahl m;;(C) minimal bezliglich

. '_ : (Um.)ml'j(c) .

2.6) cloies =C.

Wir koénnten auch m;j(C) = oo zulassen, dann schreiben wir lieber
74;(C) = 0, um (2.6) formal zu erfillen.

¢ L
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Wir haben so die Pflasterung 7 mit C und M durch die verallge-
meinerte Coxeter-Gruppe L;(C, M) nach (2.4) gekennzeichnet. M ist
die verallgemeinerte Coxeter-Schliflische Matrixfunktion mit den fol-
genden zusétzlichen Eigenschaften

(2.7) mij(C) = m;i(C) = mi;(C7);
(2.8) mii(C) =1; mi;(C)=2, wemn [i —j|22;

m;;(C) 23, wenn |1 —j|=1
fur jedes C € Cund 1,5 € I := {0,1,... ,d}.

2.3. Zunachst nehmen wir an, dal 7 eine periodische Pflasterung

ist, d.h. daf eine nicht triviale Gruppe I' auf 7° wirkt, die die kom-

binatorische Inzidenzstruktur von 7 erhalt. Wir setzen voraus, daf T

auf den Korpern der baryzentrische Simplezzerlegung C v&\n rechis frei
x

wirkt, und dabei die o;- Operationen wie folgt erhalt: - i

)
(2.10) (C7)T = (CT) T = (CT), CecC, yel.
Das heift, das y-Bild von C ist das i-benachbarte Simplex von C” bei
seiner i-Seitenhyperfliche (0;)Y. Wir sagen: T ist Gguivariant beziiglich
21(C,M). Die Gruppe I' faktorisiert dann sowohl die Zerlegung C als
auch die Matrizfunktion M. Ein Element von D :=/C/T ist eine I-Bahn
(Orbit)
(2.11) D:=Cl:={C"eC:vyeT}.
Die i-Nachbarschaft oder die induzierte o;-Operation auf der sogenann-
ten D-Menge D wird durch
(2.12) Do =Cc"l .= {C"eC,yeT}
fur jedes 1 € I := {0,1,...,d} erklart. Die induzierte Matrixfunktion
M auf D wird mittels
(2.13) M:D — Nrxr; D (my(C)); CeD; 1,5€l
eingefithrt. _

Damit haben wir zu einer periodischen Pflasterung (T\ ") das D-
Symbol D(%1, M) definiert. Dieses besteht aus einer D-Menge D, die
mit den o;-Operationen von X1 zu einem d + 1-farbigen D-Graph aus-
gestatiet ist, und aus der Matrizfunktion M nach (2.13).

Zum Beispiel hat jede der 2 Coxeterschen Dodekaederpflasterun-
gen (7x,Tx) (k = 1,2 nach (1.1)) das D-Symbol bestehend aus dem
eineckigen Graph mit 4 Schlingen

(2.9)
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[ Xt R , Ol —— —— — — . 09 —, 03!
und aus der Matrix M nach Formel (1.1).
2.4. Wenn wir umgekehrt von einem D-Graph ausgehen, so konnen wir
aus |D| Simplexen nach den o;-Operationen (mehrdeutig) einen Fun-
damentalbereich Fr fur eine Gruppe T’ topologisch zusammenkleben.
Die nattirlichen Forderungen, entsprechend zu den obigen Formeln,
-ermoglichen dann die Erzeugenden und die definierenden Relationen fir
T’ bisauf gewisse freien Parameter einzufiihren. Diese Freien Parame-
ter beschreiben die moglichen Matrixfunktionen sowie die Simplexzer-
legungen C der moglichen Pflasterungen 7 mit ihrer verallgemeinerten
Coxeter-Gruppen 2;(C, M). Die allgemeine topologische Konstruktion
ist auf Grund [13] in [7] und [15] beschrieben.

In Abschnitt 3 wird genau dieses inverse Problem illustriert wer-
den. Hier erwéhnen wir noch einige Satze.
2.5. Bemerkungen. a) Zwei Pflasterungen (Tl,l"l) und (72,T2) sind
genau dann dquivarient (siehe Abschnitt 1), wenn ihre D-Symbole iso-
morph sind, d.h. wenn-es eine Bijektion :

(‘7 14) w: ’Dl(EI, — DO(ZI,JWQ) D1 — D2 = Dw

gibt, die die entsprechenden oi-Operationen und die Matnxfunktlonen
erhilt: ‘

(Abb. 1.1)

(D7)? =(DY)” 7% = (D)™

und (mi;(D1)); = (mi;(DY),-

b) (71,T1) ist ein Symmetriebruch von (72,T2), wenn es eine Sur-
jektion ¢ mit (2.14) und (2.15) gibt (Abb. 1.1).

Um zu entscheiden, ob a) oder b) oder kein weder a) und b) gilt,
hat D. Huson (im Druck) effektive Computerprogramme entwickels.

¢) Ein Teilsymbol D;j(Ti;, Mij) von D(Z1, M), bestehend aus
einer Komponente des Teildiagrammes mit :- und j-Operationen und
aus der entsprechenden Minorfunktion, beschreibt eine 1-dimensionale
Pflasterung (7;;,Ti;). Hier ist Ty der Stabilisator der entsprechenden
(d — 2)-Fliche von C und damit jeder (d — 2)-Flache in ihrer I'-Bahn
(bisauf Konjugation) in der Gruppe I'.

d) Analoge Behauptungen gelten fir die Komponenten der k 4 1-
farbigen Teilsymbole von D(Sr, M) (1 £ k £ d) und fiir k-Pflasterun-
gen.

Da die 1- und 2-dimensionalen Pflasterungen mit ithren Gruppen
“wohlbekannt” sind, haben wir die Hoffnung, diese fiir die Dimension 3

(2.15)
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induktiv beschreiben zu konnen. Die Schwicrigkeiten scheinen aber sehr
grof} zu sein.

3. Die unendliche Serie (7,,I(p, 4); 3<p)

3.1. In Abb. 3.1 sehen wir den D-Graph D mit den mvolutonschen
Permutationen ( Transposxtlonen)

o
L

Abb. 3.1-3.2.
oo (1)(2,3)(4,5) - vener
o1 LAEAG) ———— a5 (VDEAE)

gelistet von unserem Computer, wo z <+ D, (z = 1,2,3,4,5).
Wenn wir das Teildiagramm Dyp;3 =: D? nach Weglassen der Kan-

(3.1)
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ten der o9-Operation studieren, finden wir eine Komponente. Das be-
deutet nach 2.5. d), daf die dem D-Symbol entsprechende (kombina-
torische) Pflasterung (7,T') flichentransitiv ist. In Abb. 3.1 wird auch
der aus 5 Simplexen zusammengeklebte Fundamentalbereich

Tr =AsAs AJAG® U A3 Ay AP AL U A3 A, A28 4340

3.2 °
(3:2) UAsdp AP AQ* U 4342 AP AS =: | ] Dy
k=1

mit den flachenidentifizierenden Erzeugenden fiir die Gruppe I' angege-
ben. Diese sind die Spiegelungen:
mg an der Fliche A3A4,4], wie D7* = Dy zeigt;
und m;: AgA}A(lf nach D? = D;.
Ferner haben wir die “Drehung”
r: AgAg?AS — A3 ASASY nach DZ* = Ds, DI = D,
und nach mga(Dy) = 2 (k = 2,3,4,5) d.h. der Stabilisator To2(Dy)
der Kantenklasse (A}® A3, A3 43) ist trivial, wie die Teilpflasterung zu
Do2(Dr) (k = 2,3,4,5) zeigt. Erzeugenden sind ferner
Moy : A3A2Ag nach DJ! = Ds;
ms: AJAZAS*AS nach D% =D (fir jede D € D)
und nach mog(D[) = mlg(Dk) = 2 (E = 2,3,4,5 bzw. k = 1,2,3,4),
wie zuvor.

Die Relation (mgmi)? = 1 ist eine Folgerung aus mg2(D;) = 2.
Ferner gelten (mom3)? = 1 und (mym3)? = 1 nach mo3(D;) = 2 und
77113(D5) = 2.

Weitere Relationen fiir I werden mittels
(3.3) mo1(D) =5, m2(D)=3 (D€ D)
festgelegt, da wir Pflasterungen mit Pentagondodekaedern wollen. So-

mit bestehen die Relationen
momy =1 (so my = my) nach me(D) = 5;

ferner myrmar~! = 1 nach mia2(D1) = myg(Dy) = mya(Ds) = 3,

und r® = 1 nach mya(D3) = mya(Dy) = 3.
- Wir haben weiters
ma3(D1) = p und ma3(D2) = ma3(Ds) = 2z,
ma3(Ds) = mas(Dy) = 2y,

was unmittelbar zu den Relationen

(3.4)
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(3.5)  (mim3)? =1, (mgrmsr™! )I = 1= (marmar™! )y sor =y

fithrt. Damit haben wir die zwei freien Parameter (p,2z),3<p, 2 < ¢
fur " und die Darstellung

(3.6) T(p,2z)= (mo,ml,mg,r —1= mg = m% =mi=r=

= (mom1)? = (mema)® = (mim3)? = myrmer™" = (marmar™! )z)

durch die Matrixfunktion M nach (3.3-5).

3.2. Nun untersuchen wir die Teilsymbole von D(X1, M) mit 3 Ope-
rationen und die zu thnen gehérenden 2-dimensionalen Pflasterungen,
um die Stabilisatoren der Eckenklassen des Fundamentalbereiches Fr
zu bestimmen. -

Abb. 3.2 zelgt den sphérischen Fundanlentalberelc}g fir den Sta-
bilisator I'g12 = T'(43), der zum Teilsymbol D3 := DOIQ(EOH,MMQ)
gehdrt. Die Gruppe I'(As) = [31,4] & m3 hat 24 Elemente und
transformiert das Pentagondodekaeder T' des Zentrums As in sich. Die
sphérische Gruppe m3 hat eine Signatur (-+,0;[3]; {(2)}) im Sinne von
[10], [11], [20].

Hier ist die Faktorfliche S?/m3 ~ F_3 orientierbar (+) mit
Genus 0. Sie besitzt ein singulires 3-Rotationszentrum, wie wir in
Klammer [3} des Symbols finden. Sie besitzt auch ein Randkomponent
mit einem 2-Diederzentrum, wie {(2)} im Symbol zeigt.

Kein Problem gibt es mit dem Stabilisator I'(A}) = T'g23(Al), der
zu Dyag (Dl) gehort. Das ist ebenfalls eine endliche sphérische Gruppe
(2,p] = Bm mit Signatur (+,0;] J;{(2,2,p)}) (Abb. 3.2). Der Sta-
blhsator I‘ogg(A§3,A45) gehort zu Doz (D) (k= 2,3,4,5) und ist eine
sphérische Gruppe xm = [z] mit Signatur (4,0 ,[ ] {(z,z)}) (Abb.
3.2).

Eine zentrale Rolle spielen die 0-Eckenstabilisatoren. T'yp3(Ag%, A7)
gehort zum Teilsymbol Diaz(D1, D2, Ds). Die entsprechende 2-dimen-
sionale Pﬂasterung (Abb. 3.2) besitzt die Signatur (+,0; [ ] {(2,z,p)})-
T123(A43*) wird durch Djq3(D3, Dy) und die entsprechende 2-Pflaste-
rung (Abb. 3.2) beschrieben. Die Signatur (+,0;[3]; {(z)}) zeigt, daB
T'123(A3Y) nur im Falle z = 2 eine spharische Gruppe m3'= [3+,4] der
Ordnung 24 ist (Abb. 3.2). Dann ist aber T'y23(A5%, A}) = [2,p] =: Em
eine sphérische Gruppe der Ordnung 4p.

3.3. Das Hauptproblem ist, ob die obigen unendlich vielen Fille in H®
realisierbar sind, oder nicht. Die Antwort ist ja.
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Abb. 3.3-3.4.

Zunichst konstruieren wir den sogenannten Spitzenwiirfel oder
Lambert-Wiirfel (Abb. 3.3), mit 3 Keilwinkeln von 7 an 3 schiefen Kan-
ten und mit rechten Winkeln bei den anderen. Das wird zur metrischen
Konstruktion von Fr in Abb. 3.1 notwendig und hinreichend sein.
Wenn wir namlich 3 Bilder von Fr um die “Drehachse” kombinatorisch
zusammenkleben, dann haben wir einen wiirfelformigen Fundamental-
bereich. Fy(p) fiir cine durch 6 Spiegelungen erzeugte Gruppe Tw(p)
mit” dem Coxeter-Diagramm in Abb. 3.3. Gebrochene Linien weisen
auf dic gemeinsamen Lotstrecken der entsprechenden zwei Ebenen hin.
Die metrische Existenz eincs solchen Wiirfels in H® ist wohlbckannt.
Eine cinfache Konstruktion, wie folgt, beruht auf dem Vektormodell
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von H* [12].
3.4. Wir gehen von der folgenden Mairiz
1 — cos % 0 0
(bij): —cos% 1 ., —cht 0 .
(3.7) 0 —cht 1 —cos 7
0 0 — cos% 1

=((b%;b’)) (3SpeN;0<teR)

aus, die wir als eine Cozeter-Schlafli Mairiz betrachten. Dann definie-
ren (b'7) die Skalarprodukte der linear-unabhangigen Formen b°, b*, 62,
63 des dualen Raumes V, eines 4-Vektorraums V* iiber dem Korper R
der reellen Zahlen.

Wir kénner nun mittels (b¥) ein Skalarprodukt
(3.8) - (; ):VaxVi— R, ()= wmy%pwﬁh
zunachst im dualen Raum V4 definieren, wobei wir die Emstem—Schou—
ten Konventionen benutzen. !

Sei {ag,a;,ay,a3} in V* die duale Basis zu {6°,6%,6%,6%} d.h. es
gelte .
(3.9) a;b’ = §7 (das Kronecker-Symbol).
Wegen : /
(3.10) Det(b) = (1 — cos” %)2 — ch®t = B <0,
kénnen wir die inverse Matrix
(3.11) (a;;) = ()7 mit apb® =6}
bilden, und ein Skalarprodukt '
(3.12) (;):VEx VSR, (xy) = (zlagy'a;) = glayy’
in V* definieren.
Die lineare Polaritat und ihre inverse Polaritdt

*:V——>V4:us—>u*:u; 3
(3.13) L) Ve \
(): Vs Vyixe=x* =g .
sind tber : . ] - ‘
ui=u, = (b'u;). = u;bl = u;b’a; bzw.
r=x"= (< al) afzi = bFay;zt

definiert. In Zusammenhang mit den Gleichungen
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(3.14) (x;u) = xu = (r;u)
konnen wir die Vektoren und Formen und ebenso Vs und V* kanonisch
identifizieren.

Wir kénnen den projektiv metrischen Raum PUVE VL (),
nun wie iblich, iiber die Teilraumstrukturen von V4 bzw. V4 mit Skalar-
produkt ( ; ) definieren. Eine Ebene (u) ist mit einem Punkt (%) inzi-
dent, oder (u) und (r) sind orthogonal, oder (x) und (u) sind konjugierte
(polare) Punkte in P?, wenn 0 = xu = (; u) = (x; u) gilt.

Dieses ( ; ) hat nach (3.7) die Signatur (+++—), sodaB wir eine
hyperbolische Metrik haben. Punkte (x) mit {(x,%x) < 0 und Ebene (u)
mit (u;u) > 0 definieren die eigentlichen Punkte bzw. Ebenen des hyper-
bolischen Raumes H® C P3. Die idealen Punkte (x) und ihre Polaren,
die idealen Ebenen (z) werden iiber 0 = (x;%x) =xr = (5;z) erklirt. Die
Pole von eigentlichen Ebenen und die Polaren von eigentlichen Punkten
sind die dufleren Raumelemente von H3.

Die Enifernung s der eigentlichen Punkte (x) und (y) ist durch

(3.15) chs = ~(xy) [ ((xx) - (r53))'/* > 1

wohl definiert; ebenso der Winkel a der eigentlichen Ebenen (u) und
(v) durch

(3.16) cos o = —(u,n)/((u; u) - (o 0))!/2,

Die Bewegungsgruppe von H3 C P3 wird durch Spiegelungen an
Pol-Polaren Paaren erzeugt. Die Gleichungen

- 2(x; p)
o(p,p): X x— : ;
(3.17) 9<EW
iy — p 2 P)
(p; p)

definieren die Spiegelung fiir Punkte bzw. Ebenen. Eine Spiegelung ist
involutorisch und sie erhélt das Skalarprodukt ( ; ).
3.5. Wir kehren zum Spitzenwirfel im Cozeter-Diagramm in Abb. 3.3
zurick. ‘ : .
Es seien iiber Formen b°,b!, 62,63 nach (3.7) die Seitenflachen
eines Simplexes von H® C P? dargestellt. Aus den Formeln (3.15-
16) ersehen wir, daB die Winkel zwischen (6°) und (6') sowie zwischen
(62) und (63) gleich = sind. Die Entfernung der Ebenen (b!), (62) ist
unter Beachtung von (3.15-16) genau der Parameter . Die anderen
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rechten Winkel werden ebenfalls durch unsere Formeln realisiert. Die
duale Basis {ap,a;,a2,a3} zu {b*} kennzeichnet die Eckpunkte unseres
Simplexes. Wie die symmetrische Matrix

(318) (ai5) = ({2 27) = (69)

mit 1
P 1 . ,x
dgo =aggz = ——(sm — —ch t) >0, ay; =az, = =sin® — < 0,
=B » 1 =an =3 »
1 T ™ 1 T
Qg1 =ag3 = 3 cos —sm . — <0, Aoz =013 = 3 cos —cht < 0,
L os? Teht < 0 Leht <0
Qg3 =-—= CcO0S~ —ch , a0 =—cht <
3T g > 12 g
7 B = sm4 — —ch?%t :

zeigt, hegen die Eckpunkte (ag) und (as) auBerhalb dek\ Absolutfigur
von H?, (a;) und (az) sind eigentliche Punkte. Die PoIarebenen (as)
und (ao) sind eigentlich. Wir erfillen alle Forderungen des Coxeter-
Dlagrammes in Abb. 3.3, wenn der Winkel £ zwischen (ao) und (as)
genau ; 1st. Dazu miissen wir den Parameter t noch geeignet wahlen
Nach (3.16) und (3.18) folgt die Bedingung

cos?l Zcht

m 1
€os — = —aoa/ '(aooasa) /2 _“,
P ch?¢ — sin? >

3 1/2
(3.19) also cht = Ecos T + (1 — = cos? —> > 1,
2 p 4 p
wenn 0 > cos Z(cos z 1), dh. p 23 gilt.
b p :

Wir kénnen nun leicht nachpriifen, daff die Entfernung zwischen den
Ebenen (6°) und (ag) und ebenso zwischen (6®) und (a3) unser be-
reits fester Parameter ¢ ist. Nach unseren vorigen Uberle:runo en ist das
gewtinschte hyperbolische Pentagondodekaeder damit konstruiert. In
Abb. 3.4 haben wir sein Bild in stereographischer Pro Jektlon dargestellt.
Bei den fetten Kanten haben die Keilwinkel die Gréfle “~ bei den
anderen sind es rechte Winkel. 3

4. Die Pflasterungen (7,,T(q,6);¢ = 3,4, 5)
4.1. In Abb. 4.1 ist der D-Graph mit
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Abb. 4.1.

0p: (1,2)(3,4)(5,6)(7,8)(9, 10) --c---
o1 (1,10)(2,3)(4,5)(6,7)(8,9) - - -
: (1,2)(3,6)(4,5)(7,10)(8,9) _—
: (1,6)(2,5)(3,4)(7,10)(8,9)

angegeben, der mittels Computer bestimmt wurde. Fiir die gewiinsch-
ten Dodekaederpflasterungen haben wir die Matrixfunktion:

mo1{D) = 5, my2(D) = 3 fiir jedes D € D;
ma3(D1,D2,Ds5,D4,D3,D6) =3s, 1Zs;
mzs(D'r,Dm) = mzs(Ds,D9) =¢, 3%¢g;
moz(D) = mo3(D) = m3(D) = 2 fiir jedes D € D

mit den freien Parametern (g, 3s). Abb. 4.1 zeigt einen entsprechenden

(4.1) i

L&)

ag

[~

(4.2)
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Fundamentalbereich Fr fiir die Gruppe I. Ebenso wie in Abschnitt 3
konnen wir die Erzeugenden

ri: Az A" AR — Az AT ALY

ra: AgASTASS — Az A AL,

T3: A3A301A39 — A3A37Agg durch o5, ferner

r: A ACTARR AP AST — AP AST AL AZ AN Gurch oy

emfithren. Die definierenden Relationen fur I' sind

1=r? =93 =713 =rgrpr; =% = (rr3)? =

(4.3)

(4.4) L s
=(ryrrarry r)” nach (4.2).

Die wesentlichen 0- Eckenstabilisatoren nach Diaz sind:

(45) - Tu2(45°) = (+,0;[¢,3,2];{ }) (Abb. 4.1b\,

(46) I‘123(A(:Zl)017Ag71 Ags’ Ags) = (+7 07 [‘L 31"9]; { }§) .

Beide Fundamentalbereiche stellen nach [10], [20] oriéntierbare (+)
Flachen mit Genus 0 dar. In den obigen Flichensymbolen sind die sin-
gulare Rotationszentren in Klammern [ ] aufgezihlt. Die Gruppe (4.5)
ist genau dann endlich (sphérisch), wenn g = 3,4, 5 ist. Fiir die Gruppe
(4.6) kénnen nur die Fille (¢,s) = (3,1),(3,2),{4,2),(5,2) auftreten.
Der Fall (3,1) fithrt zu einer nicht-maximalen Pflasterung (7,T) im
spharischen Raum S$2®. Die anderen Fille mit s = 2 fithren in der
Tat zu hyperbolischen Realisierungen, wie di¢ folgenden uberlegungen
zeigen. - ,

4.2. Wir beginnen mit dem Stabilisator

(4.7) To12(A3) = (+,0;(2,3,3); { }) = [3,3]" = 23

der Ordnung 12, der eine sphirische Rotationsgruppe liefert. Diese
wirkt auf den flichen des Dodekaeders einfach transitiv (Abb. 4.1 un-
ten in der Mitte). In der {iblichen Darstellung fithren wir zunichst die
euklidischen Koordinaten A% (z,y, z), AZ*(a, —y, —z2), Af"(y, z,z) fir
die 23-Bilder, 43(0,0,0) fiir den Aufpunkt ein (Abb. 4.1). A!%(z,0,0)
ist ein Punkt der ri-Rotationsachse, A¥¥(a,a,a) kennzgichnet die r3-
Rotationsachse, A§°(b, —b, b) liegt auf der Achse der 3-Drthung ry. Die
recllen Zahlen 0 £ |z| £ y £ 7; 0 < a,b werden spater geeignet gewahlt
werden. Nun fiihren wir in diesem euklidischen Raum die Einheitskugel
mit dem Zentrum A4; ein, die das Cayley-Kleinsche Modell der hyper-
bolischen Raumnigeometrie realisiert. Zu den euklidischen Basisvektoren
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e1, e, e3, fuhren wir formal einen neuen Basisvektor ey ein, um einen

reellen Vektorraum V* aufzuspannen. Fur beliebige x = z'e; und
¥y = y’e; definiert die Formel
(4.8) (xy) =—2"’ +a'y' + 2%’ + 2% e R

ein Skalarprodukt der Signature (+,+,+,—). Uber die Teilraumstruk-
tur von V* gewinnen wir den projektiv-metrischen Raum P3(V4((;)),
in den der hyperbolische Punktraum

(4.9) H®:={(x) c V' (x;%) := —2%2° + 2’2" + 272 4 232% < 0}
auf libliche Weise eingebettet wird (vgl. 3.4). Mitz=z'/z%, y = 22/z",
z = 2% /2% in (4.9), stimmt H?® in der Tat mit der euklidischen Ein-
heitskugel iberein. Der zu V* duale Raum V, kennzeichnet die Ebe-
nen von H®. Wir beniitzen, dafl die euklidischen Bewegungen um das
feste Zentrum A3 genau die entsprechenden hyperbolischen Bewegun-
gen des Modells darstellen und ferner die Geometrien der Spharen in
den Raumen S®, E3, H® alle isomorph sind. Zur Konstruktion des Fun-
damentalbereiches 71 der Gruppe I'(g,6) in H? fiihren wir die Punkte
mit den zugeordneten Vektoren

Az ~¢(1,0,0,0), Af® ~ ap(1,a,a,a),
(4.10)  A§° ~ b(1,b,-b,b), A" ~x(1,z,y,2), A? ~ d(1,z,0,0),
A%~ x (1,2, -y, 2), AST ~xT = xrlrﬂ—l(l,y,z,z)

ein. Nun wollen wir die Achse A3°A3* der Halbdrehung r im Sinne

der Formeln (4.3-4) bestimmen und damit die die Gruppe I'(g,6) kenn-

zeichnenden Parameter a,z,y, z fur ¢ = 3,4 und 5 festlegen.

4.3. Wir wollen nun die Formel fir eine Geradenspiegelung im unseren

Modell von H* entwickeln. Es seien (ag) und (a;) zwei eindimensionale

Unterrdume von V%, welche als Punkte in H? interpretiert, eine Gerade

r = (ag)(a;) festlegen. Die Spiegelung oder Halbdrehung um die Achse

r wird durch die synonym bezeichnete Abbildung

(4.11) riy =y ~y—2(y;a.)a*fag o, 8 € {0,1},

WO
: Gap = (ag;ap), (a®F):=(anp)™?

mit dem Skalarprodukt (4.8) erfafit. Mit der Summationskonvention

gilt

(4.12) 0yea™f = 65 (das Kronecker-Symbol)

fiir die reguldren 2 x 2 Matrizen.
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In der Tat ist die Abbildung r nach (4.11) involutorisch und die
Punkte (ay) (y = 0,1) der Achse werden gemash

ay —+ ay — 2(ay;a.)afag = ay —2a,qa*Pa, =
— 580, = _ =
=ay—2-blag=a,—2a, = —a,

auf sich abgebildet, gleiches gilt fiir die anderen Achsenpunkte. Ein be-
liebiger Punkt (u) der polaren Geraden der Achse wird mittels {(u,a,)=
=0 (v = 0,1) festgelegt.
Nun definieren wir einen Achsenpunkt mit Hilfe von
T4y y+z r—+ z)
2 2 2 )

(4.13) ao(l,a,a,a), einen weiteren mit a; (1,

Dann gilt ersichtlich nach (4.11)

(4.14) x(l,'/x‘, y,z) x"(1,y,z,x), also Aém W AéT' :
Hiermit wird die Matrix (aqy) mit S
: 2
aoo —_—(ao; ao> = -1 3(12 < O, “1

(4.15) %1 =a10 =(ag;a) = ~I+a(z+y+z) <0,

o =) = ~1+4 {9 +(y 4 + (242} <0

definiert, deren Determinante /

(4.16) A = agoarr — (a12)? < 0

ist. Die inverse Matrix (a®f) wird durch ,

(4.17) a® = %au, a'® =4 = ——jl—am, o'l = %(100
bestimmt. Die Forderung in (4.3) )

(4.18) CAP D AP dh X7 (1, -y, —2) b(1,b,—b,b)

fikrt mit (4.11) zu zwei Gleichungen, welche besagen: Der Bildvek-
tor x™" hat eine gleiche erste und dritte Koordinaten, wihrend zweire
Koordinate zur ersten negativ gleich ist.

4.4. Nun kehren wir zu den zwei letzten Relationen aus (4.4) zuruck,
die uns die dritte und vierte Gleichung liefern. Die Relation 1 = {(rr3)?
ist geméaB der sphérischen Geometric (siehe die Dreiecke 8) (3 in Abb.
4.1) erfiillt, wenn fiir den Winkel bei AR®

T

4.19 cos A3 A3° A3 4 = cos[(c) ag)(a;)4] = cos — /sin
0 A1 7

W =

gilt.



Klassifikation der hyperbolischen Dodekaederpﬁasterungen 131

Mit s = 2 bedeutet die Relation 1 = (ryrryrr3 )2, daf die Halb.

drehungsachse vy zur Bildachse 72 '™ wm Punkt A1 ~ d(1,z,0,0) senk-
r—l
recht ist. Da A34 27 Al? gilt, missen wir das ry 'r-Bild des Punktes

Ag® berechnen. Wir sehen, daf

1 .
ao(1, a,a,a) rs ap? 1(1,—a, —a,a) —— ap? " = aj
nach (4.11) bestimmt werden kann, doch leistet das folgende Lemma,
wertvolle Dienste:
Lemma. Sind (bo), (by), (b2) die Eckpunkte eines hyperbolischen
Dreiecks und ist By der Winkel beim, Eckpunkt (by), so gilt die Glei-

chung

bﬂl bZO - bOObZJ

v/ (boobzs — b2, )(booby — b3.)
mit der Matriz (b;;) = ((bi; b)), 7,5 € {0,1,2}.

Den Beweis kénnen wir im Sinne von (12] leicht ausfithren. Tat-
sachlich drickt (4.20) gerade den Cosinus-Satz fiir die Dreiecksseiten
S01, 12, So2 aus, wenn wir den Zihler und den Nenner durch

Vboobooby11by; dividieren. Wir erhalten dann nach (3.15) in der Tat

Ch501 -ch S0z — ch S192
4.21 = .
( ) cos lBO sh So2 - Sh801 O

(4.20) cos ffg =

Wir wenden nun (4.20) zuerst auf das Dreieck (ag)(a;)(c) an.
Dann liefern (4.19) und (4.20) mit (4.10), (4.15), (4.16) unsere dritte
Gleichung

T _ (Slta(e 4y 4 )(=1) - (=1 4 3a2)(~1)
3 VIEI+3a) ()= (-7 4

Sie reduziert sich auf die besonders einfache Gleichung

(4.23) 2(cos g)\/qz&z—(m—i—y—l-z).

(4.22) cos Z/sin
q

Eine ahnliche ﬁberleg;ung fiir das Dreieck (d)(e)(ay), mit dem
rechten Winkel bei (d), fithrt zur Gleichung

(4.24) —zag’ +a! =0,
—1
1 : - : Ty T
wo a3 die nullte, a¥! die erste Koordinate des Vektors aj := ag?
bezeichnet.
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4.5. Damit haben wir fir die vier Unbekannien

. 3
a,T,y,z mit 0<a<%, y—z 20,

y+2z20, z—y20, 1—(z>+y*>+2%) >0,
(y1 z) # (030) (yvz) # (.’E,.’E) und (yvz) # (Ia ——J:)
‘vier komplizierte algebraische Gleichungen gefunden, von denen zwez in

(4.18) stehen und je eine in (4.23) bzw. (4.24) angegeben wurde. Dieses
System ist zu l6sen mit den Parametern g = 3,4, 5.

(4.25)

Ein wichtiger Grenzfall liegt fiir ¢ = 6 vor und besitzt die Losung

/3 V15++/3 VIE—V3 1
(4.26) a=-— z=-——— y=——7—,1 2=0.
: 3 6 6 B
Dies fiihrt zum reguliren Pentagondodekaeder mit fdealef‘; Eekpunkten
auf der Absolutfigur. Dazu gehort das Coxeter-Diagrammi
5 3 6 .
O===0 O 0.
0 1 2 3

Dies bedeutet: Jeder Keilwinkel des Dodel,éeders ist 27 /6. Die
Gruppe I'(6, 6) ist nicht maximal und wegen der idealen Eckpunkte aus
den Untersuchungen ausgeschlofien. Jedoch hilft sie bei der Compu-
terlosung des obigen Systems. '

Ich danke meinem Neffen Andrds Sziics (18) fur die Compu-
terlésung durch “EUREKA: The Solver”. Wir haben die folgenden

Resultate bekommen:
q=3: a=0,43179031; (b‘: 0,52258057); .
z = 0,88826347, y=0,24479189, =z = —0,13507366.

q=4: a=0,51596916; (b=0,55918439); \
z =0,92191361, y = 0,30668816, == —0.069738281.

q= 5: a=0,55529221; (b= 0,57149464);
z = 0,93073512, y=0,33816666, == —0.027537192.
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Abb. 4.2.

Bemerkung. Der Bahnenraum H*[T(q,6) ~ Fr in Abb. 4.1 kann
durch den Knoten in Abb. 4.9 dargestellt werden. Die numerierten
Linien bezeichnen die Drehachsenklassen mit ihren Ordnungen. Die
Knotenpunkte weisen auf die entsprechenden Eckenklassen von Ft hin.

5. Die Vollstindigkeit der Klassifikation

- Wie in Abschnitt 2 erwihnt, lieferte unser Algorithmus in [7]
alle kombinatorischen flichentransitiven Pflasterungen, wo die Stabi-
lisatoren der Koérper, Flichen, Kanten und Ecken (1"") der Plasterung
T endliche (sphirische) Gruppen sind. A

Fir die Pentagondodekaeder-Pflasterungen miissen wir diejenigen
D-Symbole D(Z;, M) (bis auf D-Isomorphie) auflisten, wo
I=1{0,1,2,3}, die Dimension d=3 ist
und die Matrixfunktion M: D — N rx1 (beschrieben in Abschnitt 2)
den folgenden zusétzlichen Forderungen 1)-4) geniigt:
1) mo1(D) = 5, mia(D) = 3 fiir jedes D € D, denn Jjeder Pflaster-
stein T von 7 ist ein Pentagondodekaeder.
2) Die wichtigen Matrixkoeffizienten ma3(D) (D € D) sind so auszu-
wahlen, daf die Teilsymbolkomponente von D!, gewonnen durch
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Streichen genau einer i-Operation ¢ € I, mit den verblicbenen drei
Operationen je ecine sphérische Pflasterung endlicher Gruppe I'
darstellt.

3) Das Teilsymbol D?, d.h. mit 0-, 1-, 3-Operationen, besteht aus
einer einzigen Komponente, welche den Flichenstabilisator I'2 bis
auf Konjugiertsein kennzeichnet.

4) Das D-Symbol D(Zr, M) gestattet keine solche Abbildung auf
ein kleineres D-Symbol D, die die o;-Operationen i € I und die
Matrix-funktion erhalt. Dies bedeutet, dal die Gruppe I' maxi-
mal ist, also der Isomorphismus I' = Aut 7 besteht.

Geometrisch ausgedriickt, miissen wir diejenigen simplizia.l Zusamimen-
geklebten Fundémentalbereiche F auffinden (bis auf aqulvamante Mod-
ifikation), wo l\

a) die Simplexe in F mit 0-, 1-, 2-, 3-Labellieru1"1‘gen \iiérsellen sind;
b) die mit 3 labellierten Flachen der Simplexe eine peﬁta_gonale Fia-

che eines kombinatorischen Dodekaeders (eventuell von beiden
Seiten her) stiitzen;

c) die Flichenidentifikationen des Fundamentalbereiches F eine sol-
che Gruppe I' erzeugen, wo alle Stabilisatgren der'0-, 1-, 2-, 3-
dimensionalen Simplexelemente endlich sind;

d) die so gewonnene Gruppe I' zu der Automorph_lsmengruppe der
Pflasterung aquivariant ist.

Schlieflich kommen wir zu einem Kriterium tiber die Realisierung
im Bolyai-Lobatschewskischen hyperbolischen Raum H®: Die kombina-
torische Pflasterung (T,T) muf in H® metrisch sein, d. h _mitiels einer
Bewegungsgruppe T realisiert werden kénnen.

Die Forderung der Maximalitat hatte die relativ-wenigen Fille
impliziert.

Zum Beispiel ist in Abb. 1.1 die Pflasterung, die zum Fundamen-
talbereich AgA2A;A4; und der Rotationsgruppe I'; mit b- symbol D;
gehort, nicht maximal, wie dies auch die Abbildung Drs— D, zeigt.
Viele analoge nicht-maximalen Fille konnten mit Hilfe des Computer-
programms von D. Huson ausgeschloBen werden. Diese Fille konnen
durch unsere maximalen Pflasterungen auch reproduziert werden.

Damit ist der Hauptsatz vollsténdig bewiesen. ¢
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