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Abstract: The three-dimensional real space with the infinitesimal metric
form ds? = dz dy is called a simply pseudo-isotropic space I:gl)p. The metric
of this space is induced by an absolute {w, f1, f2, F}, where f1, f2 are two
real lines in the plane of inﬁnity' w and F is their point of intersection. A
cyclide of order 3 in Igl)p is an irreducible non-cylindric algebraic surface of
order 3 that intersects w only at f; and f;. Cyclides of third order have 5
main-typesin I §1) ?_ In this paper we continue and conclude the investigations
in [5], giving a complete classification of third-order cyclides in I_.gl)p. We give
normal-forms of all cyclides and geometrical interpretations of the remaining
form-parameters in their equations.

1. Einleitung

Es bezeichne P; den dreidimensionalen reellen projektiven Raum,
w eine Ebene in P; und A; := P;\w den zugeordneten affinen Raum.
Ein affiner Raum Aj; heifit ein pseudoisotroper Raum Iél)p , wenn in ihm
eine Mafbestimmung iiber die Absolutfigur {w, fi, f2, F'} induziert wird,
wobei fi, f; reelle Geraden aus w mit dem Schnittpunkt F' bezeichnen.
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Die Geometrie dieses Raumes wurde erstmals von K. Strubecker in [17]
studiert. Ersetzt man die reellen Geraden fi, f2 durch zwei konjugiert-
komplexe Geraden in w mit dem reellen Schnittpunkt F, so gelangt
man zum isotropen Raum I:gl), dessen Geometrie ausfiihrlich in [18]-
[23] betrachtet wurde. Eine lehrbuchmaflige Darstellung findet man in

der Monographie [11] des Jubilars.
Im folgenden bezeichnen wir mit (z,y,2) affine Koordinaten in

Iél)p und mit (2 : 1 : z2 : z3) die zugehorigen projektiven Koordina- .
ten. Es ist dann #blich, die Absolutfigur {w, f1, f2, F'} durch
(11) w... 2g=0, f1... zg =2, =0,

fa... zg=22=0, F(0:0:0:1)

festzulegen. Die direkte projektive Automorphismengruppe Gg von {w,
f1, f2, F'} ist achtparametrig und 148t sich beziiglich (1.1) in affinen
Koordinaten durch

T =a;+ axzx
(12) g = as + asy

z=uas+asx + ary +asgz
beschreiben. (1.2) enthalt zwei wichtige Untergruppen (vgl. [11, 24]) ,
namlich die sechsparametrige pseudoisotrope Bewegungsgruppe B61 P

(1.3) g=bs+ 3y
Z=by+bsz+bsy+2z mit p#0
bzw. die fiinfparametrige Grenzgruppe Gs
T = bl + i
(1.4) ¥="by+y
Z = by + byz + bsy + z.

Eine Ebene ¢, welche f; (f2) enthéit, heiflt vollisotrop von erster
(zweiter) Art. Eine Ebene ¢ mit F € ¢, aber f1 ¢ ¢, fo ¢ ¢ heifit
isotrop. Eine Gerade g mit dem Fernpunkt F heifit vollisotrop. Alle in
folgenden verwendeten Begriffe aus der isotropen Geometrie konnen in
[11] nachgelesen werden.

Unter einer Zyklide §. Ordnung des pseudoisotropen Raumes ver-
steht man eine reelle irreduzible nichtzylindrische algebraische Fliache
3. Ordnung, welche die Fernebene w nur nach den beiden absoluten Ge-
raden f; und f, schneidet. Hierbei ist die eine absolute Gerade eine
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einfache Gerade, und die andere absolute Gerade eine Doppelgerade
beziiglich des Schnittes mit w (zo = 0). Reelle Zykliden 3. Ordnung
lassen sich im (gewdhnlichen) isotropen Raum Igl‘) in dieser Weise nicht
definieren. Zykliden 4. Ordnung des Iél) bzw. des I:,(.l)p wurden hinge-
gen ausfiihrlich studiert von M. Husty und O. Réschel (vgl. [1]-[4]), von
D. Palman (vgl. [6]-[9]) und von H. Sachs (vgl. [11]-[13]). Die Zykliden
3. Ordnung des Iél)p lassen sich in der Gestalt

(1.5) 2y + pa(z,y,2) =0

darstellen, wobei ps(z,y,z) ein Polynom vom Grad 2 in z,y und z
bezeichnet. Ziel dieser Arbeit ist die Fortsetzung und der Abschlufl
der in [5] begonnenen Klassifikation der Zykliden $. Ordnung ®®) des
Iél)‘p , d.h. der Beschreibung der Haupttypen II-V durch Normalformen
* bezliglich G5 bzw. Bél)p , und die Feststellung der geometrischen Deu-
tung der in den Normalformen verbleibenden Koeffizienten bezliglich
Gs. Diese Klassifikation gelingt wie in [5] bzw. [13], [14] und [16] mit
Hilfe einer mit ®®) isotrop-invariant verknipfien Ebene ©* und durch
Diskussion des Schnittes ) N T*.

2. Allgemeine Normalformenﬁheorie der Zykliden
3. Ordnung des 1{"?

Im folgenden bezeichne &) stets eine Zyklide 3. Ordnung des
pseudoisotropen Raumes, die wir nach (1.5) in der allgemeinen Gestalt

2’y + a112? + azy? + asz2® + aozy + ajzzz+
+a23yz + a1 T + ap2y + ap3z +agp =0

ansetzen kénnen. Schneiden wir (2.1) mit den vollisotropen Ebenen 1.
Art {z = d = konst}, dann erhilt man Kurven 2. Ordnung mit den
Fernpunkten

(2.1)

(22) Tg = O, Iy = d.’l)o = 0,(12227% + a33$§ + a923ToT3 = 0.

Aus (2.2) folgt: Alle entstehenden Schnittkurven haben dieselben Fern-
punkte Sy, S; {iber dem Korper der komplexen Zahlen C. Gilt agy =
= a3z = az3 = 0, dann ist der Schnitt von (2.2) mit z = d = konst
gegeben durch

(2.3)  d*y +and® + anody + ay3dz + agid + ao2y + ao3z + ago = 0.
Der Schnitt mit ®®) ist dann eine Gerade, d.h. <I>(3)‘ist eine Regelflache.
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Damit haben wir den
Satz 1. Eine Zyklide ist eine Regelfliche, wenn in (2.1) gili azy =
= d3z3 = Q93 = 0.

Schneiden wir (2.1) mit den vollisotropen Ebenen 2. Art {y = e =

= konst }, dann bekommt man Kurven 2. Ordnung mit den Fernpunkten
(2.4) zo = 0,22 = exg = 0,(a;; + e)z? + agzz? + aj3z,25 = 0.
Aus (2.4) folgt: Die Fernpunkte auf f; {z9 = z; = 0} adndern sich im
allgemeinen. Nur fiir azg3 = a;3 = 0 tritt F stets als Doppelpunkt auf;
fir azs = 0 tritt F bestandig als einfacher Punkt auf, daneben gibt es
noch einen weiteren sich #ndernden Fernpunkt. Fiir die Flichen &)
sind f; und f; je einfache Geraden bezliglich der vollisotropen ebenen
Schnitte 1. Art 6 bzw. 2. Art ¢ — aufler es liegt der Fall einer Regelfidche
vor — und man erhélt als Restschnitt je eine Kurve k£ 2. Ordnung.

Um zu einer Typeneinteilung dieser Flachen zu gelingen, bestim-
men wir hinsichtlich jeder Kurve k die Polare beziiglich des absoluten
Punktes F' und ermitteln die Menge dieser Polaren, wenn § bzw. ¢ das
Biischel um die absolute Ferngerade f; bzw. fo durchlauft. Als Polare
von F(0:0:0:1) stellt sich nach kurzer Rechnung die Gerade

{z = d = konst, ajsd + aps + a3y + 2az3z = 0} bzw.

2.5
(2:5) {y = e = konst, azze + ap3 + a13z + 2az3z = 0}

ein, und dies liefert als Menge der Polaren die Flache ¥*
(2.6) a13z + az3y + 2a33z + aps =0
die wir als Hauptachsenfliche bezeichnen. Im projektiv erweiterten
pseudoisotropen Raum liefert (2.6) § Typen von Ebenen und damit eine
Typeneinteilung der Zykliden ®®) in 5 Haupttypen, namlich
Haupttyp I: a3z # 0, &* ist eine nichtisotrope Ebene
Haupttyp II: a3z = 0; ay3, a3 7# 0, X* ist eine isotrope Ebene
Haupttyp III: az3 = azs = 0; a3 # 0, ¥* ist eine 1sotrope Ebene 1.Art
Haupttyp IV: ay3 = ags = 0; ag3 # 0, * ist eine isotrope Ebene 2.
Art
Haupttyp V: a13 = a3 = az3 = 0; ap3 # 0, £* ist die Fernebene w.
Wir fassen zusammen im
Satz 2. Im projektiv erweiterten pseudoisolropen Raum ezistieren §
Typen von Hauptachsenflichen beziglich ®3) und damit 5 Haupttypen
von Zykliden 8. Ordnung.

Gilt in (2.1) ay3 = a23 = az3 = ag3 = 0, dann lautet die zugehorige
Flachengleichung z%y + a112? + a2y? + @127y + ag1% + ag2y + ago = 0
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~‘und stellt somit einen Zylinder dritter Ordnung dar. Dieser Fall soll
in folgenden nicht weiter betrachtet werden. Wie aus (2.1) und (2.6)
ersichtlich, erhdlt man X* als partielle Ableitung % =0, dh. £*nN
®®) =: ¢ist die Menge jener Punkte der Zyklide, deren Tangentialebene
isotrop bzw. vollisotrop ist, oder es liegt ein singularer Flachenpunkt
vor. Wir bezeichnen c als charakteristische Kurve.

Die Zykliden 3. Ordnung vom Haupttyp I wurden in [5] ausfiithrlich
untersucht; dabei wurde gezeigt, dafl es 26 Zykliden dieses Haupttyps
gibt. Im folgenden werden die Haupttypen II-V behandelt.

3. Zykliden 3. Ordnung des 1{"? vom Haupttyp II

Fiir diese Flichen ist £* eine isotrope Ebene, und wir kénnen
durch eine Schiebung erreichen, daf8 in (2.6) aps = 0 gilt. Damit ver-
einfacht sich (2.1) beziiglich G5 zu
2y + a118” + az2y® + a122y + (a137 + azay) 2+

(3.1)
+ ap1x + ao2y + ago = 0.

Bezitiglich der Gruppe Bél)p kann man nach Anwendung einer pseu-
doisotropen Drehung erreichen, daf (2.1) die Gestalt
2%y + anz? + azny® + a1z2zy + (az * y)z+

+ @o1Z + ap2y + ago =0
annimmt, wobei die neuen Koeffizienten nicht umbezeichnet wurden
und a # 0 gilt. Wir wenden nun die Schiebung {z = Z +¢;, y = -
= §+c3, z = Z} auf (3.1), (3.2) an und verlangen: Das Absolutglied
soll verschwinden, aber aus dem Glied z(a13z + a3y) bzw. z(az + y)
darf nicht das Glied Kz mit K € R\ {0} entstehen. Das zugehorige
Gleichungssystem lautet dann

2 2 2
{ cicz + ayicy + azecy + ajzciey + agicy + agacy + agp = 0

aizcy + ag3Cy = 0 bzw. acy + Cop = 0

(3.2.1-3.2.2)

und hat mindestens ein reelles Lésungspaar (c;, ¢3). Mit diesen reellen
Zahlen c¢;, ¢ lautet die Flachengleichung

(8.3) 2§ + b11Z° + az2§” + b12Z7 + (a13% + @237)7 + bo1Z + bo2f = 0
bzw.

(3.4) 2G4 b11Z® 4 age§* + b12Z7 + (aZ £ §)Z + boi T + bo2j = 0.
Wenden wir auf (3.3) bzw. auf (3.4) die Gs-Transformation {z = =z,




278 F. Mészdros

g=y,2=2—m$—my—m}bzw.{E:z,gj:y,i:z_%&z__

a3 a23 a3
— agy — b{.u} an, so entsteht
(3.5) 2y + Azy + (a137 + a2sy)z + By =0
bzw.
(3.6.1-3.6.2) iy + Azy + (az £ y)z + By = 0.

Schneiden wir (3.5) bzw. (3.6) mit £*{aisz + azsy = 0} bzw. {az +
+ y = 0}, dann sieht man, dafl die charakteristische Kurve ¢ tiber C
aus § vollisotropen Geraden e; (j = 1,2,3) besteht, welche durch die
Nullstellen des Polynoms p(z) = z3 + Az? + Bz festgelegt werden. Wir
betrachten den allgemeinsten Fall, wo die Geraden e;, ey, e3 reell und
verschieden sind und zeigen, dafl die Koeffizienten A, a;3, as3 und B
in (3.5) geometrische Bedeutung bzgl. der Gruppe Gs besitzen. Jede
Flache (3.5) tragt die vollisotrope Gerade e; {z = y = 0} und wird von
den vollisotropen Ebenen z = 0 bzw. y = 0 nach den Geraden e; und
g1 {z =0,z = —%} bzw. e; und ¢go {y = z = 0} geschnitten. Die
vollisotrope Treffgerade von ¢g; und g; ist fir B # 0 die 2-Achse des
zugrundegelegten Koordinatensystems, die g, im Koordinatenursprung

U und ¢; im Punkt Gl(0,0,—a%) schneidet. Die Punkte U und &4
haben geometrische Bedeutung und fiir ihre isotrope Spanne s gilt s :=
= s(U,G1) = —%. Die Nullstellen z3, 3 von z2 + Az + B = 0
legen die weiteren vollisotropen Geraden e, und e; in L* fest. Die
vollisotropen Ebenen 1. Art €, €; und €3 durch e;, ey, e; besitzen
die isotropen Absténde l; := li(e1,€2) = zo und Iy := lp(e1,€3) = z3,
womit nach Vieta folgt: [y -l = B, I; + 1, = —A. Somit besitzen A4
und B geometrische Bedeutung und wegen a3 = —% ist auch ap3 eine
geometrische Grofle. Die vollisotropen Ebenen 2. Art n; und 1, durch

ey und e; besitzen den isotropen Abstand d := d(n,m) = — 22y,

woraus wegen a3 = —d'—l“ll‘i die Gs-Invarianz von aj; folgt. Ahnlich
zeigt man die Bél)P -Invarianz der Koeffizienten A, B und a in (3.6).
Je nach Realitdt und Vielfachheit der Nullstellen von p(z) ergeben sich -
Jolgende Normalformen fur die Zykliden des Haupttyps II beziiglich Gs

bzw. Bél)p :

(3.71I'1) 2%y + (a13z + azay)z =0
bzw.
(3.8111.1-1.2) 22y + (az £ y)z = 0 mit a := ays.

In diesem Fall besteht ¢ aus einer dreifach zu z&hlenden vollisotropen
Geraden. Die Geraden e; = e3 = e3, g, und g; schneiden sich in diesem
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Fall im Punkt U, der ein singulirer Flichenpunkt ist.

(3.711 2) 2’y + Azy + (2132 + az3y)z = 0 mit A # 0
bzw.
(3.8112.1-2.2) 2%y + Azy + (az + y)z = 0.

In diesem Fall besteht ¢ aus einer vollisotropen Doppelgeraden e; und
einer weiteren, reellen vollisotropen Geraden e3.
(3.711 3) z’y+Azy+(a13z+azsy)z+ By = 0 mit A2—~4B >0, B #0
bzw.
(3.8 11 3.1-3.2) zy + Azy + (az + y)z + By = 0.
In diesem Fall besteht ¢ aus 3 verschiedenen, reellen vollisotropen Ge-
raden ey, ez, €3.
(3.711 4) z2y+Amy+(a13w+a23y)z+By = 0 mit A2—4B <0, B>0
bzw.
(3.8114.1-4.2) 22y + Azy + (az + y)z + By = 0.
In diesem Fall besteht ¢ aus einer reellen, vollisotropen Geraden und
tber C aus zwei konjugiert-komplexen vollisotropen Geraden.

Wir fassen zusammen im
Satz 3. Im pseudoisotropen Raum ezistieren genau 4 Typen von Zyk-
liden 8. Ordnung vom Haupttyp II. Diese Flichen besitzen als charak-
teristische Kurve drei vollisotrope Geraden iber den komplezen Zahlen
C bei algebraischer Zihlung und werden durch die Normalformen (3.7
I1 1)~(3.7 11 4) beziglich Gs bzw. (3.8 IT 1)-(3.8 II 4) beziiglich BSV?
beschrieben.

4. Zykliden 3. Ordnung des IV vom Haupttyp
II1I-1V

Fiir diese Flachen ist die Hauptachsehﬂﬁche Z* eine vollisotrope
Ebene 1. Art bzw. eine vollisotrope Ebene 2. Art, und wir kénnen durch
eine Schiebung erreichen, daf in (2.6) a3 = azz = aps = 0; a;3 # 0
bzw. a;3 = agg = ap3 = 0; az3 # 0 gilt. Hiermit vereinfacht sich (2.1)
zu .

(4.1) 2’y +anz® + any® + anpzy + a1372 + a1z + o2y + ago =0
bzw.

(42) 2’y + a112® + azy? + a2y + a23yz + @017 + aozy + age = 0. .
Wenden wir auf (4.1) bzw. auf (4.2) zunachst die Schiebung {z = z, y =
=§—an, z=%2} bzw. {z =% - &2, y = §, z = z}, und dann die
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pseudoisotrope Bewegung {Z =z, § =y, Z = z — 2y — fu—fudu}

2 ais aig
bzw. {Z =z, §=y,2=2— Py - éﬂzﬁu—} an, so entsteht
(4.3) 2y + agey® + ayzzz+ Ay + B=0
bzw.

(4.4) 22y + ay1z* + azsyz+ Cz + D =0.

Beschaftigen wir uns zunéchst mit (4.3). Bei der Untersuchung
sind zwei Unterklassen zu unterscheiden.

UNTERKLASSE IIT A: a2 = 0. Die Flachengleichung lautet
(4.5) ?y + ajzzz + Ay + B = 0.
In diesem Fall gilt (4, B) # (0,0), sonst wire ) reduzibel, ein Fall der

uns nicht weiter interessiert. Sei A = 0, B # 0. Diese Fléche ist eine
Regelflache (vgl. Satz 1). Die charakteristische Kurve ¢ besteht aus der
dreifach zu zahlenden Geraden {zq = z1 = 0}. Wir bezeichnen diese
Regelflache als Regelflache Q%) 41- lhre Normalform lautet beziiglich
Os
(4.6 IIT A1) 22y + a3z + B =0.
Sei nun A # 0. Wenden wir zunachst auf (4.5) die Schiebung {z =
=z, y=7— %, z = 7z} und dann die Gs-Transformation {Z =z, § =
= y? z=2z+ 13.; vy
(4.6 III A2) 2y + ajz3zz + Ay = 0.
Diese Flache ist ebenfalls eine Regelflache (vgl. Satz 1), und ¢ besteht
nun aus der vollisotropen Geraden {z = y = 0} und der doppelt zu
zahlenden Geraden {zo = z1 = 0}. Zum Unterschied von (4.6 III A1)
tragt die Flache (4.6 III A2) also eine vollisotrope Erzeugende. Wir
bezeichnen diese Regelflache mit CIJS'I) ey

Nach Anwendung der pseudoisotropen Drehung {z = Bz, y =
= £y, z = 2} auf (4.6 IIT Al) bzw. {z = \/|A|Z, y = ﬁyj, z =

= z} auf (4.6 III A2) gewinnt man als Normalform fiir die Zykliden der
Unterklasse III A beztiglich Bél)P

z} an, so entsteht als Normalform beziglich G5

(4.7 III A1) i +anzz+1=0
bzw.
- (4.7 111 A2.1-2.2) *y + a135z2 £ § = 0.

UNTERKLASSE III B: ay; # 0. Wenden wir zuniichst auf (4.3) die
Schiebung {z =z, y = § —

arr 2 = z} und dann die pseudoiso-
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trope Bewegung {Z =z, § =y, Z = z + 2a2‘3a13:e} an, so lautet die
Flachengleichung
(4.8) 2y 4 a9y + ay3zz+ Ly = 0.

Schneidet man (4.8) mit £* {z = 0}, so erkennt man, da8§ die charak-
teristische Kurve ¢ aus den beiden vollisotropen Geraden ej,e; {z =
=0, y==44/ ;—f’:} iiber C besteht. Demnach gehoren zu (4.8) 3 Typen

von Zykliden, je nachdem L; = 0 bzw. sgn L1 # sgnags bzw. sgnL; =
= sgnagy gilt. Damit ergeben sich die folgenden Normalformen der
Zykliden der Unterklasse III B beztiglich Gs

(4.9 III B1) 2y + ag0y® + arzzz = 0,
L
(4.9 I1I B2) 22y + azy® + a132z + Ly = 0 mit 7a_1 <0,
22
(49 I1I B3) :’Ezy + a22y2 + a3z + Ll = 0 mit ‘C‘lL—']:‘ > 0.
22

Unterwirft man (4.9 III B1)-(4.9 ITI B3) der pseudoisotropen Dreh-
ung {z = Jax =,y = T‘*/%'—T; ¥, z = Z}, so entsteht als Normalform fiir

die Zykliden der Unterklasse III B beziiglich der Gruppe Bél)P

(4.10 III B1) 25+ 72 + a137z = 0,
(4.10 III B2) 52§+ §° + a138Z + Ly = 0 mit L; < 0,
(4.10 III B3) Z°§+ ¢ + a13%z + Ly = 0 mit Ly > 0.

Es bleibt noch der Nachweis zu erbringen, dafl die verbleiben-
den Koeffizienten in (4.9 IIT B1)-(4.9 III B3) geometrische Bedeutung
besitzen. Die Symmetriegerade ¢ {z = 0, y = 0} von e; und e; be-
sitzt geometrische Bedeutung. Fir die Potenz (vgl. [12,567], [15,378])
~ k eines Punktes P(0,0,2) ¢ ®\;5, beziiglich der Zyklide gilt k(P) =

= Ly, womit L gedeutet ist. Der isotrope Abstand d(e;,e;) = 2 :aﬁl

ist ebenfalls eine Invariante, womit ag; als geometrische GroBe erkannt
ist. Die Schnitte von (4.9 III B1)-(4.9 IIT B3) mit den vollisotropen
Ebenen {z = d = konst(d # 0)} sind isotrope Kreise (vgl. [10,23])
mit der Gleichung z = —22y% — ;‘il—ay vom Radius R := — 22 , der
bekanntlich geometrische Bedeutung besitzt. Die Ebene ¢ {z = 0} hat
in diesen Fillen ebenfalls geometrische Bedeutung. Da fiir die Ebene
€0 {z = d (d # 0)} gilt d(e,e0) = d , folgt damit die geometrische

- %22
Bedeutung von a;3 = Rd(e,20)"
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Wir vermerken den
Satz 4. Im pseudoisotropen Raum ezistieren genau § Typen von Zyk-
liden 8. Ordnung des Hauptiyps III. Zwei Typen der Unterklasse 1II
A sind Regelflichen; die drei Typen der Unterklasse III B besitzen als
charakteristische Kurve eine vollisotrope Doppelgerade bzw. zwei ver-
schiedene, reelle vollisotrope Geraden bzw. iber C 2 konjugiert-kompleze,
vollisotrope Geraden in der Ebene ©* {z = 0}. Diese Flichenklasse
wird durch die Normalformen (4.6 III A1)—(4.6 IIT A2), (4.9 II1 B1)—(4.9
ITI B3) beziglich Gs bzw. (4.7 111 A1)—(4.7 III A2), (4.10 III B1)-(4.10
III B3) beziglich Bél)P beschrieben.

Beschiftigen wir uns nun mit dem Haupttyp IV! Dieser Typ ist
weitgehend analog zum Haupttyp III. Bei der Untersuchung sind eben-
falls zwei Unterklassen zu unterscheiden.

UNTERKLASSE IV A: a;; = 0.
UNTERKLASSE IV B: ay; # 0. Zum Unterschied von IIT A ist die
Flache IV A keine Regelfliche. Ausgehend von (4.4) lauten die Normal-

formen fir die Zykliden des Haupttyps IV beziglich G5 bzw. Bél)p

(4.11 IV A1) 22y + agyz+ D =0mit D # 0
(4.11 IV A2) 2%y + azzyz + Cz = 0 mit C # 0

. (4.11 IV B1) 22y + a112% + az3yz =0
(4.11 1V B2) 22y + a112% + azsyz + Ly = 0 mit a;1L, < 0
(4.11 IV B3) 22y + a112% 4 ag3yz + Ly = 0 mit ay; Ly > 0
bzw.
(4.12 IV A1) T2 + G37Z + 1 = 0 mit a3 # 0
(4.12 TV A2.1-2.2) 25+ 92+ Cz=0mit C #0
(4.12 IV B1) 25 4 2 4 G2377 = 0 mit Gg3 # 0
(4.12 IV B2) T2y + % 4 G939% + L, = 0 mit L, < 0,

(4.12 IV B3) Z2G + 7% + @g352 + Ly = 0 mit Ly > 0,d,3 # 0.

Wir notieren den
Satz 5. Im pseudoisotropen Raum ezistieren genau 5 Typen von Zykli-
den §. Ordnung des Haupttyps IV. Die charakteristische Kurve besteht
aus der dreifach zu zihlenden Geraden {zo = x5 = 0} bzw. aus der
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vollisoiropen Geraden {x = y = 0} und der doppelt zu zihlenden Ge-
raden {x9 = z3 = 0} bzw. aus einer vollisotropen Doppelgeraden bzw.
aus zwei verschiedenen, reellen, vollisotropen Geraden bzw. aus einem
konjugiert-komplezen vollisotropen Geradenpaar. Diese Flichenklasse

wird durch die Normalformen (4.11 IV A1)-(4.11 IV B3) beziglich Gs
bzw. (4.12 IV A1)~(4.12 IV B3) beziglich B"? beschrieben.

5. Zykliden 3. Ordnung des 1{"? vom Haupttyp V

Fiir diese Flichen ist die Hauptachsenfliche ©* die Fernebene w
und in (26) gllt aijg = dgy = dzz = 0, ags # 0. Damit lautet die
Flachengleichung

(5.1) -”Ezy +apz® + a22y2‘ + @122y + ao1x + ag2y + apzz + age = 0.

Wenden wir zunéchst auf (5.1) die Schiebung {Z =z + fa1, Y=y +
+ @11, Z = z} an, so stellt sich

(5.2) T2y + aga¥* + bo1 T + boz2y + @o3Z + boo = 0

ein. Durch die pseudoisotrope Bewegung {Z =z, =y ,Z = z— %glgz——

— g%gy - l—l;%%} erhalten wir aus (5.2) als Normalform fiir die Zykliden

des Haupttyps V beziiglich G

(5.3) 22y + az0y? + ag3z = 0.
Unterwirft man (5.3) der pseudoisotropen Drehung {z = a3, y =

= E%;yj, z = Z}, so ensteht als Normalform fiir diese Zykliden bezliglich

Bél)]’ ‘
(5.4) 3G+ g +2=0.

Bei der Untersuchung von (5.3) sind zwei Unterfille zu unterschei-
den.

UNTERFALL 1: a3; = 0. Diese Flache ist eine Regelfliche (vgl. Satz
1). '
UNTERFALL 2: az; # 0. Die Schnitte von (5.3) mit den Ebenen

{z = d = konst} sind isotrope Kreise mit der Gleichung z = —%ﬁyz —
— ad—zy vom Radius R := —222, der bekanntlich eine Invariante ist. @9%
03 ao3

tragt die Fliachengerade g {y = z = 0}. Die weiteren Schnittpunkte

der isotropen Kreise mit der [z,y]-Ebene liegen auf der Parabel y =

= —-3—1—2:1:2 vom Parameter —222, d.h. ay; ist eine geometrische Grofle,
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woraus auch die geometrische Deutung von ag3 folgt. Die Abbildung
stellt eine Zyklide vom Typ V.2 in Axonometrie dar.

Abbildung: Zyklide vom Typ V. 2

Satz 6. Im pseudoisotropen Raum exzistieren genau zwer Typen von
Zykliden 8. Ordnung vom Haupttyp V. Diese werden durch die Nor-
malform (5.3) beziglich Gs bzw. (5.4) beziglich Bél)p festgelegt, wobei
aze = 0 oder agy # 0 gelten kann. ‘

Wir fassen das Gesamtresultat dieser Arbeit zusammen im
Satz 7. Im pseudoisotropen Raum ezistieren genav 16 Typen von Zylk:-
den §. Ordnung der Haupttypen I1-V, wober § Typen Regelzykliden sind.

Beachten wir, daf§ nach [5] genau 26 Typen von Zykliden 3. Ord-
nung vom Haupttyp I existieren, so folgt mit dem Satz 7 zusammen-
fassend der
Satz 8. Im pseudoisotropen Raum
Zykliden 8. Ordnung.

Die interessante geometrische Untersuchung einzelner Zykliden 3.
Ordnung soll an anderer Stelle erfolgen.

Iél)p ezistieren genau 42 Typen von
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