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Abstract: In this paper we consider derivations on special sets of functions,
mainly on the set of infinitely differentiable functions. We will be able to
characterize the derivations on this set in such a way that the problem is
reduced to that of determining the derivations on the real field, which is
already done in the literature. Finally we characterize the differentiation
operator as a derivation with some additional properties.

Der erste Autor hat auf der vierten ,International Conference on
Functional Equations and Inequalities” im Februar 1993 einen Vortrag
mit dem Titel ,Uber ein Funktionalgleichungssystem des Differentia-
tionsoperators” gehalten. Der zweite Autor hat dort darauf hingewiesen,
daf das vorgestellte Funktionalgleichungssystem, welches Endomorphis-
men auf der Menge der stetigen Funktionen beschreibt, die zusitzlich
noch die Produktregel und Kettenregel erfiillen, nur die triviale Losung
(den Nulloperator) besitzt. Durch gewisse Modifikationen konnte er

Die Autoren danken dem Referenten fiir einige hilfreiche Bemerkungen.
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jedoch simtliche Derivationen auf der Menge der auf einem Intervall
beliebig oft differenzierbaren Funktionen beschreiben.

1. Vorbemerkungen

I C R sei ein fest gewahltes Intervall. Gehoren Randpunkte zum
Intervall dazu, so sind unter Ableitungen in diesen Punkten im folgen-
den stets Einseitige zu verstehen. Die uns interessierenden Funktio-
nenraume sind

F :={f: I — R} die Menge der reellwertigen Funktionen auf I,

Fr:={f € F; f konstant},

P := {p € F; p Polynom},

C = {f € F; f stetig},

A" := {f € F; f n-mal differenzierbar}(n € NU {oo}).
F ist bzgl. der punktweise erklarten Addition und (Skalar-)Multipli-
kation eine kommutative Algebra mit Einselement ; Fg, P, C und
A" sind Teilalgebren. Dabei wird das n-te Monom fiir n € Np mit

Tn: I Dt — t" € R bezeichnet. Alle Ergebnisse gelten sinngemafl auch

dann, wenn man komplexwertige Funktionen betrachtet.
1.1. Definition. Wir sagen die Transformation T': D(T') — F erfiille
(D) dann und nur dann, wenn gilt:

(1) P C D(T) C F und D(T) ist Algebra, T': D(T) — F,

(2) T(f+g9)=Tf+1g
(3) T(f-9)=fTg+gTf

Die Transformation T': D(T) — F ist also eine Derivation, an deren
Definitionsbereich D(T) gewisse Anforderungen gestellt werden.
Derivationen sind schon von vielen Autoren ausgiebig untersucht
worden. Das Buch [4] gibt einen guten Uberblick iiber die gingigen
algebraischen Strukturen; Derivationen werden dort auf Seite 120 ein-
gefithrt. Die hier zugrundeliegende Menge, auf der die Derivationen

} fiir alle f,g € D(T).

erklirt werden, hat jedoch eine vergleichsweise reiche Struktur; es wer-
den algebraische und analytische Eigenschaften zusammen betrachtet.
1.2. Definition. Die Transformation T': D(T) — F erfiille (D') dann

und nur dann, wenn sie (D) erfiillt und zusétzlich gilt:
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(4) TT1 = 7o, T¢=®fur¢€fk,

wobei © € F die Nullfunktion bezeichnet.
Die letzte Bedingung dient als Normierung;; sie liefert im Satz (2.5)
die Uberemstlmmung der betrachteten Derivation mit dem Differenti-

ationsoperator, der natiirlich (D') erfiillt.
1.3. Bemerkung. T erfille (D) und zusdtzlich

(4a) D(T) ist o-abgeschlossen, d.h.: f,g € D(T) = fog e D(T),
(4b) T(fog)=(Tfog) Ty, fir alle f,g € D(T),

(4¢) zu jedem t € I existiert ein f € D(T) mat (T f)(¢t) # 0.
Dann erfillt T such (D'); es gibt also (4). Dies sieht man so:

T4 =T($00) 2 (Tg00).-TO X 0 fiir ¢ € Fy,

Tf :T(fOTl) ® (Tforl)-T'rl:Tf-TTl fir feD(T),
und weilter

Tf(ITri—7)=0© fiir f € D(T).

Wegen (4c) erhalten wir daraus T'r; = 79, also insgesamt die Bedingung
4). ¢

@ Die Normierungsbedingung (4) kann also durch die Kettenregel
(4a, 4b) und eine weitere relativ schwache Bedingung (4c) ersetzt wer-
den:

(D),(4a-c) = (D).

Der Sinn der Bemerkung (1.3) liegt einzig und allein in dem Nachweis,
daf die im weiteren Verlauf ausschlieBlich benutzten Bedingungen (D’)
wirklich weniger fordern, als die im anfangs erwahnten Vortrag von Z.
Powazka.

Vorab wird nun noch der fiir die weiteren Untersuchungen we-
sentliche stetig fortgesetzte Differenzenquotient einer differenzierbaren
Funktion betrachtet:

1.4. Definition und Lemma. Zu f € F, f differenzierbar im Punkt
tg € I sei

F®)—F(to) firt £t
) TOTSTIO PSS S A
f’(to) fir ¢t = t()
der an der Stelle ¢, stetig fortgesetzte Differenzquotient von f. Damit

gilt:
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(6) FirneNy, fe A" und ty € I ist ryq, € A™

Beweis. Seien f € A™! und t; € I gewihlt. Definiere R € A"
durch

n+1
Ft) = Z ¢ (t") —t)* + R(t), teR

Aus dieser Gleichhelt folgt durch sukzessive Differentiation fir m €
€ {0,...,n+1}

n+l-—m

Fm(t) = Z f(mm(t")  (t = to)* + RO (2).

Weil R(™)(¢) das Restglied zum (n 4+ 1 — m)-ten Taylorpolynom von
FOm(t) ist, gilt fiir 0 < m < n (vergleiche etwa [3], Seite 239):

(7 R™M(t) = o((t —to)"t'™™)  (t — to)-
Definiere S € F durch

A+1)
r(t)—Zf(kJrlt)? S(t—t) +5(), tel

Daraus ergibt sich:

R(t
S(t) = { o, t#to
0, t =1t
Zu zeigen bleibt, dafl S n-mal auf I differenzierbar ist, denn dann gilt
dies auch fiir . Fiir ¢ ¢ t, ist S(¢) sogar (n + 1)-mal differenzierbar.
Mit Hilfe der Leibnizschen Regel fiir die mehrfache Differentiation von
Produkten erhalt man fiir 0 < m < n+ 1, t # to:

s =3 (7). Sl

k=0

m m! R (t)
=D () ) T s
— k! (t —to)
Mit (7) bekommt man hiermit fiir 0 <m <n—1 schliefllich S(m)(t) =%0

woraus weiter §'(t) = ... = S(™(¢y) = 0, also insgesamt d1e n-malige
Differenzierbarkeit von S im Punkt ¢, folgt. ¢

Das Beispiel f(t) :=sgnt - t?, ryo(t) = |t| zeigt {ibrigens schnell,
daB es Fille gibt, in denen r in A™ \ A"t liegt (n € Np).

?
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2. Folgerungen

Ohne die Bedingung (4) wird man erwarten, daf} es auf den Funk-
tionenrdumen A" eine Fiille von Derivationen geben wird. Das folgende
Lemma, gibt eine Schar davon an, die sich im Falle des Raumes A als
erschopfend erweisen wird:

2.1. Definition und Lemma. Es sel « € F und B: Fp—F eine
Derivation. Definiere fiir f € A!

(KBf)(t) := (B(f(t)r0) — f' - B(tm))(t), te,
Tf:=a-f +Kgf.

Dann sind Kg und T zwei Derivationen (D) auf A'. Dies kann durch
direktes Nachrechnen der Bedingungen (2) und (3) eingesehen werden.
Das nédchste Lemma zeigt nun, daf} sich jede Derivation nach (D)
wenigstens auf einem Teilbereich in dieser Form darstellen 1a8t:
2.2. Lemma. T erfille (D), und es sei a := T1; und B := T|x,.
Dann gult:
Fir f €e AAND(T) und to € I mit gy, € D(T) ist (Tf)(to) =
(- f' 4+ Kpf)lio).

Beweis. Unter den Voraussetzungen an f und r = rg, folgt:

f :f(to)To + (T1 — tng) - T,
Tf =B(f(to)ro) + (o — B(tomo)) - 7 + (11 — tomo) - T',
(TF)(to) = (af")(to) + (B(f(to)70) — f' - B(toT0))(to)
=(af'+ Kpf)(to)- 0 '

Es sei angemerkt, daf§ die Forderung r¢:, € D(T) fir f € A* C D(T)
immer erfiillt ist.

Wir kommen nun zu den abschlielfenden Satzen, die das Wesent-
liche noch einmal zusammenfassen:
2.3. Satz. T erfille (D), es sei a:=T7y, B :=T|x,, und fir f € A
ses Tf :=af' + Kgf. Dann ist T eine Derivation, und es gilt:

- #
a) CcD(T)=T|la=T, T(C)DC,
b) neN und A" ¢ D(T) = Tl gn+r = T'An+1,
c) A® € D(T) = T|ae = T|aes.

Zu beweisen bleibt nur Punkt a): C ist eine echte Teilmenge der Menge
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aller f' mit f € Al; die Letztere ist wiederum wegen T'f = f' in T(C)
enthalten. ¢

Ist T' zusatzlich linear, so ist B wegen Btg = B(7g - 19) = 279 -
- Bty = 2B 7y notwendig das Nullfunktional, und es ergibt sich:
2.4. Satz. T erfille (D), sei linear, und es sei o := Tmy. Dann gilt:

a) CCD(T)= fir f € A' ist Tf = af',

b) n €N und A* ¢ D(T) = fir f € A" st Tf = af’,

c) A® C D(T) = fir f € A ist Tf = af',

d) fir fePist Tf=af'

Zu beweisen bleibt nur Punkt d): Wegen der Linearitét reicht es, fir
n € N nachzuweisen, dal T, = nar,—; gilt. Letzteres zeigt man
induktiv. ¢

2.5. Satz. T erfille (D). Dann gilt:

a) CCD(T)= fir fe AL st Tf=f,

b) n €N und A® C D(T) = fir f € A" ist Tf = f',

c) A® C D(T) = fir f € A® ist Tf = f',

d) fir feP st Tf=f.

3. Schluibemerkung

Die Frage, ob es liberhaupt Derivationen gibt, die auf ganz C
definiert sind, konnte nicht beantwortet werden. Es hat sich hier je-
doch gezeigt, dafl samtliche Derivationen von 4 Restriktionen der in
Lemma 2.1 definierten Derivationen auf A! sind und der Differentia-
tionsoperator die einzige Derivation auf A% ist, die zusatzlich noch die
Normierungsbedingung (4), also insgesamt (D') erfiillt.

Die Derivationen auf A hangen von einer Derivation B: Fp +— F
und einer ,,Steigungsfunktion” o« ab. B ist jedoch genau dann eine
Derivation, wenn fiir jedes t € I die Funktion R 3 z — B(z7)(t) € R
eine Derivation auf R ist; da es eine Fiille unstetiger Derivationen in
R gibt, erkennt man, was fiir eine Vielzahl von Derivationen auf A*
existieren. Speziell die Derivationen auf dem Korper R werden relativ
ausfithrlich in [1], Kapitel XIV, Seite 346-355 abgehandelt. Dort wird
auch deutlich, dal samtliche von © verschiedenen Derivationen auf R
nicht mefibar, also ziemlich exotisch sind.
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