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Abstract: Two distance relationships between isotropic opposite angle points
of a triangle are demonstrated. As applications we get characteristic properties
of the Brocard points and the Lemoine point.

Die Brocard’schen Punkte 1. und 2. Art sowie der Schwerpunkt
und Lemoine’sche Punkt eines Dreiecks der isotropen Ebene sind be-
kanntlich jeweils Paare von Winkelgegenpunkten. Damit erhebt sich di«
Frage nach ihrer Kennzeichnung unter den Winkelgegenpunkten.

Wir leiten zunachst zwei Abstandsbeziehungen der Winkelgegen-
punkte her. Hiermit gelingt erstens eine metrische Charakterisierung
des Lemoine’schen Punktes und zweitens konnen wir zeigen, daf§ die
von H. Sachs [4, Satz 3.14] fir die Brocard’schen Punkte bewiese-
nen metrischen Eigenschaften sie unter den Winkelgegenpunkten kenn-
zeichnen.

1. Bezeichne A die affine Dreiecksebene eines Dreiecks A(A4; Az As)
und r eine feste Richtung, welche zu keiner Dreiecksseite parallel sei.
Damit ist A(A;AzAs) ein zulassiges Dreieck [4] der isotropen Ebene
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A(r). Legen wir in A ein z,y-Koordinatensystem durch zwei Dreiecks-
seiten fest, so gilt

(1.1) A, =(0,0), A3 = (a,0), A3 =(0,b); a,b € R, ab # 0.

Die isotrope Richtung r lafit sich durch den Fernpunkt A: — 1 : 0
festlegen. _

Spiegelt man (in Sinne der isotropen Metrik) die Verbindungsgera-
den PA; eines Punktes P € A(r) an den Winkelhalbierenden w; (3 A;)
des Dreiecks A(A; Az A3), so erhélt man drei kopunktale Geraden PA;.
Der Punkt P heifit nach K. Strubecker (6] der Winkelgegenpunkt von
P. Die Beziehung zwischen den Winkelgegenpunkten ist involutorisch.

Geometrisch ausgezeichnete Winkelgegenpunkte sind die Brocard'-
schen Punkte 1. und 2. Art [2, 4, 5] und der Lemoine’sche Punkt [2]
als Winkelgegenpunkt des Dreiecksschwerpunktes [6]. Der Brocard’sche
Punkt 1. Art B;()\) bzw. 2. Art B,()) ist dabei der gemeinsame (end-
liche) Punkt der drei ersten bzw. zweiten isotropen Beikreise

Pii = (Ai; Aig1Ai42) baw. Py = (Ai; AjyaAip)

des Dreiecks A(+;A3A3). Dabei bezeichnet P(X;Y Z) jene Parabel der
Achsenrichtung A: — 1 : 0, welche durch die Ecke X geht und in der
Ecke Y die Seite Y'Z des Dreiecks A(X,Y, Z ) bertthrt. Nach [7] gilt die
Darstellung

(1.2) zp, = N 2ab’ 2 (a— Ab)?, yp, = N™2a%6°\?
bzw.

(1.3) zp, = N7 20’ )%, yp, = N"%a2b(a — Ab)?
mit der Abkiirzung

(1.4) N := N(A) := a® — dab+ \?b.

Wie wir dort zeigen, beschreiben dic beiden Brocard’schen Punkte B S (A)
in Abhéngigkeit von A 1) dieselbe, zur Steiner’schen Hypozykloide afﬁn
aquivalente, Kurve IIp. Betrachten wir eine feste Parameterverteilung
der Brocard Punktkurve Il g, so ist Il g durch die Brocard Gerade B, B,
auf sich selbst abgebildet. Man sieht dann leicht

Satz 1. Die Mittelpunkte der Sehnen B,B; der Brocard Punktkurve
IIp eines Dreiecks A(A1AzAs) liegen auf einer zur Steiner’schen Hy-
pozykleide affin dquivalenten Kurve. Die Seitenmitten von A(A; Ay A;z)

1) Betrachtungen dieser Art wurden erstmals von H.S.M. Coxeter [1] gemacht.
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sind ihre Spitzen und die Spitzentangenten sind mit dem Dreiecks-
schwerpunkt kopunktal.

Der Lemoin’sche Punkt L kann iber den isotropen Umbkreis U
(1.5) U:=(z+M\y)? —az —b\y=0

des Dreiecks A(A;AzA;) wie folgt definiert werden. Zunéchst heifle je-
de zur Tangente?) ¢; in A; an U parallele Gerade eine Antiparallele zur
Seitengerade A;Ax (i # j # k # i). Die Antiparallelen einer Dreiecks-
seite werden von den beiden anderen Dreiecksseiten in Punktepaaren
geschnitten, deren Mittelpunkte kollinear sind. Thr Ort heifit Symme-
diane [2]. Die drei Symmediane sind kopunktal. Thr Schnittpunkt heiBt
der Lemoine’sche Punkt L()) des Dreiecks A(A;A45A45) [2, S. 2]. Man
findet die Darstellung

1 1.
(1.6) T = §N—lab2/\27 YL = ;_N—ch?b.
Satz 2. Sei A(A;A2A3) ein Dreieck einer affinen Ebene. Dann liegen
die zu allen moglichen isotropen Richiungen gehérigen Lemoine’schen
Punkte auf der Steiner Ellipse

Ca?b?

v 2% + abzy + a*y® — ab®z — ba’y + 1 = 0.

2. Zur Bestimmung des Winkelgegenpunktes P von P bedient
man sich zweckméfig des isotropen Koordinatensystems

(2.1) d=z+dy, ¥y =u.
Damit gilt fiir die Winkelhalbierenden w; (3 A;)
, 1, , 1 ba r b
wy Yy = ——=x T = —— :
22) VY ST WY TS T T T 2a b
: 1 ba a — 2b\

!

,_—_ - K .
YT oa—bx T 2x(a—bA)

W3 !

Sind (£},7}) die Koordinaten der Winkelgegenpunkte, so gilt fir ihre
Verbindungsgeraden h;; (j = 1,2; 1 = 1,2, 3) mit den Dreieckseckpunk-
ten A;

2) zur geometrischen Deutung dieser Tangenten vergleiche [4, Satz 3.9].
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n ar); 7
by = Do, by - T
& a-& e
(2.3) ‘

b(£; —Any)  b—n;

hiz:y' 1 1= L',
YT e

Aus (2.2), (2.3) folgen nach Definition der Winkelgegenpunkte die bei-

den unabhangigen und symmetrischen Bedingungen

(2.4)

16— AME1ma+&am) = 0, Eymy+Eamy —b(€14-E5)—(a—bA)(n; +63)+ab = 0.

Also gilt fiir den Winkelgegenpunkt P(Ez, ng) eines nicht auf dem Um-

kreis von A(A; Ay As) gelegenen Punktes P(&,n1)

¢ = )\6,12[(‘1 — bA)my + B¢y — ]7
| 1 —aéy + A(a — Abjn
n = 1= f;ﬂi)[(a — bA)my + b6y ~ ab]
1~ afy + Aa = Ab)ny
Geometrisch betrachtet ist die Darstellung (2.5) unbefriedigend®). Be-

nutzen wir die normierte Darstellung der Dreiecksseiten a; = A1 Aito,
d.h. setzen
Qg y__la CVB::Z/”

2. = —
(26) avi=y 4 onat - o )

so heifit dy(P, ;) := a;(P) der isotrope Abstand des Punktes P von
der Geraden a; = 0 [6, S. 504]. Ferner ist

(27 U(P) = €2 — at] + Ma — Ab)n,

die isotrope Potenz [4] von P(£],n]) beziiglich des Umkreises U (1.5).
Ist P parallel zu A;, so auch P und umgekehrt. Bezeichnet d) (P, 4;) den
(orientierten) isotropen Abstand von P, A;, so liefert (2.5) die gesuchten
invarianten Darstellungen:

Satz 3. Seien P, P isotrope Winkelgegenpunkte des zuldssigen Dreiecks

A(A1 Az A3) mit den mormierten Seiten o; = A;11A;19. Dann gelten
die Abstandsrelationen (U(P) # 0)

(2.8) da(P, A;) = Ma — bA)[U(P)] " da( P, i )dx( P, A;)

(2.5)

b, ab 1

3) In anderen Bezeichnungen findet sich die Beziehung (2.5) bereits bei K.
Strubecker [6].



Zu den Winkelgegenpunkien. der isotropen Dreiecksgeometirie 159

und (1 #j#£k#1;1,5,k € {1,2,3})
(29)  d(P,ai) = —A(a = B[U(P)] " da(P, a;)da(Pxe).

Fiir die Winkelgegenpunkte P, P haben wir die definierende Ei-
genschaft

(2.10) w; +w; =0
mit
(2.11) w; = <I(ai+2,A,‘P), w; = <i(ai+1,Ai]5).
Wir berechnen
: da(P, aiy2) ,
- (2.12 B e
(2.12) YT (A, P) ~ |

Die Beziehungen (2.8), (2.9) und (2.12) sind der Schlissel zu den nach-

stehenden Anwendungen.

3. Als Anwendung der Formel (2.8) fragen wir nach jenen Win-
kelgegenpunkten P, P fir die (: = 1,2, 3)
da(P,A;)  da(Aiga, As)
da(P, 4;) B QdA(Ai,Ai—{—l)
gilt. Nach 2.8 folgen notwendig

(3.1) mit p #0,

a’dx(P, az) + Ab(Ab — a)dr(P,a1) =0,

(Ab — a)?dx(P, a3) + Aabd)(P,a3) =0
mit der Losung ;
(3.2) £ =N"1ab® )2, 7} = N72a2030%.. ;
D.h. nach (1.2) und (2.1), dal P der Brocard’sche Punkt 1. Art ist.
Da nach H. Sachs [4, S. 44] die Beziehung (3.1) fiir die Brocard’schen
Punkte 1. Art P und 2. Art P gilt, haben wir die folgende Kennzeichung
der Brocard’schen Punkte:
Satz 4. Sei P der isotrope Winkelgegenpunkt von P im zulassigen Drei-
eck A(A1AxA3) mit den orientierten Seitenlangen |a;| = da(Aiy1Aive)-
Dann sind die Brocard’schevk Punkte 1. Art By bzw. 2. Art By unter
den Winkelgegenpunkten P, P durch
(3.3) da(P, A1) | da(P,Ag)  da(P,As)  |as| Jos| o]

' da(P, A1) " da(P, Ar) da(P,As) o] " a] T ag]

gekennzeichnet.
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Die Formel (2.12) liefert
Satz 5. Die Brocard’schen Punkte eines Drezecks sind unter den Win-
kelgegenpunkten P,P durch ubereinstimmende Winkel wi = wy = ws
gekennzeichnet..
Es gilt dann
1 N 1 1 1

w ab o« + g v
wenn a, 3, die Winkel des Dreiecks A(A; Ay As) bezeichnet [4, S. 44].

bl

4. Der Lemoine’sche Punkt L kann nach K. Strubecker 0] als
Winkelgegenpunkt des Dreiecksschwerpunktes konstruiert werden. Wie
im klassischen Fall [3, 8], so lassen sich auch hier vermoge L()) die
Brocard’schen Punkte B;(\) konstruieren. Wir wollen kurz darauf ein-
gehen. Dazu seien

1, 1
4.1) z = zy = =(a+ Ab), zh==M\b
! 2 2

2
die isotropen Geraden durch die Seitenmitten des Dreiecks A(A; A5 A3).
Die Gerade z! schneidet die Parallele durch L zu a;49 im Punkte L,.
Mit (1.6} folgt
(4.2)

a a®b 1 b3 \2 : Ab bla — Ab)?
Lo = <§ﬁ> L = ( (a+AB), ‘>N) Ls = (7 ( 2N : >
Die drei Geraden A;L; bzw. A,L;1o sind kopunktal. Thr Schnittpunkt
ist der Brocard’sche Punkt 1. Art bzw. 2. Art, womit die angekiindigte
Konstruktion der Brocard’schen Punkte mittels des Lemoine’schen Punk-
tes gezeigt ist. Fur den Lemoine’schen Punkt gilt folgende Charakteri-
sierung;:
Satz 6. Seien P, P isotrope Winkelgegenpunkte des zulasszgfn Dreiecks
A(A1AzA3). Dann ist p genau dann der Lemoine’sche Punkt (und P
der Schwerpunkt des Dreiecks), wenn die isotropen Lotabstinde dy(P, a;)
zu den isotropen 567tenlangen |a;| des Dreiecks A(Ay Ay Az) proportio-
nal sind. :
Beweis. Aus

d)\(P,al) = o(Ab— a), d)\(f),ag) = o(—Ab), d,\(I:’,ag) = pa

folgt fur P(&7,7n7) nach (2.9)
' 1 b
& = g(a+2b), m =g
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D.h. P ist der Dreiecksschwerpunkt. Sein Winkelgegenpunkt ist L.
Durch Einsetzen ergibt sich die Umkehrung mit ¢ = %N_lab. Der Pro-
portionalitatsfaktor ist also der gehalftete Brocardwinkel w. ¢
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