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Abstract: In the present paper we discuss the kinematics of satellites in the
hyperbolic space by using the synthetic differential geometric methods elabo-
rated in [6] and [4]. We assume that the orbit of a satellite is a cycle (circle,
horocycle, hypercycle). Let the planet, belonging to the satellite, be found
in the real or ideal centre of this cycle and let permanent or periodic radio
link be established between them. Using these assumptions, we determine the
kinematic characteristics of the satellite which revolves with constant angu-
lar velocity, namely, the period and the angular velocity of the movement,
the length of one revolution, the centripetal acceleration, furthermore, the
relations between these quantities and the curvatures of the cycle-orbits.

Wir konnen die folgenden Eigenschaften fiir die Bewegung eines
Satellits voraussetzen:
(i) Diese Bewegung ist eine ebene Bewegung.
(i) Die Bahnkurve des Satellits ist ein Kreis oder sin Zykel, des-
sen eigentlicher oder uneigentlicher Mittelpunkt mit dem geometrischen
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Mittelpunkt des Planeten fallt zusammen.

(iii) Die Drehachsen wie des Satellits als auch seines Planeten stehen
zur Ebene der Bewegung senkrecht.

(iv) Wie der Satellit als auch sein Planet je eine Kugel bilden, die
durch ihre geometrischen Mittelpunkte ersetzt werden konnen.

(v) Die Bahngeschwindigkeit (bzw. die Winkelgeschwindigkeit) ist
konstant.

(vi) Der Satellit verfolgt seinen Planeten immer — einfache Satel-
litbewegung — bzw. periodisch — zusammengesetzte Satellitbewegung.
Im ersten Fall konnen der Satellit und sein Planet standig in einer
»2Rundfunk-Verbindung” bleiben.

Im zweiten Fall haben sie erst bestimmte, periodisch nacheinan-
derfolgende Augenblicke zur ,Rundfunk-Verbindung”.

Zur Behandlung werden die synthetischen differentialgeometri-
schen Kenntnisse fiir die ebenen Kurven der Bolyai-Lobatschefskyschen
Geometrie verwendet [6], die auf Grund der ‘Arbeiten [1, 2, 3, 4, 5], ins-
besondere des Buches von O. Perron ausgearbeitet wurden.

Einfache Satellitbewegung

a) Der Satellit S bewegt auf einem Kreis vom Radius r, und er

Abbildung 1
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umlauft um seinem Planeten P, der mit dem Kreismittelpunkt inzidiert.
Falls der Satellit S keine Selbstdrehung hatte, so miifite seine Bahntan-
gente g 4 sich— wahrend der Bewegung von A bis B — in die Lage g* in
der entgegengesetzten Drehrichtung im Vergleich mit der Umlaufrich-
tung drehen (Abb. 1). Wegen der Verschiebung entlang des Kreisbogens

AB wird der Winkel Z(g*,¢') = k27 wobei ¢’ die entlang der Strecke
AB verschobene Tangente und I den Inhalt des Krelssegmentes AB

bedeuten (vgl. [6]). Die totale Kriitmmung des Bogens AB ist

Aa = é(g*agB)a
wobei gp die Tangente im Punkt B bezeichnet. Da die Verschiebung

winkeltreu ist, so einschlieflen die entlang des Bogens AB verschobene
Normale und die Normale in B auch den Winkel Aa. Also Aa = kI—2 +
+ 20 ist, wobei § diejenige Winkel bezeichnet, die die .Sehne AB und
die Tangente g4 bzw. gp einschliefen. Daraus folgt, dafl der Satellit mit
Aq in der Richtung des Umlaufes — zwischen A und B — sich drehen

soll. Bezeichnen At den Zentriwinkel des Bogens AB, und w bzw. w*
die Winkelgeschwindigkeiten des Umlaufes bzw. der Selbstdrehung des
Satellits, so erhalten wir w = A’f bzw. w* A°‘ .Dal=k*(Atpcosh -
— 20) gilt (vgl. [6] S. 293), so besteht Aoz = A¢cosh Also zvv:lschen
w und w* die folgende Beziehung gﬂt w* = wcosh 7. Es ist leicht zu
ersehen, dafl (wegen r > 0) w Zsw=12 und 7 < T, wobei T
bzw. T' die Zeit der Selbstdrehung baw. des Umlaufes bezelchnet

Wir setzen voraus, dafl die Bahngeschwindigkeit v = konstant
ist. Wir erhalten vAt = As, wobei As = kAsinh ¢ die Bogenlange

von AB ist (vgl. [3] S. 89, [4] S. 99, [5] S. 184). Es ergibt sich fiir die

. N Apcosh &
Winkelgeschwindigkeit w* = %—%‘ = V% = u&%’%— = rcoth ¢, was

aber v-mal die Krummung K} eines Krelses vom Radius 7 wird (vgl.
[6] S. 293).
Einfache Rechnung gibt fiir die Drehzeit 7 des Satellits 7 = —X2x

T
vcoth E

folglich — wegen coth > 1 — kz" gilt.

Man sieht auf Grund der Glelchung Aa = Aicosh 5, daf} eine
vollstandige Drehung des Satellits zum Zentriwinkel 1y = + gehort,
und fiir die zu ihm gehorigen Bogenlange so = k2rtanh 7 = ?(’; besteht.

Die zentripetale Beschleunigung des Satellits ergibt sich, wenn
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man die Bahngeschwindigkeit v auf die aus dem Punkt B ausgehen-
den Halbgeraden g* und- 9B — in einer mafistablichen Skizze — abtragt
(Abb. 2), und das erhaltene

X/H* : Dreieck BXY betrachtet. Be-

zeichne Ay die Strecke XY.
! - Man erhalt auf Grund der Tri-
B gonometrie
= A A A
< () sinh El_cy_ = sinh ~ T sin Ta
y bzw.
Ay r
yooS sinh =2 — sinh~ sin ( peosh—).
™. 2 2k k k)
Die Grofie der zentripetalen Be—
Abbildung 2 schleunigung wird a, =lim 2 ~,
falls At bzw. Aa gegen 0 strebt. Aus (+) folgt:
Sky smh?,f — wnn? sm( A;/)cos.h—]r;) 1 Atpcosh ¢ .
At % k %A@bcosh% 2 ;’j—A@&sinh%
Da ]j{[(l) S22 — 1 und h'gé % =1, und die Krimmung des Kreises vom

Radius r Ky = %coth% ist, die folgenden Formeln ergeben sich fiir die

zentripetalen Beschleunigung:
a, = vsinh %coth % bzw. a, = kvsinh %Kk.
b) Einfache Satellitbewegung auf einem Grenzkreis (Horozykel).

Abbildung 3
In diesem Fall konnen wir uns vorstellen, dal der Planet am
Rand der ,hyperbolischen Milchstrale” oder des ,Galaxis” liegt. Hier
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kann die Winkelgeschwindigkeit des Umlaufes nicht erklart werden. Die
Bahngeschwindigkeit sei v = konst., und die weiteren Daten der Bewe-
gung ergeben sich mit der Bezeichnungen der Abb. 3 auf analoge Weise,
wie vorher. So gelten die folgenden Gleichungen:

vAt = As = 2ksinh % und Ao = ZSinh%

(vgl. [6] 293-294; [1] bzw. in [2] Bolyai §. 32, V. S. 32; [4] S. 106; [5] S.
187) Baraus folgt

Aa Aa v
At A TR
d.h. die Winkelgeschwindigkeit der Selbstdrehung des Satellits ist v-mal

die Krimmung K, = % des Grenzkreises.

(.U*

Die Drehungszeit des Satellits wird 7 = ’“27", und es ist leicht zu

ersehen, daB eine vollstindige Drehung des Satellits zur Linge sy des
Umgangsbahn gehort, wobei sg = k27 = 2—"

Die ,zentripetale” Beschleunigung 1st auch auf Grund der Abb.
2, nach (%) berechnenbar. Es gilt

Ay L.z
sinh =2 = sinh” sin (smh E>’

2k k
und so
AY ginh 2¥ v sin (smh ) sinh £
2k 2k __ h— k
At Ay =sin k' sinh% 2kgph 2z’
2k k v 3

Die ,zentripetale” Beschleunigung a, ist durch lim %% bestimmt, falls
At und als auch Ay bzw. z gegen 0 strebt. Wir erhalten
a, = vsinh v bzw. a, = kvsinh KKQ.
k k

c) Einfache Satellitbewegung auf einem Hyperzykel vom Abstand .

Dieser Fall kann sich so vorgestellt werden, dafl der Planet. des
Satellits aufler der ,Milchstrale” oder dem ,Galaxis” liegt. Die Win-
kelgeschwindigkeit des Umlaufes kann hier auch nicht erkldrt werden.
Die Bahngeschwindigkeit sei ¥ = konst., und die Folgenden ergeben
sich mit der Bezelchnungen der Abb. 4 auf ahnliche Weise, wie vorher.
Man kann schreiben
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Abbildung 4

vAt = As= Amcosh% und Ao = %Amsinh%

(vgi. [6] 294-295; 3] S. 95; [4] S. 119; [5] S. 184 und 243), wobei Az die

auf der Grundlinie liegende, zum Bogen AB des Hyperzykels gehorige
Strecke A;B; bedeutet. Die Winkelgeschwindigkeit der Selbstdrehung
w* ist damit

- Aa Aa v, - 1

= VA T Etanh =

Das ist genau v-mal die Kriimmung eines Hyperzykels vom Abstand [
wobei die Kriimmung in der Form K, = %tanh % aufgeschrieben werden

kann (vgl. [6] S. 295). Die Drehungszeit 7 des Satellits wird 7 = —X27

vtanh % ?
und, wegen tanh% < 1, die Ungleichung 7 > ki—” gilt. In der Bewegung
gehort eine vollstandige Selbstdrehung des Satellits zu einem Bogen,
dessen Projektion auf der Grundlinie eine Strecke zg ist:

w*

k2w
Ty = .
°~ sinh %
Die zur z, gehorige Bogenlinge ist
I 2
S0 = k2mcoth 7= %

Zur Bestimmung der ,zentripetalen” Beschleunigung konnen die fol-
genden Gleichungen auf Grund der Abb. 2 und (*) zu diesem Fall auf-
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geschrieben werden:

A ‘ z 1
sinh 2y smh — sin ( é——smh )

2k -k 2k k
bzw.
A
2,:’ sinh Ay —snn 2 sin ( Sk Sinh ¢ ) ‘%,f sinh + L
At % k A: sinh + L AJI’cosh l
Die Grofe der ,zentripetalen” Beschleunigung wird a, = lim 4% T fa]ls

At und als auch Ay bzw. Az gegen 0 strebt. So ergibt sich

a. = vsinh %tanh— bzw. a, = kvsinh %Kh.

k
Zusammengesetzte Satellitbewegung

Es ist leicht zu ersehen, daf der Satellit, der keine Selbstdrehung
hat, seinen Planeten mit demselben Strahl periodisch sehen kann. Die-
se Perioden entsprechen — in alle drei Fillen — den Bogenlangen s
der Umlaufe. Jetzt wollen wir erst solche periodische Bewegungen bet-
rachten, wobei die Bahnkurve ein Kreis vom Radius r ist, und der Sa-
tellit m vollstandige Selbstdrehungen macht, inzwischen er einen zum
Zentriwinkel Ay = 2—} gehorigen Bahnbogen durchlauft. Man muf hier
zwischen zwei Fallen Unterschied machen:

1) Die Drehrichtung und die Umlaufrichtung stimmen (z.B. mit
der Uhrzeugerbewegung) iiberein: avancierte Winkelgeschwindigkeit

(Abb. 5 a).

Abbildung 5




236 I. Vermes: Die Satellit- Kinematik in der Bolyai-Geometrie

2) Die Drehrichtung und die Umlaufrichtung sind entgegengesetzt:
retardierte Winkelgeschwindigkeit (Abb. 5 b)

Es ergibt sich unmittelbar, daB At = L und Aa = 2T cosh 1.

Im ersten Fall soll der Satellit sich mit dem Wlnkel m2m + Aa
wahrend At umdrehen. Die avancierte Winkelgeschwindigkeit w4 ist

m2m 4+ Aa r
WA= —F5—— :w(mn+coshé),

n

wobei w = ZT” die Winkelgeschwindigkeit des Umlaufes ist.
Im zweiten Fall dreht der Satellit sich mit dem Winkel m27 — A«
wahrend At um. Die retardierte Winkelgeschwindigkeit wg ist

WR = Tg—?—q—:w(mn—cosh%).

n
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