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Abstract: In the Fuclidean space M. Husty and H. Sachs solved the problem
to determine all spheres in the threedimensional space, that touch 4 given

lines ¢1,... ,¢4; this question plays an important role in robotics. In this
paper we consider the analogue question in the banner space (double isotropic
space).

1. Einleitung

In [4] 16sten M. Husty und H. Sachs die Aufgabe, alle Kugeln des
dreidimensionalen Raumes zu bestimmen, die 4 vorgegebene Geraden
g1, ,94 bertuhren; diese Aufgabe spielt eine wichtige Rolle in der
Robotik. Im einfach isotropen Raum wurde dieselbe Fragestellung
gelost in [5] von F. Mészaros und H. Sachs. Die vorliegende Abhandlung
ist der analogen Fragestellung im Flaggenraum gewidmet.

Es bezeichne P; den dreidimensionalen reellen projektiven Raum,
w eine Ebene in P; und A3 := P3 \ w den zugeordneten affinen Raum.
Ein affiner Raum Az heilt Flaggenraum (zweifach isotroper Raum) Iéz),
wenn er iiber eine Absolutfigur {w, f, F'} metrisiert wird, wobei f eine
Gerade in w und F' einen Punkt auf f bezeichnet.

Die Geometrie dieses Raumes wurde erstmals von H. Brauner in
der grundlegenden Arbeit [1]-[3] studiert.

Im folgenden bezeichnen wir mit {z,y, z} affine Koordinaten in I?EZ)
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und mit (g : 21 @ x3 @ x3) die zugehodrigen projektiven Koordinaten. Es

ist dann tblich, die Absolutfigur {w, f, F'} durch
(1.1) w...xg=0, f...zg=2:=0, F(0:0:0:1)

festzulegen.  Die allgemeine projektive Automorphismengruppe von
{w, f, F} ist neunparametrig und 188t sich beziiglich (1.1) durch
bl + bzl‘

= b3 + byx + bsy
=bs + brx 4 bgy + bz
beschreiben (vgl. [1,119]). Diese Gruppe enthélt als Normalteiler die
sechs trige Unt B
parametrige Untergruppe Bg
r=c
=Cy+ v+ Y

(1.2)

l\u @\

(1.3)

N

Z=c4+ 50 +cgy + 2,

die man als zweifach isotrope Bewegungsgruppe bezeichnet (vgl. [1, 120]).

Sie liegt auch dieser Arbeit zu Grunde. Die Geometrie {I(Z) ((32)} heif3t
zweifach isotrope Bewegungsgeometrie. Alle diesbeztiglichen Begriffe
und Satze, die i.f. benutzt werden, kénnen in [1]-[3] bzw. in der ge-
planten Monographie [6] von H. Sachs nachgelesen werden. Hier sei
nur erwahnt, dafl man die Gerade f als absolute Gerade und den Punkt
P als absoluten Punkt bezeichnet. Ebenen ¢, welche f enthalten, heiflen
vollisotrop. Ebenen durch F mit f ¢ ¢ heilen isotrop und Ebenen ¢
mit F' & ¢ heiflen nichtisotrop. Geraden g mit F' € ¢ heiflen vollisotrop.
Geraden, die f in einem von F verschiedenen Fernpunkt schneiden,
heiflen isotrop. Geraden, die f nicht schneiden, heiflen nichtisotrop. Im
Flaggenraum existieren zwei Klassen von Kugeln, namlich die Punkt-
kugeln bzw. Punktgrenzkugeln mit der Darstellung

(1.4) 2= Ra? 4+ Ax + By+ C bzw.

(1.5) y:r:z:z—l—A:I;—l—C,

wobel R bzw. r eine Béz)—lnvariante ist, die Radius der Punktkugel
bzw. Punktgrenzkugel genannt wird. Die Flachen (1.5) sollen i.f. nicht
betrachtet werden. Die Kugeln (1.4) sind — euklidisch betrachtet —
parabolische Zylinder, deren Erzeugenden mit der [zy]-Ebene z = 0 den
isotropen Winkel B =: ¢ einschliefen. Die Ebene z = 0 schneidet (1.4)

(im allgemeinen Fall) nach einem isotropen Kreis &
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R A C
1. — e
vom Radius p := —£ (B # 0). In z = 0 herrscht je eine ebene isotrope

Geometrie (vgl. [7]). Im Sinne der ebenen isotropen Geometrie sind alle
Punkte von k gleichberechtigt. Denken wir uns die Ebene z = 0 jedoch
gleichzeitig euklidisch metrisiert, so ist der Scheitelpunkt H von k ein
ausgezeichneter Punkt.

Die Erzeugende h der Kugel durch H heifle Scheitelerzeugende.

Nach einer kurzen Rechnung gewinnt man die Koordinaten von

A A? —4ARC
(1.7) H(¢=—gpn="p)

Hilfssatz: Kennt man die Scheitelerzeugende einer Punktkugel ¥ und
den Radius p von k, dann st X eindeutig bestimmt.

Beweis. Ist h samt H gegeben, so kennt man die Neigung » = B. Aus

p = —% erhalt man somit R. Aus £ = —% gewinnt man A und aus
n = AZARC ehlieBlich €. ¢

2. Ein Beriihrproblem fiir Punktkugeln des I\

In Analogie zu [4] bzw. [5] untersuchen wir im Flaggenraum Iéz)
die Frage, ob zu vorgegebenen Geraden ¢y, ... , g4 Punktkugeln ¥ exis-
tieren, die ¢y,..., ¢4 berthren. Tangenten von ¥ sind niemals volliso-
trop und isotrop nur, wenn sie ganz auf ¥ liegen, d.h. Erzeugende sind.
Sind ¢4, ... , g4 als nichtisotrope Geraden vorauszusetzen. Wir legen eine
Gerade ¢ in der vektoriellen Darstellung

(2.1) r=d+ Aé
fest, wobel wir € normieren kénnen, d.h. € = (1,ez2,e3) setzen und
weiter 0.B.d.A d@ = (0, az,a3) wahlen. Werden die Komponenten von

(2.1) in (1.4) eingesetzt, so ergibt sich nach kurzer Rechnung fiir A die
quadratische Gleichung

(2.2) RN’ 4 (A+ Bey —e3)A + (Bay + C —a3) =0,

deren Nullstellen die Schnittpunkte von ¢ mit ¥ festlegen. Das Ver-
schwinden der Diskriminante von (2.2) liefert als Beruhrbedingung von
g mit X
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(2.3)

F. Mészaros

(A + B€2 — 63)2 == 4R(BCL2 + C — CL3) .

A%

N

"

9;

)

"

nll

\U" S|I1

Sll 5

.
\

Wir setzen i.f. voraus, dafl zwei
windschiefe, nichtisotrope Geraden
g1, 92 gegeben seien. Die beiden
Geraden bestimmen dann eine
eindeutige vollisotrope Gemein-
normale n, die ¢; in Ay und ¢5 in
Aj schneiden moge. Legt man die
z-Achse des zugrunde gelegten

Koordinatensystems in die Gera-
de n und den Koordinatenursprung
U in den Mittelpunkt der Strecke

I ;
2 A1 A,, so gilt (vgl. Abbildung 1)
' 1
9 A, (0,0, §d> ,
n A U’ s (2:4) 1
1Tt 2 d)

y Ay (0,0, ~5

und man kann durch eine zwei-

fach isotrope Bewegung (1.3) er-
reichen, dafl die Einheitsvektoren

von ¢; und g5 die Komponenten
(17 —¥, 0)
_)2 = (17 ¥ 0)

€1

2 (2.5a,b)

besitzen.

Abbildung 1

Die entsprechenden Beriihrbedingungen (2.3) vereinfachen sich
dann zu

ABy = Rd
A% + B?0? = 4RC.
Aus (1.7) und (2.6a,b) erhélt man noch die wichtigen Formeln

d 1 2
(2.7) f=—2 .2 5=-2p
20 B 4R

Satz 1. Alle Punktkugeln 3 von festem Radius Ry, die zwer windschiefe
nichtisotrope Geraden berihren, bilden eine einparametrige Schar {X}.

(2.6a,b)
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Die Menge der Scheitelpunkte von {¥} liegen auf einer speziellen Hy-
perbel mit der Gleichung

de
2.8 =
(2.8) $n=gp
Die Scheitelerzeugenden bilden eine konoidale Regelflache 3. Ordnung
mat der Darstellung

29 o dyp
2.9 — ——=20.
(2.9) d:z;z—l—:z;y 53

Beweis. Aus (2.6a,b) folgt: A = %—Oj und C' = % + ]i;f ; somit
hiangen A und C von Parameter B ab, d.h. {X} ist eine einparametrige
Schar. Aus (2.7) folgt: & -n = SdTﬁ)' Die Scheitelerzeugenden obiger

einparametriger Kugelschar ist somit wegen (2.7) durch
r=¢
(2.10a—c) y=mn+p
z=uB
gegeben, wobei v = (0,1, B) der Richtungsvektor ist. Aus (2.7) und
(2.10¢) folgt: p = —Zf% . Setzt man g in (2.10b) ein, dann werden
(2.10a) und (2.10b) multipliziert, so entsteht (2.9). Da alle Erzeugenden
zur Ebene © = 0 parallel sind, ist die Regelflache konoidal. ¢
Wir untersuchen als nachstes, ob es Kugeln vom festen Radius Ry
gibt, die drei vorgegebene paarweise windschiefe Geraden bertihren.
Die Gerade g3 wird durch €3 = (1,e32,e33) und As(0,ass, ass)
festgelegt. Aus (2.3) und (2.6a,b) folgen die Bedingungen

(2.11a—c) A* + B*p* =4R,C
(A + 3632 — 633)2 :4R0(BG32 + C — Cl33) .

Aus (2.11a) und (2.11b) folgt A = %Oj und C' = %. Wird A

und C in (2.11c¢) eingesetzt, so entsteht die Gleichung
p(ezy — ¢?)B® — o(2e30€33 + 4Rpasy ) B>+
—|— (2R0d632 —|— 99633 —|— 4R0§0CL33)B - 2R0d633 = 0 .

(2.12)

Gilt eg3 = 0 in (2.12), dann sind die Geraden ¢1, g2, g3 zur Ebene [2y]
parallel. Gilt es2 = + in (2.12), dann liegen die Endpunkte der Rich-
tungsvektoren von ¢; und g3 bzw. g2 und g3 auf einer vollisotropen
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Geraden. Gilt gleichzeitig e33 = 0 und e3; = ¢, dann sind ¢1, g2, g3
keine paarweise windschiefen Geraden. Gilt ez3 # 0 und ez2 # +to,
dann ist die Gleichung (2.12) kubisch und liefert drei Losungen fiir B
im algebraischen Sinn. Durch Einsetzen dieser Werte in (2.11a) bzw.
(2.11b) koénnen die noch fehlenden Werte A; bzw. C; (i = 1,2,3) der
gesuchten Beriihrkugeln bestimmt werden. Damit liegen nach (1.4) die
Bertiihrkugeln ¥4, 35, 33 eindeutig fest. Wir definieren: g1, g2, g3 sind
von allgemeiner Lage, wenn e3zy # +¢ und ezs # 0 gelten.
Wir fassen zusammen im
Satz 2. Sind g1,¢2,93 dreir paarweise windschiefe nichtisotrope Gera-
den allgemeiner Lage, dann ezistieren zu vorgegebenem Radius Ry 1m
algebraischen Sinn genaw drer Punktkugeln, die g1, g2 und g3 berihren.
Weiterhin folgert man leicht den
Satz 3. Alle Punktkugeln X, die drer paarweise windschiefe nicht-
wsotrope Geraden ¢1,¢2,9s von allgemeiner Lage berihren, bilden eine
einparametrige Schar {X}. Die Scheitelpunkte liegen auf der Kurve 3.
Ordnung

4p?des €2 + 2d% g% e33€” + dpdeszessén+
(2.13) + d*p?(desa + 2pazz )€ + d*(e3, — * I+
+ d3<,92a32 =0.
Die Scheutelerzeugenden bilden die konoidale Regelfliche 4. Ordnung
89936331‘32 + 4(,92de§3:1;2y + 8(,92d632633:1;22—|—
(2.14) + 2d* @R ezza® + dodesgeszay + 2dp(e3y — @ )zt
+ dzc,oz(degz + 2pass)x + d3(e§2 — 4,92)y + d*prasy, = 0.

Beweis. Wird im Beweis des letzten Satzes Ry durch R ersetzt, so
erkennt man, daf} eine einparametrige Schar von Punktkugeln entsteht
— R ist der Scharparameter —. B = B(R) aus (2.12). Benlitze weiter
(2.7): B = —% . % sowie (2.8) R = :Tf) . Setze dies in (2.12) ein, so
entsteht (2.13). Bestimmung der Regelfldche ist analog wie in Satz 1.
Setzt man £ = x,n =y + Zf% in (2.13) ein, dies liefert die Gleichung
(2.14). ¢

Nun kommen wir zur Losung des allgemeinen Problems. Gegeben
selen vier paarweise windschiefe nichtisotrope Geraden ¢, 92,93, 94.
Wir legen ¢; und ¢, in der Normaldarstellung fest, wie sie schon im
Satz 1 verwendet wurde und beschreiben g3 und g4 durch ihre normierten
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Richtungsvektoren €;(1, e;2,¢;3) und ihre Aufpunkte A;(0, a2, a:3) (1 =

= 3,4). Um alle Punktkugeln zu bestimmen, die ¢1,... , g4 bertihren,
sind dann nach (2.3) und (2.6a,b) aus den vier Gleichungen
ABy = Rd

A% + B?0? = 4RC
(A+ Begy — 633)2 =4R(Bazy + C — as3)
(A+ Beys — 643)2 =4R(Basy + C — au3)

die vier Unbekannten A, B, C' und R zu bestimmen. Setzt man ab-
kirzend % =: ¢, so lassen sich die Gleichungen (2.15¢, d) wie folgt
umformen:

(2.15a-d)

(2.16¢,d) Ap(B) + 0:(B) =0
Ap2(B) + ¢2(B) =0,
mit
p2(B) :=2Be3y — 2e33 — 4B*qazs + 4Bqass ,
q2(B) := ¢33 + B*c3y — 2Besgezs — B2 p?
Po(B) :=2Beyy — 2e43 — 4B%qays + 4Bqaus ,
G2(B) := €35 + B*e], — 2Beyseqs — B** .

Multipliziert man (2.16¢) mit p2(B) bzw. (2.16d) mit p2(B), dann wer-
den die Gleichungen subtrahiert, so entsteht

(2.17) p2(B)g2(B) — p2(B)G2(B) = 0.

Dies liefert die Gleichung

4q [a42(4,92 - 632) + a32(622 - 992)] B+
+ ...+ 2e33eq3(€q3 —e33) = 0.

Wir definieren: g¢1,...,¢4 sind von allgemeiner Lage, wenn die folgen-
den Bedingungen erfullt sind:

(2.18)

633643(643 - 633) 7‘A 07

as2(p? —€35) +aza(efy — 9?) # 0.
In allgemeiner Lage ist (2.18) eine Gleichung 4. Grades und hat iiber C
vier Losungen By, ..., By. Aus (2.16¢) folgt Ay,... , Ay und aus (2.15a)
Ry, ..., Ry. SchlieBlich folgt C1,...,Cy aus (2.15b). Damit haben wir

den
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Satz 4. Zu vier paarweise windschiefen nichtisotropen Geraden g1, ...
.. s g4 allgemeiner Lage existieren im algebraischen Sinn stets 4 Berthr-
kugeln.

Geometrische Deutung der Bedingungen der allgemeinen Lage:

Fall 1: e33 = 0 oder ey43 = 0, dann sind g1, g2, 93 bzw. g1, 92, g4
parallel zur [zy]-Ebene.

Fall 2: €33 — €43, d.h. 53 = (1 . €32 ¢ 633)7 54 = (1 €49 643).
Die Normalprojektionen der Geraden ¢3 und g4 auf die [xz]-Ebene sind
parallel. Die [zz]-Ebene ist die isotrope Winkelsymmetrieebene der
windschiefen Geraden ¢g; und g¢,.

Man kann also den folgenden Satz formulieren:
Satz 5. Genau dann gilt e33 # 0 oder eqs # 0 bzw. e33 # €43, wenn
g1, 92, g3 oder g1, g2, gs nicht zu einer Ebene parallel sind bzw. wenn die
Normalprojektionen von g3 und g4 auf die 1sotrope Winkelsymmetrie-
ebene von gy und g nicht parallel sind.

Fall 3: T := as2(p? — €2,) + aza(ely — ¢*) = 0.

Wir betrachten einen isotropen Kreis k...y = rz? + Dz + E der
[ry]-Ebene und wir stellen zuerst folgende Frage: wann berithrt der
Kreis k die Grundrisse von ¢; und ¢g27 Die Grundrisse von ¢; und

g2 lauten ¢, ...y = —px, §o...y = @z, woraus D = 0 folgt und die
2
Beriihrbedingung ist fiir g1 und §» r = . Erkliren wir nun wann

beruhrt dieser Kreis k auch die Grundrisse von g3 und ¢47
Legt man die Grundrisse von ¢gs und ¢4 in der Darstellung

B { r=A B { r=A
9o y = azz + Aesz ga- Y = asgz + Aeqy
so gewinnt man nach kurzer Rechnung die Berihrbedingungen fir gs
und ¢4
2
2 2 | ¥
_ Y o =0
€39 @+ B az2

2

eiz—c,oz—l—(p—a“:().

E
Aus (2.19) folgt 6‘5’2:22 = 222 ynd dies ist aquivalent mit 7. Damit
42

e aa2

(2.19)

haben wir den
Satz 6. Genau dann gilt T # 0, wenn ¢1,...,94 nicht Tangenten an
eine Punktgrenzkugel sind.

Also: die allgemeine Lage heifst dafs die Bedingungen der beiden
letzten Satze erfullt sind.
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