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Abstract: The problem is considered to determine a contacting helicoid to a
given helicoid where the concerned screw axes are skew. Then, both helicoids
contact along a surface stripe. Its surface axes and pitches are calculated. All
axes form a Pliicker-conoid. Afterwards, an algorithm which determines the
dressed or undercutted helicoid generated by a helicoid underlying a screw
motion is presented. The generating helicoid may have a helix edge. Such a
helix edge generally causes a gap in the corresponding line of contact. With
a solution of two given equations it is possible to avoid such a gap. Examples
illustrate the results.

1. Voraussetzungen iiber das Schraubnormalennetz
zweier Schraubungen

Im folgenden sollen zwei stetige Schraubungen o bzw. o* mit dem
Schraubparameter p bzw. h um zueinander windschiefe Achsen o bzw.
o* betrachtet werden, die den Achsabstand m und den Achswinkel e
besitzen. Wahlt man als Schraubachse o bzw. o* die z3-Achse bzw.
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y3-Achse von zwei kartesischen Koordinatensystemen K S(O; 1, z2, 23)
und K S(O*; y1, ¥z, y3) mit den Ursprungspunkten in den Gemeinlotfuf}
punkten der Schraubachsen (vgl. Fig. 1),
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Fig. 1

dann besteht zwischen den Systemen die folgende Koordinatentransfor-
mation:

x = m + My,
wobei
' m=(m 0 0)7,
(11) -1 0 0 ‘
M = 0 -C S]], S=sine, C=cose.
0 S C

Zu den Schraubungen ¢ und o* gehoren lineare Schraubnormalenkom-
plexe K und K*, die sich in dem Geradennetz N aller Schraubnormalen
beider Komplexe, dem Schraubnormalennetz schneiden. Zur Bestim-
mung der Leitgeraden von N sucht man bekanntlich in dem von K
und K* aufgespannten Komplexbiischel B die Treffgeradenkomplexe [3],
[4], [6]. Dies fithrt auf eine quadratische Gleichung mit der Diskrimi-
nante

(1.2) - D=(C(p+h)+Sm)®~4ph.

Das Schraubnormalennetz entartet genau dann, wenn p = h = Sm =
= 0 gilt, d.h. beide Schraubungen in Drehungen entarten und die
Drehachsen in einer Ebene liegen. Im folgenden betrachten wir nur die
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praxisrelevanten Félle, in denen das Netz N elliptisch oder hyperbolisch
ist, d.h. Sm # 0 gilt. Berechnen wir die zugehérigen Leitgeraden I;
(¢ = 1,2) in Pliickerschen Linienkoordinaten (c;,¢;), dann folgt mit
den Abkiirzungen

e :=Sh-Cm, f=Ch+Sm

das in der Tabelle zusammengestellte Ergebnis:

Fall| p#0,h#0 |p=0,h#0 p#0,h=0 p=0,h=0

D |[(f+Cp)?—4ph f2 (Cp+Sm)? Sm

0 0
c1 ,615 0] =:a S | = a
a1+ 1 C 1 C
0
€1 ﬁle —Cm+Sh
arp+pif Ch+Sm
0 0 0
c2 B2 S s —-pS b
az +(2C fC—h A mS
0 0
azp+ P2 f i p(p—h)C

Nr. (1.3) (1.4) (1.5)

>
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Im Fall D > 0 haben die Leitgeraden /; mit den Schraubachsen o und
o* eine gemeinsame Normale, hier die z;-Achse. Man findet fir den
vorzeichenfahigen Abstand m; = Ol;
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(1.6)
im Fall (1.3): ml,Z:%(f—C’p:I:\/(f———Cp)z—llepS),
im Fall (1.4): my =0, My = fs-,
im Fall (1.5): my =0, my = —-qs—,g.

Durch jeden Punkt X, der nicht auf einer Leitgeraden liegt, geht genau
eine gemeinsame Schraubnormale von ¢ und o*, also genau eine Netz-
gerade n mit den Pliickerschen Linienkoordinaten

‘ (Cm—-—hS)p+(mS+C(h—p)—Sz1) T
n=| (Clh—p)+S(m—=z1))z2+pSx3 :
(1.7) (Cm—hS)zy — Sz 23

 hA=xXxn,
denn es gilt )
(1.8) n=o0 genaufir X €l; oder X €ls.

2. Beriithrbedingung und berithrende Schraubfliche

Beziiglich des K.S(O*;y1,v2,y3) sei nun eine Schraubfliche ©
gegeben, indem ihr C'-Meridian
(2.1) w: w(s)=(R(s), 0, Z(s))T, se[s1,52],
vorgeschrieben wird. Bezeichnet man mit ¢ den Schraubwinkel des
Meridians w um die y3-Achse, dann hat man als Parameterdarstellung
von O:
y =y(s,t) = (0, 0, th)T + D(t) w(s), (s,t) € [s1,52] x [0,27)

cost —sint 0

(2.2) D(t)= | sint cost 0 ].
0 01

In einem Punkt y(s,t) wird die Schraubfliche © von einer Schraubfliche
® mit der Schraubachse z3 und dem Parameter p beriihrt, wenn dort
die Flichennormalen der beiden Flichen existieren und inzidieren. Die
Flichennormale n von © im Punkt y(s,t) hat beziiglich des
K S(O; z1, za, z3) die Plickerschen Linienkoordinaten
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(23)  n(s,t) =M (y xy), a(s,2) = (m+My(s,t)) x (s, ).
Die Flachennormale n gehort jetzt nach Konstruktion dem Gewinde zu
der Schraubung o* an. Soll n auch in dem Gewinde zu der Schraubung
o angehoren und damit gleichzeitig Flichennormale einer Schraubfliche
® sein, dann muf .
‘ ' a-fi+(p-a+an=0
gelten. Die Berechnung dieser Bedingung ergibt die Beriihrungsgleich-
ung
(2.4) B(s,t) = acost+bsint +c=0
mit
a=(RPR' +R hp+RZ (Z+ht)S—RhmC,
b=(RZ'p—R h(Z+ht))S—RZ'mC,
c=—-RR (mS+ (p—h)C).
Diese Beriihrungsgleichung kann als Gleichung einer Urberiihrungslinie
im s,t-Parameterbereich von © interpretiert werden, die durch (2.2)
auf © abgebildet wird.
Setzen wir im folgenden voraus, dafl (gegebenenfalls stuckwelse)
eine Losung t = t(s) der Beruhrungsgle1chung existiert (die man im

Fall h # 0 praktisch nur numerisch realisieren kann), dann ist dem-
nach

(2.5) be = be(s) = y(s,t(s))

eine Parameterdarstellung der Beriihrungslinie (B-Linie) b auf der
Schraubfliche ©. Die gemeinsamen Flichennormalen von © und &
langs b bilden dann eine Normalenfliche I' : (n(s), fi(s)) nach (2.3), die
dem Netz N angehé6rt. Da die B-Linie unabhingig von dem Schraub-
winkel u ist, kann die Schraubfliche ® mit o beliebig verschraubt wer-
den und wird dabei immer die Fliche © langs b berithren. Die B-Linie
b ist demnach eine Erzeugende von &, so daf§

(2.6) ® : z(u,s) = (0,0,up)” + D(u) (m+ Mbg(s))

eine Parameterdarstellung der berithrenden Schraubfliche & ist.

3. Beruhrstreifen zwischen Schréubﬂﬁchen

Wir konnen jetzt nach zwei zu den Schraubungen passenden
Schraubflichen ® und ®* fragen, die sich lings einer B-Linie beriihren.
Diese mufi dann notwendig die Streifenkurve x(u) eines Streifens
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S(x(u),n(u)) sein, dessen Normalen dem Netz N angehoren, der also
den Bedingungen

(3.1) , ¢ A+¢é-n=20
(3.2) cg-N+é-n=0
(3.3) x-n=0

genugt und der ein Bertihrstreifen (B- Strezfen ) zu den Schraubungen o
und o* heiflen soll.

Bemerkung. FEin B-Streifen kann leicht konstruiert werden.
Man wihle eine Regelfliche T' : (n(u), fi(u)) in dem Netz N aus. Damit
sind die Bedingungen (3.1) und (3.2) erfiillt. Die noch zu erfiillende Be-
dingung (3.3) bedeutet, daB jede Orthogonalirajektorie b : x = x(u)
auf I' eine B-Streifenkurve ist. Beispiele solcher Konstruktionen wur-
den in [2] ausgefiihrt.

Das Netz A kann bekanntlich als Schnitt von zwei beliebigen ver-
schiedenen Komplexen aus dem Komplexbiischel B aufgefafit werden.
Sind zwei Treffgeradenkomplexe wihlbar, ergibt sich sofort:

In einem B-Streifen S(x(u),n(u)), dessen Normalen einem el-
liptischen oder hyperbolischen Netz N nach (3.1) und (3.2) angehoren,
beriihrt sich eine einparametrige Schar von Schraubflichen, deren
Achsen und Parameter ‘ '

1 . 1
so=-—rd, 8= (d — po d)
| lidll Iidll
(3.4) .
_d-d
bo =+~ d

mit denen der Kompleze d-ﬁ—}-&'-n = 0 des Biischels B iibereinstimmen,
wobei

(3.5) d:i=peci+Acy, d:=pé& +ré mit(yA)eRxR

Bemerkungen: 1. Die Achsen (3.4) bilden bei Variation der ho-
mogenen Parameter (i, A) eine Regelfliche, die als Pliicker-Konoid [7]
bekannt ist.

2. Wenn das Netz N hyperbolisch ist, dann gibt es darin zwei
reelle, verschiedene Leitgeraden — und damit in der Schar beriihrender

Schraubflichen genau zwei Drehflichen mit diesen Leitgeraden als
Achsen.
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Fig. 2

Fig. 2 zeigt ein Berechnungsbeispiel, bei dem ein hyperbolisches
Netz durch die Leitgeraden I; : (c;, €;), 1 = 1,2, festgelegt ist. Weiter
sei ein Drehkegel U mit der Achse I; gegeben. Die Transversalen von [y
und [, sind Netzgeraden — und jene, die auch Flichennormalen von ¥
sind, schneiden einen B-Streifen b auf ¥ aus. Eine Drehung von b um
[y wiirde eine Drehfliche erzeugen, die ¥ lings b bertihrt. Durch Wahl
zweier Parameterpaare (u, A) und (p*, A*) sind zwei Schraubachsen ( z3-
bzw. y3-Achse) sowie zugehdrige Parameter py und pf festgelegt. Die
dazu passenden, von b erzeugten Schraubflichen ® und ®* berithren
sich und auch ¥ langs b. ‘

4. Schraubflachen mit Kanten

Wir wollen jetzt annehmen, dafi der Meridian w von © eine seg-
mentierte G%-Kurve ist, die aus den C'-Segmenten
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w; : w; = (Ri(s), 0, Zi(s))T, i=1,...,N,, 0<s<1,
(4.1) N
L)

mit w;_1(1) = w;(0), i=2,...,
besteht, die die Ver-bindungspunkte
K;:yi=wi(0), i=2,...,N;
besitzen. Diese definieren Schraublinien
(4.2) ki : k;(t) := (R;(0) cost, R;(0)sint, Z;(0) + ht)T

auf ©, die im Fall w;_;(1) x w;(0) # o Kanten auf © darstellen.

Die Schraubfliche besteht demnach aus Schraubflichenstiicken
©;, die lings k; zusammengefiigt sind. Zu jedem Stiick ©; gehort eine
Beriihrungsgleichung B;(s,t) = 0 nach (3.5) und entsprechend eine B-
Linie b;, wenn die Existenz von Losungen vorausgesetzt wird. Die B-
Linie b; erreiche die Kante k; in einem Punkt B, und die Kante k;,; in
einem Punkt B;;. Wegen B;_1(s,t) # B;(s,t) gilt dann im allgemeinen
B;_1,1 # Big, d. h. zwischen b;_; und b; gibt es im allgemeinen eine
Sprungstelle.

In [1] wurde bewiesen, dafl man die an © bei einer Schraubung
o(o,p) abgerichtete Schraubfliche @ folgendermafien berechnen kann:

Sei © = ©(0*, h, w) eine Schraubfliche (oder Drehfiiche), w ein

segmentierter Meridian mit den Verbindungspunkten K; (1 = 1,...

., N;) und o(o,p) eine Schraubung (oder Drehung). Dann ermittle
man

— die Achsschnitte u; der Schraubflichen U(o,p,w;) firi=1,...
..y Ng,
- dze Achsschnitte a; der Schmubﬂachen ®(0,p, b;) zu den B-
Linien b;,
— fir ]eden Radzus zy=r,0<r <1, wird die grifite (kleinste)
Ordinate z* der Kurvenpunkte von u; oder a; gewdhit, die an
der Stelle 1 = r definiert sind.

Dieser Algorithmus ergibt das obere (untere) abgerichtete Prbﬁl z=2z"
*(r) der abgerichteten Schraubfliche ®(o,p, z*(r)).
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Fig. 4 stellt rechts den Meridian w = w; Uwsy U ws einer Schraub-
flache ® = ©; U ©3 U O3 dar, die in einem Zentralril auch in Fig.
3 dargestellt ist. Auf den Flichenstiicken ©; existieren die B-Linien
bj, wenn z. B. m = 130, p = —6.5, ¢ = —0.1 gewihlt wird. Man
beachte die Sprungstellen auf den Kanten k; und k,. Die abgerichtete
Schraubfléiche ® besitzt deshalb das in Fig. 4 (links) dargestellte abge-
richtete Profil, wobei die Segmente u; durch die Kanten k; hergestellt
werden, hingegen die Segmente a; Achsschnitte der Schraubflichen
®(0,p,b;) sind. In der Verzahnungstechnik wird das Auftreten von
profilformenden Segmenten u; als Unterschnitt bezeichnet.
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5. Vermeidung von Unterschnitt

Soll Unterschnitt durch eine Kante k; auf © vermieden werden, so
mufl B;_1,1 = Bjo =: Bj gelten. Sei n;_; bzw. n; die Flichennormale
von ©;_; bzw. ©; in B}. Esist n;_; # nj, da B} auf der Kante k; liegt.
Damit b;_; und b in B* stetig aneinander anschlleﬁen konnen, miissen
wir fordern, daf d1e 51ch in BJ* schneidenden Flichennormalen m;_1
und n; zum Schraubnormalennetz N gehoren. Wegen (1.7,1.8) kann
diese Forderung nur erfiillt werden, wenn B} mit einer Leitgeraden [; :

(e;,&;), i = 1,2, inzidiert. - Dies soll jetzt analytisch ausgedriickt
werden:

Setzen wir

B : y = (rjcost,r;sint, z; + ht)T
beziiglich KS(O0*;y1,y2,ys), so liegt B} fiir alle t auf k;. Fir die
FuBpunkte F; der Leitgeraden I; gilt mit (1.6) und (1.1)
Sm—Ch+Cp+ (-1)WD
25 '

n;,=m—m; = O*F; =

Wegen (1.7) liegt [; in der Ebene
(mC — hS)z = Siz123 = S m;T3,
d. h. in der Ebene - =
exs+3(f—Cp+ (—1)'v/D) z3 = 0.
Deshalb ist ‘
v = (0, ~3(f-Cp+(-1)VD), &)

ein Richtungsvektor von I; im KS(O;z1,z2,z3), der beziiglich
K S(0*;91,92,ys) die Darstellung

0 (0
V2=M;Ul; O(f C’p—{—( 1)\/_)+2S€ = | Va2
—S(f-Cp+(-1)"WD)+2Ce U3z

hat. Somit hat I; die Parameterdarstellung

: ng |
l,,; L y= 10 +pV2.
0 .

Die Schnittbedingung B* = k; Nl; ist a.qulvalent zur Losung des Glel-
chungssystems : ,
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(5.1) rjcost =n;
(52) T4 sint = PU22
(53) 25 +ht = PU32.

Aus (5.1) und (5.2) kann p? gebildet werden. Mit (5.3) kann p eliminiert
werden und man erhilt
(5.4) v3y(2j + ht)? = vaa(r; + ny)2
(5.1) und (5.4) stellen zwei Gleichungen fiir die Unbekannten ¢ und ¢
dar. Wenn eine Lisung ( to,e0) dieses Systems ezistiert, dann gibt es
zu dem bestimmten Achswinkel eq den Verbindungspunkt

B} : y* =(rjcosty, rjsinty, zj +hto)”

?

der B-Liniensticke bj_1 und b;.

g8 Vs
A=,
0*
w O,
k, B; D
k, - 0

k[
ko (0]

X, ~-

14
x

I T - N

*
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Fig. 5 bzw. Fig. 6 stellt wieder die Schraubfliche © des Beispiels in
einer Zentralprojektion bzw. in einem Achsschnitt dar. Jedoch wurde
fiir die Kante ko zwischen ©5 und ©3 das Gleichungssystem (5.1), (5.4)
gelost. Die mit dem gefundenen Achswinkel £ berechneten B-Linien b,
(7=1,2,3) sind in Fig. 5 eingezeichnet. B3 auf k verbindet jetzt er-
wartungsgemaf die B-Linien by und b3. Die zugehérigen Schraubflichen
®; : ®(o,p,b;), 7 =1,2,3, besitzen dann die in Fig. 6 gezeigten Achss-
chnitte a;, wobei az und a3 in As; = Aszp unterschnittfrei aneinander
anschlielen. Wir haben damit zwei Schraubflichen ©5 U ©3 und $5 U
U @3 konstruiert, die je eine Kante besitzen und sich dennoch langs
einer stetigen B-Linie by U bz berthren.
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