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Abstract: Under the adequate selection of setting elements the product
of projectivity between the pencil of circles and the pencil of lines is the
entirely circular cubic. The type of generated cubic is determined by the
type of the pencil of circles: a touching pencil generates a divergent parabola,
an osculation pencil generates a cubic parabola and a hiperosculation pencil
generates a tridens curve. It is given a normal form with respect to the group
Bj of isotropic plane. This paper also contains a construction for each of
these curves at the finit model of isotropic plane.

Eine isotrope Ebene 7, ist eine reelle, affine Ebene A2(R), die in
der projektiven Erweiterung iiber eine Absolutfigur {f, F'}-bestehend
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aus einen Geraden f und einem mit f inzidenten Punkt F-metrisiert
wird. Nach Einfiihrung projektiver Koordinaten (zg : 1 : z3) in Iy C
C Pq, kann die absolute Gerade f durch zy = 0 und der absolute
Punkt durch F(0 : 0 : 1) beschrieben werden. Alle Transformationen
der Gestalt

(1)

bilden die (orientationstreue) isotrope Ahnlichkeitsgruppe Wy. Mit 7 =
= 1 ergibt sich ihre Teilgruppe der dreiparametrigen isotropen (eigent-
lichen) Bewegungen B ", 7 = —1 wiirde eine andere Komponente
By~ zu BT liefern (vgl. [6], [7]). Manchmal brauchen wir z.B. die
Spiegelung

' =c +711

T#0
v =co+car+ Ty 7

(1/) xll — _‘,L,I, yll — yl
zusatztlich dazu. Die vollstindige Bewegungsgruppe B3 hat noch die
Komponenten B3 ~ und B; *.

Eine algebraische Kurve wird als zirkular bezeichnet, wenn sie
den absoluten Punkt F' enthalt. Im allgemeinen kann eine algebraische
Kurve n-ter Ordnung den Punkt F' mit Multiplizitdt 1,2, ... n ent-
halten. Man sagt dann, die Kurve besitzt die Zirkularitdtsgrad gleich
1,2,...,n. Ist die Ordnung der Kurve gleich ihrem Zirkularititsgrad,
dann heif}t sie vollstandig zirkular. Eine nicht entartete Kurve 2. Ord-
nung in Py(R), die die absolute Gerade f im Punkt F' beriihrt, wird
isotroper Kreis genannt. In der isotropen Ebene 7, existiert bezuglich
B3 eine dreiparametrige Mannigfaltigkeit von isotropen Kreisen, die sich
durch
(2) y=Rz’+az+p (R#0;0,B€R)
beschreiben 148t, wobei R eine Bz-Invariante, genannt isotroper Kreis-
radius, ist [vgl. 6]. Isotrope Kreise sind damit die einzigen vollstadndig
zirkuldren Kurven 2. Ordnung.

Analog kann man in der isotropen Ebene 7 die zirkuldren Kur-

ven 8. Ordnung definieren, als diejenigen algebraischen Kurven 3. Ord-
nung, die den absoluten Punkt F' enthalten. Da jede Gerade, so auch

die absolute Gerade f, eine Kurve 3. Ordnung in drei Punkten schnei-
det, kann man die zirkularen Kurven 3. Ordnung nach dem Zirku-
laritatsgrad in drei Klassen einteilen:
I. die Kurve lduft durch den absoluten Punkt (ohne Beriihrung
der absoluten Geraden),
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II. die Kurve beriihrt die absolute Gerade im absoluten Punkt, oder
hat den absoluten Punkt als Doppelpunkt,
ITI. die Kurve beriihrt und schneidet die absolute Gerade im abso-
luten Punkt.

. In dieser Arbeit werden wir uns nur mit der Klasse III, d.h. mit
den wollstandig zirkuldren Kurven 8. Ordnung beschéiftigen, also mit
denen, die keinen weiteren uneigentlichen Punkt aufler F' besitzen.

Solche Kurven kénnen wir in drei Typen einteilen:

a) der absolute Punkt F' ist ein Wendepunkt und die absolute Ge-
rade f die Wendetangente der Kurve, ,
b) der absolute Punkt F' ist eine Spitze 1. Art und die absolute
Gerade f die Spitzentangente der Kurve,
c) der absolute Punkt F ist ein Doppelpunkt, bzw. ein Knoten der
Kurve und die absolute Gerade f ist die Tangente eines Zweiges
[vgl. 5].
Nach der Newtonschen Klassifikation werden diese Kurven der
Reihe nach als

a) divergente Parabel (parabola divergens) mit der Gleichung

y* = ¢(z)
b) kubische Parabel (parabola cubica) mit der Gleichung
y = ¢(z)
¢) Dreizahn (Tridens) mit der Gleichung
zy = ¢(z)
bezeichnet [vgl. 5]. Hier ist
p(z)=az® +bz? +cr+d mit a@#0.

Im folgenden (Satz 1) werden wir solche Kurven mittels einer Projek-
tivitdt zwischen einem isotropen Kreisbiischel und einem Geradenbtischel
als ihres Gebilde erzeugen und kennzeichnen. Da keine 2-zirkulare Ku-
biken betrachtet werden, soll das Zentrum des Geradenbiischels immer ein
eigentlicher Punkt sein.

Zwei isotrope Kreise k; : ¥y = Rz + oy + B (i = 1,2) der
isotropen Ebene konnen eine der folgenden Lagebeziehungen haben.
Sie konnen sein:

1. zwei inkongruente Kreise. Diese schneiden sich in zwei ver-
schiedenen reellen bzw. zusammenfallenden bzw. konjugiert
imagindren Punkten (Typ 1).
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™

g, ) g,| |p,

Fig. 2

Diese Kubik enthilt die fiinf Grundpunkte der beiden Biischel F
und V. Zwei von ihnen fallen im absoluten Punkt F' zusammen. Die
vier Schnittpunkte der Geraden p; und p, mit den singuliren Kreisen
k1 und ko (siehe Fig. 2), wobei einer von ihnen in den Punkt F' fillt,
bestimmen {iber obige fiinf Punkte die Kurve eindeutig.

Um die Gestalt dieser Kubik im Unendlichen zu illustrieren, kon-
struieren wir dieselbe am Modell der isotropen Ebene, wobei {F, f} ein
eigentliches Linienelement wird.

Die konstruktive Erzeugung der divergenten Parabel wird mittels
der Projektivitat zwischen der Biischel F und V auf die folgende Weise
durchgefiihrt (Fig. 3):

Dem Geradenbiischel V wurde zunéchst z.B. das Biischel B aller
Tangenten im Punkt B zu den Kreisen aus F zugeordnet. Die drei
Paare zugeordneter Elemente sind:

e die "Tangente” t; des zerfallenden Kreises k; = AF + BF, die
mit der Gerade BF iibereinstimmst, schneiden wir mit der Ge-
rade p; im Punkt M. Diese Gerade kann man (in Fig. 3) im
Punkt M euklidisch parallel zur Geraden AF wihlen, sodafl
man den unendlich fernen Punkt der Kubik (euklidisch!) erhilt
(A=0);

e die Tangente t; des zerfallenden Kreises ky = AB + f, die mit
der Gerade AB iibereinstimmt, schneidet die Gerade p, € V
im Punkt N . Die Gerade py soll mit der Geraden V F zusam-
menfallen, weil man nur unter dieser Bedingung eine vollstindig
zirkulédre Kurve 3. Ordnung bekommen kann (A = co);

e der Tangente {3 eines dritten reguldren Kreises k3 im Punkt B
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wird derjenigen Gerade p; zugeordnet, die man enthilt unter
Voraussetzung, daf die Geradenbtschel V und B nicht nur pro-
jektiv sondern auch perspektiv zugeordnet sind (A = 1). Die
Perspektivitatachse ist mit zwei Punkten M = ¢;Up; und N =
= 13 U pg eindeutig bestimmt (k3 und ps haben jetzt imaginare
Punkte gemeinsam).

Zu einer beliebigen Geraden p € V ordnen wir zunéchst ¢ € B
sodal pNt € M N. Man bekommt ein ¢ berithrendes & vom Kreisbiischel
F und {P,P,} = pnk. Einen solchen Punktepaar unserer Kubik
kann man z.B. mit der Steinerschen Konstruktion elementar bestim-
men (Fig. 3). Im Fall der Kreis aus F den Punkt V enthilt, wird die
zugeordnete Gerade aus V die Tangente der Kubik im Punkt V.

In Fig. 3 ist ersichtlich, daf§ F' ein Wendepunkt und die Gerade f
die Wendetangente im F sind, wie es aus der Gleichung (10) folgt.

. ///
7

Beim Fall 2 sind die eigentlichen Grundpunkte A und B eines iso-
tropen Kreisbiischels zusammengefallen. Man kann durch eine isotrope
Bewegung erreichen, dal A = B in den Ursprung des zugrunde gelegten
Koordinatensystems fallt (Fig. 4a).

Die zwei singuldren Kreise sind dann k; und kg, wobei ko auf die
 Geraden g3 und g4 ausgeartet wird (siehe Relation (4)), und als k; wird
die doppelzahlende y-Achse, sodaf gilt
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Fig. 4
(11) ky=z?=0.
Nach dem Einsetzen (11) und (4) ins (5) ergibt sich als Normalform
eines Kreisbiischels vom Fall 2
(12) F=z>4+y=0.
Die Projektivitit zwischen (12) und (9) gibt 23 — 722 — y?> + 7y = 0
und so

_\ 2
1
(13) K <y—g) =x3—5x2+1§2

was offensichtlich die Gleichung einer divergenten Parabel ist. Thre
Gestalt ist auf Fig. 5a dargestellt, wobei der Punkt V' die Koordinaten
V(3,2) besitzt. Man sieht gleich, daf§ die z-Achse die Tangente der
Kubik mit Beriihrungspunkt A = B ist.

a). b).

Yip K3 Y IF K

4‘ 4i

3 \4 P, z‘ \ P,
RS <E s A SR (N

P, . X
4 al
Fig. 5

Beim Fall 3 sind die eigentlichen Grundpunkte des Kreisbiischels
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ein konjugiert- komplexes Paar (Fig. 4b). Man kann durch eine reelle
Bs-Transformation erreichen, dafl die Grundpunkte A und B die Koor-
dinaten A(—ia,0) und B(ia,0) erhalten.

Fiir den ersten singularen Kreis der gesuchten Kreisbiischels wah
len wir '
(14) ki=x*4a®>=0
und der zweite ky wird, wie bisher, durch die Relation (4) beschreiben
sein.Damit bekommt man als Normalform eines so erzeugten Kreis-
biischels
(15) F=z?+a’+2y=0.

In der projektiven Zuordnung bekommt man aus (15) und (9) die
Gleichung

23 —Tx? + o’z — a®T — y? + Yy = 0,
SO
—\ 2 1
(16) K (y - -12/—) = 1% —7z2% + o’z + (Z'gjz - a25>
was wieder eine divergente Parabel ist (Fig. 5b).
Unter diesen drei féillen findet man keine wichtige Unterschied

bei der projektiven Erzeugung und darum werden sie mit eigentlichen
{F, f} (Fig. 3) nicht mehr betrachtet.

Typ 2

Durch eine isotrope Schiebung legt man den eigentlichen Grund-
punkt @ eines Oskulationsbiischels mit dem absoluten Beriihrelement
{F, f} in den Ursprung des Koordinatensystems. Die Normalform eines
solchen Biischels in affinen Koordinaten wird zu
(17) F=z%-24y+ Az =0.
berechnet. Der gemeinsame Radius ist 2—12.

Die Projektivitiat zwischen dem Geradenbiischel V und dem Kreis-
biischel F wird, wie beim Typ 1, mittels des durch den Beriihrungs-
punkt @ gelegten Tangentenbiischels erzeugt.

Die Tangentenrichtung eines Kreises aus (17) im Berithrpunkt Q
ergibt sich zu

: A
!
(18) E=y(0)= 25
und dieselbe fiir alle Geraden aus V wird zu
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y-v
19 k= .
(19) T—T
Durch den Vergleich von (18) und (19) bekommt man fiir den Parameter
2A(y -y
20 _ _
(20) . A (x — )

Die geometrische Deutung von (20) ist die perspektive Zuordnung
zwischen den Geradenbiischeln V und Q, wobei die Perspektivitatachse
die uneigentliche Gerade f wird.

Nach Einsetzen von (20) in (17) bekommt man

22 — Tx? — 247z + 2ATY = 0,
S0
1 1 ]
21 Biy=——a+ —a2?+ =
(@) Fiy=-gT T T 0
was offensichtlich eine vollstindig zirkuldre Kurve 3. Ordnung ist. Nach
der Newtonschen Klassifikation ist es eine kubische Parabel (Fig. 6).

Y g
3

mit A>0,TH#0

Fig. 6

Die konstruktive Erzeugung ist auf dieselbe Weise durchgefiihrt
worden. Die Gerade V@ ist in der Perspektivitdt sich selbst zuge-
ordnet, weil sie die Verbindungsgerade der zwei Geradenscheitel ist.
Daraus folgt, dal V@ die Tangente der erzeugten Kurve in @ wird
(Fig. 7).

Ein einziger Kreis aus (17) enthdlt den Punkt V. Seiner Tangente
ty € Q perspektiv zugeordnete Gerade py € V schneidet ihn in dem
Punkt V, den man zweimal z&hlt, und noch in einem weiteren Punkt.
Deshalb ist die Gerade py die Tangente der Kubik im Punkt V.
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Typ 3

Ein Hyperoskulationsbiischel besteht aus allen konzentrischen
Kreisen vom Radius ﬁ die man durch eine isotrope Schiebung (z’' =
= z,y’ = y + v) aufeinander abbilden kann. Seine Normalform erhilt
man als
(22) F=z*-2Ay+v=0.

Wie vorher wird die Zuordnung zwischen dem Biischel (22) und
dem Geradenbiischel (9) projektiv fiir die Parameter v = p, so folgt die
Gleichung

3 — Tz® ~ 2Azy + 24Ty — y + 7 = 0,
S0

1 1
(23) k3;y(z—f+—>=ﬂ(x3—m2+y), A >0,
die nach einer Bewegung (1) der Klasse von Tridens Kurven
(23") y'r' =az’’ + 0z + e’ +d
anhéren wird (siehe den Beweis des Satzes 1).
Diese Kubik besitzt den Knoten in F', wobei f die Tangente eines
Zweiges in F ist (Fig. 8). Die zweite Tangente im Knoten ist die isotrope

Asymptote der Kurve, die man durch differenzieren der Gleichung (23)
nach y bekommt. Daraus folgt
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(24) T=T—

1
24

als ihre Gleichung.

Um die konstruktive Erzeugung durchzufiihren, schneidet man das
Biischel (14) mit einer isotropen Gerade ¢ (Fig. 9). Die Tangenten aller
Kreise in den Schnittpunkten mit ¢ sind zueinander isotrop parallel
und bilden damit ein Geradenbiischel C. Die Geradenbiischel C und V
sind projektiv zugeordnet. Die projektive Zuordnung zwischen zwei Ge-
radenbiischeln wird, wie bekannt, mittels zwei perspektiven Punktrei-
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hen konstruiert. Wurden die zwei Geradenbiischel C und V perspektiv
zugeordnet in Bezug auf die Gerade ¢, zerfallt die erzeugende Kubik in
die Gerade c und in einen zu allen Kreisen aus (22) kongruenten Kreis.
Es existiert ein einziger Kreis k& aus (22) der den Punkt V enthilt.
Die ihm projektiv zugeordnete Gerade py € V schneidet diesen Kreis
im zweifach zuzdhlenden Punkt V und in noch einen weiteren Punkt.
Damit wird die Gerade py die Tangente des Tridens im V (Fig. 9).
Aus bisherigen Betrachtungen folgt der zweite Teil vom:
Satz 1.Jedes der drei Typen der vollstandig zirkuldren Kurven 8. Ord-
nung in der isotropen Ebene und nur diese kénnen mittels eines der
drei isotropen Kreisbischel und eines ihm projektiv zugeordneten Ge-
radenbiuschel mit eigentlichem Scheitelpunkt wie ihres Gebilde erzeugt
werden.
Beweis. Wir haben schon gezeigt, dafl das projektive Gebilde eines
Geradenbiischels und eines Kreisbiischels im Typ 1. (drei Fallen (10),
(13) und (16)) die form

(25) y? =z + b2 + e’ +4d

besitzt. Es ist die Gleichung einer divergenten Parabel. Nun wollen
wir zeigen, daf} jede divergente Parabel der Gleichung (25)-abhéngig
von ihren Koeffizienten, mit einer passenden Transformation (1)-in eine
form von (10), (13), (16) mit von @, b, ¢, d abhéngigen Parametern 7,
y und a gebracht werden kann. Einheitlich kénnen wir schreiben

(co + c3r + 7y)? —aer + 72)° — b(cy + 72) —E(cy +72) —d =

26
(26) = kly® — gy — 2° + Tz® + ax — o]
mit einer Konstante k, wo @ = a? in (10), @ = 0 in (13), & = —a?
in (16).
Eine auf (10), (13), (16) hinweisende (nicht eindeutige) Losung ist
1 _ ¥ 1
(27) _E_ga CB—O7 01—0, Cy = ZE’T_EL-,

T =-b, a=—ca, J° = 4a(ad — bc),
die eine Ahnlichkeit nach (1) anbietet. Das ist genau dann eine Bewe-
gung, wenn a = 1. Wir konnen mit einer eventuellen Spiegelung
(17) 7 = —.’1:", y/ — y//
die Bedingung @ > 0 erreichen. Das ist notwendig in (1). So bestimmen
die Vorzeichen von o und ¢ einander, also die félle (10), (13), (16). Wir
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sehen auch daf§ 7 in (27) rein imaginir sein kann. Das ist mit einem
geeigneten ¢; nach (26) zu vermeiden (detailiert nicht mehr hier).
Beim Typ 2 haben wir im (21) eine kubische Parabel.

(28) y' =az” + bz’ + ez’ +d.
Mit y = y+d, ¥’ = = in (1) kénnen wir die formel (21) mit (28) erneut
vergleichen:

- 1 1 m
(29) y—az®-ba’~cz = y+—2A~x3—ﬂx2—%x mit A >0, T #0.
Wir haben die natiirliche Auswahl
1 1 b cb
_A_ = —= T = — e e n = T T e —
(30) 9% T T 24z @ YT°¢ g

Um A > 0 zu garantieren, was ﬁblich ist, soll man zuerst in (28)
eventuell eine Verschiebung z’ = ¢; + z”’, 3’ = y” machen, um b > 0 zu
haben. )

Wir brauchen also keine echte Ahnlichkeit, um die Normalform
zZu erreichen.

Beim Typ 3 benutzen wir die Bewegungsgruppe (1), um die Tri-
dens Kurven in (23) und (23’) zu vergleichen:

(81) (co+ csz +TY)(c1 + 7x) —A(cy + TI)>~
—bley +72)2 —C(cr +72) —d =
= k[2Azy — y(247 — 1) — 2° + T2* — 7]

mit einer Konstante &k, ferner A > 0,7 > 0.
Wir gewinnen eine (nicht eindeutige) spezifische Losung. Fiir 7 =
= 1 und nach Auswahl ¢z = b, folgt:

_ 1 _ 3 1
k=a, A= o7’ T= 50 a =50,
c —§a 1ab+c ———|—1a3

was man durch Einsetzen auch nachpriifen kann.
Nach der Vorbemerkungen ist der Satz 1 bewiesen.
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