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Abstract: The paper gives a construction of a new series of overconstrained
spatial mechanisms with systems connected via spherical 2R~ or 1R-joints.
The mechanisms are designed by means of plane equiform motions. The
generalisation of the procedure published in [6] gives rise to some interest-
ing new mechanisms, still being overconstrained. We design overconstrained
mechanisms with a twodimensional array of systems. Closure conditions are
formulated and used in order to generate onesided or twosided closed rect-
angular arrangements. We investigate the general degree of freedom of these
mechanisms depending of their topological structure. Some special examples
being studied in detail.

0. Einleitung

In den Arbeiten [5] und [6] ist es dem Autor gelungen, Verallge-
meinerungen des sogenannten “Heureka-Mechanismus” (vgl. H. Stachel
[9] bzw. K. Wohlhart [14]-[16], [18]) anzugeben. Die Uberlegungen
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aus [6] sollen hier eine weitere Verallgemeinerung finden. In Abschnitt
1 konstruieren wir ein eindimensionales Feld gekoppelter aquiformer
ebener Zwangliufe, die sogar kongruent parametrisiert sind. In Ab-
schnitt 2 erweitern wir diese Untersuchungen auf zweidimensionale
Felder aquiformer Zwangldufe. In Abschnitt 3 werden die zugehdrigen
tibergeschlossenen Mechanismen (verallgemeinerte Heureka-Mechanis-
men) vorgestellt. Nach dem Studium der Relativzwanglidufe werden in
Abschnitt 4 einseitig bzw. zweiseitig geschlossene Mechanismen dieser
Art angegeben. Fir den theoretischen Freiheitsgrad werden die ent-
sprechenden Werte aufgelistet. In Abschnitt 5 werden einige Beispiele
solcher Mechanismen vorgestellt.

1. m gekoppelte lineare Aquiforme ebene Zwanglaufe

Wir definieren in der euklidischen Ebene 75 einen ebenen aquifor-
men Zwanglauf {7 := ({(t) (¢t € I C R) mit globalem Fixpunkt A%, bei
dem ein Punkt P, der Gangebene ¢; auf einer A% nicht enthaltenden
Geraden s7, gefithrt wird. ¢§ fithrt dann alle Punkte von €; auf Geraden
von 77 (vgl. .M. Yaglom [20]). Bei Verwendung kartesischer Normalko-
ordinaten {A},z*,4*} in 7F und {4, z,y} in &; zur Beschreibung der
Punkte konnen wir (7 (t) etwa durch

Cf : (x,y) — (m*ay*) ;
(1) z*(t,z,y) := (zcost — ysint)/ cost mit t € (—m/2,+7/2)
y*(t,z,y) == (zsint + ycost)/ cost

beschreiben. Dieser dquiforme Zwanglauf wird durch ﬁberlagerung
einer Drehung um A% (Winkel ¢) mit einer Ahnlichkeit (Zentrum A* und
Ahnlichkeitsfaktor 1 /cost) gewonnen. Der Zwanglauf ¢} ist fiir einen
Beobachter im Rastsystem 7; drehsymmetrisch beziiglich des Zentrums
A7. Bei der Parametrisierung (1) befinden sich die Punkte von &1 zum
Zeitpunkt ¢ = 0 gerade in den Fufipunkten der Lote aus A} auf die
entsprechenden Bahngeraden. Abb. 1 zeigt rechts unten die Position
t = 0 — die Pfeile deuten die Fortschreitrichtung fiir t < 0 an.
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Abb.1: 6 gekoppelte lineare aquiforme Zwangliufe

Jede Gerade g7 von 77, die A} nicht enthilt, tritt als Bahngerade
genau eines Punktes X; € ¢; auf?.

Nun drehen wir 7{ samt dem darin ablaufenden dquiformen Zwang-
lauf ¢§ um die Gerade s}, (Drehwinkel d12) in eine Position 75 (vgl.
Abb. 1). Der Punkt A} gelangt in eine Position A} € 5. Aus (}(t)
entsteht der lineare dquiforme Zwanglauf (}(¢) einer Gangebene e,
gegentber der Rastebene 75 mit dem globalen Fixpunkt A%. In e, gibt
es einen eindeutig bestimmten Punkt Py, der von (5 auf der Drehachse
579 gefiihrt wird. Analog existiert in £; ein eindeutig bestimmter Punkt
Pyy, der bei ¢ auf dieser Drehachse s}, gefiihrt wird. Zu jedem Zeit-
punkt t € I C R fallen die Positionen von Pis unter (¥ und P,; unter
(5 zusammen - eine Koppelung der Zwangléufe (¥ und (3 148t sich tiber
diese gemeinsame Punktbahn realisieren.

Diese Vorgangsweise iterieren wir nun: Durch Drehung der Ebene
77 (i =2,...,m— 1) um die den Punkt A} nicht enthaltende Gerade
s;i+1 € 7 (Drehwinkel 6;;11) entstehe eine Position 7} ,: Dort luft
ein aus ¢ gewonnener ebener linearer dquiformer Zwanglauf ¢, ; :=
i= €i41/ 7{;, mit dem globalen Fixpunkt A¥,; € 7, ab. Wieder gibt
es in g;41 einen eindeutig bestimmten Punkt P;y;,, der von Gl auf
der Drehachse s, ; gefithrt wird. Genauso existiert in ¢; ein eindeutig

!Eine Konstruktion ist zum Zeitpunkt ¢ = 0 leicht méglich (Ermittlung des
Lotfulpunktes fiir das Lot aus A7!).
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bestimmter Punkt P; ;11, der bei ¢} auf dieser Drehachse s}, ; gefiihrt
wird. Zu jedem Zeitpunkt ¢ € I C R fallen die Positionen dieser beiden
Punkte unter ¢; und ¢}, ; zusammen und erlauben so eine Koppelung
der Gangebenen €; und €;41.

Insgesamt haben wir nun ein eindimensionales Feld von m gekop-
pelten ebenen linearen dquiformen Zwanglaufen. Sie sind untereinander
inklusive Parametrisierung euklidisch kongruent, da sie alle durch fort-
gesetzte Drehungen aus dem ersten (i (¢) hervorgegangen sind. Aqui-
valent zu Drehungen um s},,; kdnnen wir (F,,(¢) aus (f(¢) durch
Spiegelung an der Symmetrieebene der Punkte A} und A}, ; gewin-
nen?. Abb. 1 zeigt diese Situation fiir m = 6 zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Dabei wurden alle auftretenden Drehwinkel d; ;4.1 = 7 gesetzt.

Durch geeignete Wahl der Drehwinkel di i+1 kann unter Umstan-
den eine geschlossene Konfiguration erreicht werden. Dazu fiigen wir
an das letzte System m noch ein weiteres (m + 1)-tes in einer Ebene
Trs1 a0, Wir wollen dabei dann von einer geschlossenen Konfiguration
sprechen, wenn folgende drei Forderungen erfiillt sind:

(G1) Es gilt 75,4y = 71

(G2) Es gilt Ay, = A] g

(G3) Der Zwanglauf () in der Ebene 7y, ; stimmt mit (3 (¢) iiber-
ein (inklusive Drehsinn!). |

Beispiele fiir solcherart geschlossene Konfigurationen stellen sich
in Spezialfillen dann ein®, wenn wir m als gerade Zahl wéhlen und 7;*
als Tangentialebenen einer fest gewédhlten Kugel mit Berithrpunkten A
ansetzen. Die Geraden sj,;,; sind dann die Schnittgeraden 7;* 077 ;.

Diese Beispiele sind aber nicht die einzigen. Jede der oben gefun-
denen geschlossenen Konfigurationen aus Tangentialebenen einer Kugel
kann als geschlossene Kette von m Systemen aufgefasst werden, die
iiber mm Scharniere (1R- Gelenke) s}, ; gekoppelt sind. Bei allgemeinen
Abmessungen wire der Freiheitsgrad dieser Gelenkskette F' = 6 % (m —
—~1)—5+m=m—6; ab m = 7 liegt daher zumindest einparametrige
Beweglichkeit vor. Wenn dies der Fall ist, oder andere Moglichkeiten
des Zusammenbaues existieren, haben wir neue geschlossene Konfigu-
rationen gefunden, wenn sie nur unseren Bedingungen (G1), (G2) und
(G3) geniigen.

?Die Schnittgerade 87 ;41 ist in dieser Symmetrieebene enthalten.
3vgl. die Uberlegungen aus [6].
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2. Ein zweidimensionales Feld gekoppelter Systeme

Wir werden unsere Systeme nun doppelt indizieren: Gegeben sei
das vorhin konstruierte eindimensionale Feld gekoppelter aquiformer
Zwanglaufe ¢}, (t) von Gangebenen ¢;,; in Ebenen 7; mit Fixpunkten

;1 (i=1,...,m). Nun wéhlen wir eine von sj , verschiedene Gerade
vi in 774, die A7 ; nicht enthalt.

Abb.2: SchlieBungsbedingung fiir 4 gekoppelte lineare Aquiforme Zwanglaufe

Durch Drehung von 71 ; samt dem darin ablaufenden aquiformen
Zwanglauf (§ ; um v (Drehwinkel ;1) erhalten wir eine Position 77 ,
(vgl. Abb. 2); der Punkt A7 ; gelangt in eine Position A] , € 71 5. Aus
(% 1(t) entsteht der lineare dquiforme Zwanglauf (7 ,(t) einer Gangebene
£1,2 gegeniiber der Rastebene 7{ 5 mit dem globalen Fixpunkt A7 5. In
€1,2 gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt R, der von (7, auf
der Drehachse vj gefiihrt wird. Analog existiert in 1,1 ein eindeutig
bestimmter Punkt Rj,2, der bei (7 ; auf dieser Drehachse vy léuft. Zu
jedem Zeitpunkt ¢ € I C R fallen die Positionen dieser beiden Punkte
unter (7, und (], zusammen. Die Situation in 77, entsteht durch
Spiegelung an der Symmetrieebene pj der Punkte A]; und A, aus
der in der Ausgangsebene 77 ;. ‘

Wir wollen nun iiberlegen, ob nach obigen Uberlegungen eine
Koppelung zwischen den Zwangléufen (7 ,(t) und (5 ;(t) iiber ein Zwi-
schenstiick (3 ,(t) in einer Zwischenebene 73 5 hergestellt werden kann.
Dabei sind zwei Falle zu unterscheiden:

FALL A: Die Punkte und Ebenen (A}, 77,), (A%,75,) sowie
(A7 2, Ti ) sind Flichenelemente einer gemeinsamen Kugel x*, oder
es gilt 77, = 751 = 77,. In diesem Fall diirfen wir mit [6] einen be-
liebigen weiteren Punkt A3, dieser Kugel (bzw. Ebene) und 73, als
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zugehorige Tangentialebene wéhlen. In dieser Ebene kann nach [6] ein
zu (7 ;(t) (inklusive Parametrisierung) kongruenter ebener &quiformer
Zwanglauf (5 5(t) mit globalem FixpunktAj , definiert werden, der die
gewiinschten Elgenschaften besitzt.

FALL B: Die drei Flachenelemente passen nicht zu einer Kugel (bzw.
Ebene)*. Dann bestimmen die drei Punkte ATy, As 4 und A7, einen
eindeutig bestimmten Kreis £* (der zu einer Geraden entarten kann).
Wir wahlen einen beliebigen Punkt X* auf &* (vgl. Abb. 2). Nun
spiegeln wir die Ebene 73 ; samt dem darin ablaufenden Zwanglauf
¢3,1(t) an der Symmetrieebene der Punkte A%, und X* und gewin-
nen: eine Ebene {* durch den Punkt X*, in der ein zu (3 ,(t) kon-

gruenter linearer Aquiformer Zwanglauf ¢* (t) ablduft. Genau dasselbe
Resultat erhalten wir auch, wenn wir von 75 ; her kommend an der
Symmetrieebene der Punkte A3 und X™ spiegeln: die Symmetrieebe-
nen der Punktepaare des Kreises k* enthalten ja alle dessen Drehachse.
Um von X* und damit §* tiber 77,, 77, und 75, wieder nach X*
zuriickzukommen, sind 4 solche Spiegelungen erforderlich. Die Zusam-
mensetzung dieser 4 Spiegelungen ist eine Drehung um die Drehachse
des Kreises k*, die den Punkt X* in sich iiberfiihrt — es handelt sich
somit um die Identitdt®. Wir haben damit ein mdgliches Zwischenstiick
gefunden und setzen A3, = X*, 73, := £* sowie (3,(t) = C* ().
Dieser Zwanglauf erlaubt eine Koppelung iiber die auf den Schnittge-
raden der Ebenen 77, und 75 ; mit 75 , laufenden Punkte der jeweiligen
Gangebenen.

Durch Iteration dieses Verfahrens 188t sich entweder nach A oder
nach B ein zweidimensionales Feld von ebenen linearen aqun‘ormen Zwang-

laufen (¥ ;(t) = &;,;/7;; mit globalen Fixpunkten A} €7}, definieren,
die sogar inklusive Parametrlslerung euklidisch kongruent sind (1 =
=1,...,m; j:=1,...,n). Dabei sind die Gangebenen ¢; ; mit den be-

nachbarten £;41 ; und €; ;41 tiber gemeinsame geradlinige Punktbahnen
gekoppelt (i =2,...,m—1;7=2,...,n—1).

Insgesamt haben wir so ein zweidimensionales Feld von m x n line-
aren ebenen dquiformen Zwanglaufen (t) gewonnen, deren Gangsys-
teme €; ; durch zumindest 2 X m X n — m — n Punktbahnen gekoppelt
sind. Abb. 3 zeigt zur Verdeutlichung einen Graphen der Situation,

“4Diese Fille sind in den bisherigen Arbeiten noch nicht untersucht.
5Sollte k* eine Gerade sein, liegen Schiebungen in Richtung dieser Geraden
vor, die zusammen ebenfalls die Identitéit ergeben.
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in der Systeme durch Knoten (i,7) und Verbindungen durch Kanten
angedeutet sind. Pfeile geben die jeweilige Orientierung der Zwanglaufe
7;(t) an. Die in den Gangebenen ¢; ; zur Koppelung mit den Nach-
barebenen verwendeten Punkte definieren im allgemeinen ein Viereck,
das mit Nachbarvierecken in den Ebenen €;41; und €; ;11 gekoppelt
bleibt (vgl. auch Abb. 5). Nur fiir Randsysteme €g ; und ;¢ bilden
diese Punkte Strecken bzw. Dreiecke (vgl. Abb. 4).
Wir fassen zusammen:

Satz 1. Die unter Fall A bzw. B vorgenommene Konstruktion erlaubt
es, insgesamt ein zweidimensionales Feld von m X n ebenen linearen
aquiformen Zwanglaufen Czj(t) mit globalen Fizpunkten Aj; zu defi-
nieren. Diese Zwanglaufe sind inklusive Parametrisierung alle unter-
einander euklidisch kongruent und lassen sich uber die insgesamt 2 x
xmxn—m—n geradlinigen Punktbahnen mit den oben beschriebenen
Nachbarsystemen so koppeln, dafl die Beweglichkeit nicht gestort wird.

(1n)  (2n) (Gn) (rm,n),

(1,1 (2.1 @31 (m,1)

ADbb.3: Graph des 2-dim. Feldes gekoppelter linearer dquiformer Zwanglaufe

3. Ein zweidimensionales Feld von gekoppelten
Zwanglaufen im Sinne der euklidischen Bewegungs-
gruppe

Die oben definierten ebenen &quiformen Zwanglaufe (f;(t) sind
inklusive Parametrisierung euklidisch kongruent mit dem gemeinsamen
Skalierungsfaktor 1/ cost. Einer Idee von H. Stachel [9] folgend iiberla-
gern wir diese aquiformen Zwanglaufe mit einer von der Zeit abhangigen
zentrischen Streckung oder Stauchung aus einem festen Punkt O* mit
" Faktor cost. Die ebenen dquiformen Zwanglaufe werden dabei zu raum-
lichen Zwanglaufen hinsichtlich der Gruppe der euklidischen Kongru-
enztransformationen, die nun alle untereinander kongruent sind. Mit [7]
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handelt es sich dabei um euklidisch kongruente Darboux-Zwanglaufe,
die sogar kongruent parametrisiert sind und ¢ als gemeinsamen Dreh-
winkel besitzen. :

Die Koppelung der Punkte zweier Systeme, die ehemals auf einer
gemeinsamen Bahngeraden gefiihrt wurden, bleibt aufrecht. Da der
Winkel zwischen den ehemaligen Gangebenen bei unserer Streckung
nicht verdndert wird, kann die Koppelung nach der Skalierung durch
sphérische Doppelscharniere (Drehachsen normal zu den ehemaligen
Gangebenen) realisiert werden. Sollten benachbarte Ebenen zusam-
menfallen, kann sogar ein gewohnliches Scharnier (1R-Gelenk) zur Kop-
pelung verwendet werden.

Zur Realisierung der Gangsysteme eignen sich daher gerade Pris-
men gut, die tiber den zu koppelnden Punkten der ehemaligen Gangebe-
nen errichtet werden. Thre Kanten stellen dann bereits Scharniere (1R-
Gelenke) unserer Mechansimen dar (vgl. Abb. 4).

Im allgemeinen Fall (Koppelung durch sphérische Doppelschar-
niere) berechnen wir fiir die so gewonnenen Mechanismen aus m X n
Systemen und 2 x m X n — m — n spharischen Doppelscharnieren den
theoretischen Freiheitsgrad zu

F=6x(mxn—-1)—4x(2xmxn—m-—n)=
2) =4x(m+n)—2xmxn-—6.
Nach unserer Konstruktion gestattet der Mechanismus zumindest eine
einparametrige nichttriviale Beweglichkeit, die von unserem Drehwinkel
t € (—7/2,7/2) herrithrt. Fir geeignete Wahl von m und n wird der
theoretische Freiheitsgrad F' < 0 — der zugehorige Mechanismus ist
dann iibergeschlossen. Wir notieren ,
Satz 2. Die nach den obigen Prinzipien konstruierten Mechanismen
bestehen aus einem zweidimensionalen Feld von m x n Systemen, die
tber 2 x mxn—m—n sphdrische Doppelscharniere so gekoppelt werden
kénnen, dafs der Mechanismus zumindest einparametrige Beweglichkeit
gestattet. Fur den theorelischen Freiheitsgrad errechnen wir F' = 4 X

x(m+n)—2xmxn-—86.

Die Relativzwanglaufe je zweier Systeme unseres Mechanismus
gegeneinander entstehen durch Koppelung zweier kongruenter (und so-
gar kongruent parametrisierter) Darboux-Zwangldufe. Sie sind daher
als Spezialfille der in [7] beschriebenen Zwanglaufe, die allgemeine
Punkte auf rationalen Kurven 4. Ordnung fiithren, erkannt.
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4. Schlieflen des zweidimensionalen Feldes

Mit den Bedingungen (G1) - (G3) konnen wir unter Umstanden
ein Schlieflen des zweidimensionalen (rechteckigen) Feldes erreichen.
Dies soll in der vorliegenden Note auf eine der folgenden beiden Arten
geschehen®:

TYP I.: Die Systeme (m + 1,7) := (1,7) werden fiir alle j =
=1,...,n zusammengefiigt (Orientierung der zusammengefiigten Ran-
der bleibt erhalten).

TYP II.: Die Systeme (m +1,7) := (1,n — j) werden fiir alle j =
=1,...,n zusammengefiigt (Orientierung der zusammengefiigten Ran-
der kehrt sich um).

Analoges 188t sich das Schlielen der anderen beiden Rénder defi-
nieren.

Wenn wir einen bzw. beide Rander unseres Rechtecksfeldes mit
dem gegeniiberliegenden koppeln, wollen wir von einem einseitig bzw.
zweiseitig geschlossenen Mechanismus des jeweiligen Typs sprechen.

Abb.4: Spezieller verallgemeinerter Heureka-Mechanismus vomTyp I

Fir einseitig geschlossene Mechanismen vom Typ I oder II —
Schlieen im Bereich der Indizes m vorausgesetzt — kommen noch n
neue sphérische Doppelscharniere dazu. Der theoretische Freiheitsgrad
des Mechanismus errechnet sich dann zu

8Werden nur Teilstiicke der Rinder unserer Rechtecksanordnung geschlossen,
so erhalten wir weitere Moglichkeiten und andere topologische Strukturen. Sie sind
nicht Gegenstand der folgenden. Untersuchungen.
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3 F=6x(mxn—1)—4x2xmxXn—m-n+n)=
(3) =4dxm-2xmxn-—6.

Zum einseitig geschlossenen Typ I gehort das bekannte Heureka—Poly—
eder (m = 4, n = 2) sowie die meisten der von K. Wohlhart [13]-[16]
und [18] beschriebenen Verallgemeinerungen. Als hiibsche Sonderform
sei in Abb. 4 ein Beispiel dieses Typs mit m = 4, n = 2 vorgestellt,
bei dem zusitzlich die Paare von Ebenen 7 'y und 77 zusammenfallen.
Vier unserer Doppelscharniere entarten dabel zu emfachen Scharnieren,
wodurch sich der theoretische Freiheitsgrad weiter vermindert:

(4) F=4x4—-2x4x2-6-4=-10.

Fir zweiseitig geschlossene Mechanismen erhalten wir insgesamt
mxn Systeme, die {iber 2xm xn sphérische Doppelscharniere gekoppelt
sind. Fir sie nimmt der theoretische Freiheitsgrad den Wert

F=6x(mxn—1)—4Xx2xmxn=
() =—-2Xm xn-—6. |
an, ist also fiir m, n € N stets negativ. Es entstehen somit in jedem
Fall iibergeschlossene Mechanismen.
Bemerkung. Bei diesem Schlieflen ist stets auf die Bedingungen (G1)
bis (G3) zu achten. (G3) ist eine Bedingung an die Orientierungen der
zusammengefligten Systeme und stellt klar, daf} je nach Vorgangsweise
(Typ I oder Typ II) verschieden topologische Typen eines Rechteckes
mit verklebten Randern auftreten. Die nachstehende Tabelle listet die
dabei entstehenden Typen auf:

Einseitig geschlossen
SchlieBungstyp Topologischer Typ
I Zylinder
II ; Mobiusband

Zweiseitig geschlossen
SchlieBungstyp m | Schliefungstyp n | Topologischer Typ

I 11 Torus
I I Kleinsche Flasche
II I Kleinsche Flasche

11 1I Projektive Ebene
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Wir fassen zusammen:

Satz 3. Die nach den obigen Prinzipien konstruierten Mechanismen
bestehen aus einem zweidimensionalen Feld von m x n Systemen, die
im einseitig bzw. zweiseitig geschlossenen Fall iber sphdrische Doppel-
scharniere so gekoppelt werden kénnen, dafi der Mechanismus zumin-
dest einparametrige Beweglichkeit gestattet. Der theoretische Freiheits-
grad errechnet sich im einseitig bzw. zweiseitig geschlossenen Fall nach
Formel (3) bzw. (5).

Die so gefundenen zweifach geschlossenen Anordnungen bleiben
sogar dann tbergeschlossen, wenn statt der sphérischen Doppelschar-
niere Kugelgelenke zur Verbindung benachbarter Systeme verwendet
werden: Der zugehdrige theoretische Freiheitsgrad errechnet sich in
diesem Fall zu

(6) F=6x(mxn—-1)—-3x2xmxn=-—6

ist also von m und n unabhéngig. Dies ergibt den folgenden

Satz 4. Die nach den obigen Prinzipien konstruierten zweiseitig ge-
schlossenen Mechanismen bestehen aus einem zweidimensionalen Feld
von m X n Systemen, die tber 2 x m x n Kugelgelenke so gekoppelt
werden kénnen, daff der Mechanismus zumindest einparametrige Be-
weglichkeit gestattet. Da sich fir den theoretischen Freiheitsgrad un-
abhdangig von m und n stets der Wert F' = —6 einstellt, handelt es sich
bei diesen zweiseitig geschlossenen Mechanismen mit Kugelgelenken um
ubergeschlossene Gelenksketten.

Y

5. Beispiele fiir zweiseitig geschlossene Mechanis-
men

Neben Beispielen fiir den topologischen Typ eines Zylinders sind
solche fiir Mobiusbander bekannt: In [8] ist es gelungen, einen iiberge-
schlossenen Mechanismus dieses Typs zu realisieren - er wurde Mobius-
Mechanismus genannt. Da sich Kleinsche Flasche und projektive Ebene
im euklidischen Dreiraum nicht ohne Selbstdurchdringungen realisieren
lassen, ist eine Realisierung der entsprechenden Mechansimen ohne
Selbstschnitte ebenfalls nicht zu erwarten.

Als Beispiel fiir den topologischen Typ des Torus sei zuerst eine
Konfiguration vom Typ m = 4 und n = 4 angegeben, deren theoreti-
scher Freiheitsgrad sich bei Ausfiihrung mit sphérischen Doppelschar-
nieren mit (5) zu F' = —38 errechnet. Dieses hochgradig libergeschlos-
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sene System ist nach unserer Konstruktion zumindest zwangldufig be-
weglich. Abb. 5 zeigt die Ausfiihrung mit Kugelgelenken, die nach Satz
4 auf theoretischen Freiheitsgrad F' = —6 fiihrt, in zwei Ansichten.

Abb.5: Zweifach geschlossener verallgemeinerter Heureka-Mechanismus
fiir m = 4, n = 4 (Gelenke durch Kugeln angedeutet)

Abb. 6 zeigt eine weitere Version vom Torustyp mit m = 4,n =
= 6, fiir deren theoretischen Freiheitsgrad wir unter Verwendung von
spharischen Doppelscharnieren mit (5) F' = —54 errechnen. Wenn
wir zusitzlich durch spezielle Anordnung — wie in Abb. 6 angedeutet
— zwei Serien von sphérischen Doppelscharnieren durch gewdhnliche
Scharniere ersetzen konnen, haben wir eine iibergeschlossene kinema-
tische Kette mit dem theoretischen Freiheitsgrad F' = —66 gefunden.

6. Zusammenfassung

Durch Verallgemeinerung der in [6] angegebenen Uberlegungen ge-
lingt es, ein zweidimensionales Feld ebener dquiformer Zwanglaufe mit
geradlinigen Bahnen zu konstruieren, bei dem Nachbarsysteme iiber
gemeinsame Punktbahnen gekoppelt werden kénnen. Diese dquiformen
Zwanglaufe sind inklusive Bewegungsparameter euklidisch kongruent
und lassen sich daher durch gemeinsame (von der Zeit ¢ abhingige)
Streckung bzw. Stauchung aus einem festen Zentrum zu rdumlichen eu-
klidischen Bewegungsvorgéingen fortsetzen, die die Ausgangskoppelung
widerspiegeln. Sie bilden eine {ibergeschlossene kinematische Kette, die
als werallgemeinerter Heureka-Mechanismus angesprochen wird. Die
Relativzwanglaufe der Systeme untereinander sind im allgemeinen ra-
tionale raumliche Zwangliufe 4. Ordnung. Danach haben wir Schlies-
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sungsbedingungen fiir diese Rechtecksanordnung von Systemen ange-
geben. Sie fiihren zu verschiedenen topologischen Typen von iiber-
geschlossenen Mechanismen, deren Systeme durch sphérische Doppel-
scharniere gekoppelt sind.

ADbb.6: Zweifach geschlossener verallgemeinerter Heureka-Mechanismus
. fiir m = 4 und n = 6 (Koppelung durch zwdlf 2R-und zwdlf 1R-Gelenke)

Eine andere Art der Verallgemeinerung verwendet A. Buzzi in [2]
zur Konstruktion von tibergeschlossenen kinematischen Ketten, die aus
unendlich vielen Teilsystemen zusammengesetzt sind. Seine Konstruk-
tion wendet das angegebene Prinzip auf ein spezielles verallgemeinertes
regulires Polyeder an, das von J. Petrie und H.S.M. Coxeter entdeckt
wurde.

Literatur

[1] BOTTEMA, O. and ROTH, B.: Theoretical Kinematics, North-Holland, Am-
sterdam-New York-Oxford, 1979.

[2] BUZZI, A.: Aus unendlich vielen Teilsystemen zusammengesetzte {iberge-
schlossene kinematische Ketten, Diplomarbeit, TU Graz, 1999.

[3] KRAUSE, M.: Zur Theorie der ebenen &hnlich verdnderlichen Systeme, Jah-
resber. d. Deutschen Mathematiker- Vereinigung 19 (1910), 327--329.

[4] ROSCHEL, O.: Rationale Zwangliufe vierter Ordnung, Sber. d. Osterr.
Akad. Wiss. 194 (1985), 185-202.

[5] ROSCHEL, O.: Zwangliufig bewegliche Polyedermodelle I. Math. Pannonica
6/1 (1995), 267-284.



68
(6]
(7]
(8]

[15]

[16]

(17]

(18]

(19]

[20]

O. Réschel: Zwangldufig bewegliche Polyedermodelle IIT

ROSCHEL, O.: Zwangliufig bewegliche Polyedermodelle II, Studia Sci. Math.
Hung. 32 (1996), 383-393.

ROSCHEL, O.: Linked Darboux motions, Math. Pannonica 7/2 (1996), 291—
301.

ROSCHEL, O.: Mébius mechanisms, Proc. Tth Int. Symp. on Advances in
Robot Kinematics (J. Lenarcic edt.), 2000, (im Druck).

STACHEL, H.: The Heureka-Polyhedron, Proceedings of Coll. Math. Soc. J.
Bolyai, 1991, 447-459. ‘

STACHEL, H.: Zwei bemerkenswerte bewegliche Strukturen, Journ. of Geom.
43 (1992), 14-21.

STACHEL, H.: On the tetrahedra in a dodekahedron, KoG 4 (1999), 5-10.

VERHEYEN, H.F.: The complete set of Jitterbug transformers and the anal-
ysis of their motion, Computers Math. Applic. 17 (1989), 203-250.

WOHLHART, K.: Dynamics of the Turning Tower, Proc.. .d. IV. Ogolnopolska
Konf. Maszyn Wlokienniczych i Dzwigowych, 1993 325-332.

WOHLHART, K.: Heureka Octahedron and Brussels folding cube as special
cases of the turning tower, Proc. 6th IFToMM Symp. Bucuresti, 1993, 303-
312.

WOHLHART, K.: Das dreifach plansymmetrische Oktoid und seine Punkt-
bahnen, Math. Pannonica 6/2 (1995), 243-265.

WOHLHART, K.: New Overconstrained Spheroidal Linkages, Proc. 9th World
Congr. on the Theory of the Machines and Mechanisms Milano, 1995, 149-
155.

WOHLHART, K.: Kinematotropic Linkages, In: Recent Advances in.Ro-
bot Kinematics (J. Lenarcic-V. Parenti-Castelli, eds.), Kluwer Acad. Pbl,
Netherlands 1996, 357-368.

WOHLHART, K.: The kinematics of Roschel polyhedra, In: Advances in Ro-
bot Kinematics (J. Lenarcic-M. Husty, eds.), Kluwer Acad. Pbl., Netherlands
1998, 277-286.

WUNDERLICH, W.: Ebene Kinematik, Bibliograph. Inst. Mannheim, Vol.
447 /447a, 1973.

YAGLOM, I. M.: Geometric transformations II, Random House, Washington
1968.





