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Àííîòàöèÿ. �àññìîòðåíà çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèè íà îñíîâå åå ïðèáëèæåíèÿ äâóõòî÷å÷-

íûìè èíòåðïîëÿöèîííûìè ìíîãî÷ëåíàìè Ýðìèòà. Ïîëó÷åíû êâàäðàòóðíûå �îðìóëû äëÿ îáùåãî

ñëó÷àÿ, êîãäà ïîðÿäêè ïðîèçâîäíûõ, çàäàííûõ â êîíöåâûõ òî÷êàõ îòðåçêà, ìîãóò áûòü íå ðàâíû

äðóã äðóãó. Ïðåäñòàâëåíà �îðìóëà äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, è íà ýòîé îñíîâå äàíà îöåíêà ïîãðåø-

íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèé ñ äàííûìè î ïî-

ãðåøíîñòè è åå îöåíêå. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äâóõòî÷å÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ ñ ìåòîäîì,

îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè �îðìóëû Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà. Cðàâíåíèå ìåòîäà äâóõòî÷å÷íîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîäõîäîì, îñíîâàííîì íà èñïîëüçîâàíèè �îðìóëû Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà, ïîêà-

çàëî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ �óíêöèé òî÷íîñòü äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííî

âûøå, ÷åì ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà. Ïðèâåäåí ïðèìåð èíòåãðàëà, äëÿ êîòîðîãî åãî ïðè-

áëèæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà, ðàñõîäÿòñÿ, à ïîëó÷åííûå

ïî �îðìóëå äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñõîäÿòñÿ è äîñòàòî÷íî áûñòðî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â

îòëè÷èå îò �îðìóëû Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà, �îðìóëà äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèìåíèìà è â

ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìàëüíûå ïîðÿäêè ïðîèçâîäíûõ íà êîíöàõ îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü

íå ðàâíûìè äðóã äðóãó, ÷òî âàæíî â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàäðàòóðà �óíêöèé, äâóõòî÷å÷íûé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà,

êâàäðàòóðíûå �îðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäíûõ, îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, �îð-

ìóëà Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà, ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèé.
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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ îò çàäàííûõ �óíêöèé

çàíèìàåò çíà÷èòåëüíîå ìåñòî â ÷èñëåííîì àíàëèçå è ÿâëÿåòñÿ âàæíîé â ïðàêòè÷åñêîì îò-

íîøåíèè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Øèðîêî èçâåñòíûìè ìåòî-

äàìè âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû òðàïåöèé, Ñèìïñîíà, �àóññà, ×åáû-

øåâà è äðóãèå, èçëîæåííûå â ó÷åáíèêàõ [1�5℄, áîëåå ñïåöèàëèçèðîâàííûõ èçäàíèÿõ [6, 7℄
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è äðóãèõ ðàáîòàõ. Â êâàäðàòóðíûõ �îðìóëàõ ýòèõ ìåòîäîâ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî çíà÷å-

íèÿ �óíêöèè è íå èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ åå ïðîèçâîäíûõ. Ê íàïðàâëåíèþ èíòåãðèðî-

âàíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè �îð-

ìóëû Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà è ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ðÿäà, êîòîðûé, îäíàêî, êàê îòìå÷åíî

â [8, ñ. 544℄ ¾âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäèòñÿ¿.

Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê íàõîæäåíèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îò çàäàííîé �óíêöèè

ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ çàìåíîé äàííîé �óíêöèè, äðóãîé � â èçâåñòíîì ñìûñëå

áîëåå ïðîñòîé è ê ïîñëåäóþùåìó âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà îò ýòîé óïðîùåííîé �óíêöèè.

Çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà îò çàäàííîé �óíêöèè ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå èíòå-

ãðàëà îò ïðèáëèæàþùåé åå �óíêöèè. Çäåñü âîçíèêàåò ìíîãî âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ âîç-

ìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ è ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè òàêîãî àïïðîêñèìàöèîííîãî ïîäõîäà.

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðïîëÿ-

öèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ äàííûå î çíà÷åíèÿõ íå òîëüêî

�óíêöèè, íî è î åå ïðîèçâîäíûõ äî îïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà, çàäàííûõ â óçëîâûõ òî÷-

êàõ. Èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà äëÿ çàäà÷ èíòåãðèðîâàíèÿ

ïðåäëîæåíî â îáùåì âèäå Ñ. Ì. Íèêîëüñêèì â [6, ñ. 92℄.

Ïðèáëèæåíèå �óíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòíîãî âèäà ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà, èìåííî

äâóõòî÷å÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîãäà çíà÷åíèÿ �óíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ çàäàíû òîëüêî

â äâóõ êîíöåâûõ òî÷êàõ îòðåçêà, ðàññìîòðåíî â [9℄. Òàì æå ïîëó÷åíû â êîíå÷íîì âèäå

�îðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà, ïîñòðîåííîãî ïî çíà÷åíèÿì

�óíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ, çàäàííûõ â êîíöåâûõ òî÷êàõ îòðåçêà ïðåäñòàâëåíèÿ, â òîì

÷èñëå è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàêñèìàëüíûå ïîðÿäêè ïðîèçâîäíûõ ìîãóò áûòü íå ðàâíû

äðóã äðóãó.

Â ðàáîòàõ àâòîðà [10, ñ. 85�87℄ è [15℄ ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû

ïî èíòåãðèðîâàíèþ �óíêöèé äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ìàêñèìàëüíûå ïîðÿäêè

èñïîëüçóåìûõ ïðîèçâîäíûõ íà êîíöàõ îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ îäèíàêîâû. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì [10, 15℄, ðàññìîòðåí îáùèé ñëó÷àé èíòåãðèðîâà-

íèÿ �óíêöèé, êîãäà ïîðÿäêè ïðîèçâîäíûõ íà êîíöàõ îòðåçêà ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå �îðìóë èíòåãðèðîâàíèÿ, îñíîâàííûõ

íà èñïîëüçîâàíèè äâóõòî÷å÷íûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà îáùåãî âèäà,

îöåíêà ïðèáëèæåíèÿ èìè èíòåãðàëîâ îò çàäàííûõ �óíêöèé è ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ,

ïîëó÷åííûõ ïî �îðìóëàì äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìà-

êëîðåíà.

1. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [x0, x1] è èìååò äîñòàòî÷íûé íàáîð ïðî-

èçâîäíûõ íà ýòîì îòðåçêå. Ïóñòü òàêæå â îáåèõ êîíöåâûõ òî÷êàõ îòðåçêà [x0, x1] çàäàíû
çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) è åå ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà m0 è m1 âêëþ÷èòåëüíî:

f (j)(xi) = f
(j)
i , j = 0, 1, . . . ,mi; i = 0, 1. (1)

Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ �óíêöèè f(x) ñóùåñòâóåò
îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

I =

x1
∫

x0

f(x) dx. (2)

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü �îðìóëó äëÿ ïðèáëèæàþùåãî èíòåãðàëà Im, êîòîðûé èñïîëü-
çóåò óñëîâèÿ (1) è àïïðîêñèìèðóåò èíòåãðàë I ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæàþùåãî èíòåãðàëà Im èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîäûí-

òåãðàëüíîé �óíêöèè èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ýðìèòà H(x), ó÷èòûâàþùåãî ïðî-
èçâîäíûå, â âàðèàíòå åãî äâóõòî÷å÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [9℄.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [9, ñ. 1096℄ ïðèáëèæàþùèé ìíîãî÷ëåí H(x), óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèÿì (1), ìîæíî ïðåäñòàâèòü, â ÷àñòíîñòè, â âèäå

H(x) = (1− ξ)m1+1
m0
∑

j=0

f
(j)
0

j!
(x− x0)

j

m0−j
∑

k=0

akm1
ξk

+ ξm0+1
m1
∑

j=0

f
(j)
1

j!
(x− x1)

j

m1−j
∑

k=0

akm0
(1− ξ)k. (3)

Â �îðìóëå (3) äëÿ ìíîãî÷ëåíà H(x) áóêâîé ξ îáîçíà÷åíà îòíîñèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ,
ñâÿçàííàÿ ñ èñõîäíîé ïåðåìåííîé x ñîîòíîøåíèåì

ξ =
x− x0
x1 − x0

. (4)

Êîý��èöèåíò akm îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

akm =
(m+ k)!

k!m!
(5)

è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áèíîìèíàëüíûé êîý��èöèåíò Ck
m+k (íàïðèìåð, [11, ñ. 163℄) êàê

akm = Ck
m+k. (6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L äëèíó îòðåçêà [x0, x1], îïðåäåëåííóþ ñîîòíîøåíèåì

L = x1 − x0. (7)

Òîãäà �îðìóëó (3) äëÿ äâóõòî÷å÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìîæíî ïåðåïèñàòü ñ èñïîëüçîâà-

íèåì òîëüêî îòíîñèòåëüíîé ïåðåìåííîé ξ â âèäå

H(ξ) = (1−ξ)m1+1
m0
∑

j=0

f
(j)
0 Lj

j!
ξj

m0−j
∑

k=0

akm1
ξk+ξm0+1

m1
∑

j=0

f
(j)
1 Lj

j!
(ξ−1)j

m1−j
∑

k=0

akm0
(1−ξ)k. (8)

Äëÿ äâóõòî÷å÷íîãî ìíîãî÷ëåíà H(x) ìîæíî ïîñòðîèòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Im
ïî îòðåçêó [x0, x1], îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèåì

Im =

x1
∫

x0

H(x) dx,

èëè, ïåðåõîäÿ òîëüêî ê îòíîñèòåëüíîé ïåðåìåííîé ξ, â âèäå

Im =

1
∫

0

H(ξ)Ldξ.
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Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (8) äëÿ H(x), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ èíòåãðàëà Im:

Im =

m0
∑

j=0

{

f
(j)
0 Lj+1

j!
djm0,m1

}

+

m1
∑

j=0

{

(−1)j
f
(j)
1 Lj+1

j!
ejm0,m1

}

, (9)

ãäå êîý��èöèåíòû djm0,m1 è ejm0,m1 îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

djm0,m1
=

1
∫

0

ξj(1− ξ)m1+1
m0−j
∑

k=0

akm1
ξk, (10)

ejm0,m1
=

1
∫

0

(1− ξ)jξm0+1
m1−j
∑

k=0

akm0
(1− ξ)k dξ. (11)

Ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííîé ξ1 = 1− ξ â ñîîòíîøåíèè (11) äëÿ ejm0,m1 ëåãêî ïîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî

ejm0,m1
= djm1,m0

, (12)

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü òîëüêî êîý��èöèåíò djm0,m1 .

Ôîðìóëó (10) äëÿ êîý��èöèåíòà djm0,m1 , ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì èíòåãðàëà è ñòåïåíåé,

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

djm0,m1
=

m0−j
∑

k=0

akm1

1
∫

0

ξj+k(1− ξ)m1+1 dξ. (13)

Èíòåãðàë, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (13), îòíîñèòñÿ ê òèïó èíòå-

ãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, íàçûâàåòñÿ áåòà-�óíêöèåé Ýéëåðà è ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå �óíêöèè îò ñâîèõ ïàðàìåòðîâ (ñì., íàïðèìåð, [12, ñ. 325℄) êàê

1
∫

0

ξα0(1 − ξ)α1 dξ =
α0!α1!

(1 + α0 + α1)!
.

Ýòó �îðìóëó ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêæå â âèäå

1
∫

0

ξα0(1− ξ)α1 dξ =
1

(1 + α0 + α1)C
α1
α0+α1

. (14)

Ïóòåì íåñëîæíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ �îðìóëà (13) äëÿ êîý��èöèåíòà djm0,m1 ñ ó÷å-

òîì (14) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

djm0,m1
=

m0−j
∑

k=0

Ck
m1+k

(2 +m1 + j + k)Cj+k
m1+1+j+k

. (15)

Ïðîâåäÿ ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (15), ïîëó÷èì êîìïàêòíîå âûðàæå-

íèå äëÿ êîý��èöèåíòà djm0,m1 :

djm0,m1
=

Cj+1
m0+1

(j + 1)Cj+1
m0+m1+2

. (16)
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Ââåäåì êîý��èöèåíò Dj
m0,m1 , ñâÿçàííûé ñ êîý��èöèåíòîì djm0,m1 ñîîòíîøåíèåì

Dj
m0,m1

=
djm0,m1

j!
, (17)

è äëÿ åãî çíà÷åíèÿ ïîëó÷èì �îðìóëó:

Dj
m0,m1

=
Cj+1
m0+1

(j + 1)!Cj+1
m0+m1+2

. (18)

Îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàëà Im â ñîîòâåòñòâèè ñ (9) è ñ ó÷å-

òîì ñâÿçè ejm0,m1 è djm0,m1 (12) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Im =

m0
∑

j=0

{

f
(j)
0 Lj+1

j!
Dj

m0,m1

}

+

m1
∑

j=0

{

(−1)j
f
(j)
1 Lj+1

j!
Dj

m1,m0

}

. (19)

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí ïðèáëèæåíèÿ rIm èíòåãðàëà Im ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

rIm =

x1
∫

x0

rm(x) dx, (20)

ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí rm äâóõòî÷å÷íîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà ñîãëàñ-

íî [1, ñ. 173℄ çàïèñûâàåòñÿ êàê

rm(x) =
f (m0+m1+2)(η)

(m0 +m1 + 2)!
(x−x0)

m0+1(x−x1)
m1+1, η ∈ (x0, x1). (21)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà rIm ïðèìåò

�îðìó

rIm =

x1
∫

x0

f (m0+m1+2)(η)

(m0 +m1 + 2)!
(x−x0)

m0+1(x−x1)
m1+1 dx. (22)

Ïîñëå ïåðåõîäà ê îòíîñèòåëüíîé ïåðåìåííîé ξ ñîãëàñíî (4) è íåáîëüøèõ ïðåîáðàçî-

âàíèé îñòàòî÷íûé ÷ëåí ïðèáëèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

rIm =
(−1)m1+1Lm0+m1+3

(m0 +m1 + 2)!

1
∫

0

f (m0+m1+2)(η)ξm0+1(1− ξ)m1+1 dξ. (23)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì [13, ñ. 402℄ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûðàæåíèå ξm0+1(1−ξ)m1+1

íå ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå [0, 1], ýòó �îðìóëó ïåðåïèøåì â âèäå

rIm =
(−1)m1+1Lm0+m1+3

(m0 +m1 + 2)!
f (m0+m1+2)(η1)

1
∫

0

ξm0+1(1−ξ)m1+1 dξ, η1 ∈ (x0, x1).

Ñ ó÷åòîì �îðìóëû (14) äëÿ èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èì,

÷òî

rIm =
(−1)m1+1Lm0+m1+3

(m0 +m1 + 2)!

(m0 + 1)!(m1 + 1)!

(m0 +m1 + 3)!
f (m0+m1+2)(η1). (24)
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Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1). Òîãäà äëÿ îïðåäåëåííîãî

èíòåãðàëà ýòîé �óíêöèè èìååò ìåñòî �îðìóëà

x1
∫

x0

f(x) dx =

m0
∑

j=0

Dj
m0,m1

Lj+1f
(j)
0 +

m1
∑

j=0

(−1)jDj
m1,m0

Lj+1f
(j)
1 + rIm, (25)

ãäå

Dj
m0,m1

=
Cj+1
m0+1

(j + 1)!Cj+1
m0+m1+2

, (26)

rIm =
(−1)m1+1bm0,m1L

m0+m1+3

(m0 +m1 + 2)!
f (m0+m1+2)(η), (27)

bm0,m1 =
(m0 + 1)!(m1 + 1)!

(m0 +m1 + 3)!
, (28)

L = x1 − x0 è òî÷êà η ∈ (x0, x1).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ïîðÿäêà m0 +m1 +2 âêëþ÷èòåëüíî íà îò-

ðåçêå [x0, x1] îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Mm0+m1+2 > 0, ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî

|f (m0+m1+2)(x)| 6 Mm0+m1+2, x ∈ (x0, x1). (29)

Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà �óíêöèè δIm = |rIm| èìååò ìåñòî:

δIm 6 ∆Im,

ãäå ∆Im îáîçíà÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ

∆Im =
bm0,m1Mm0+m1+2L

m0+m1+3

(m0 +m1 + 2)!
. (30)

Ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íà êîíöàõ îòðåçêà.

Â ñëó÷àå, êîãäà â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ [x0, x1] ïîðÿäîê íàèâûñøåé

ïðîèçâîäíîé îäèí è òîò æå, ò. å. ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

m0 = m1 = m (31)

êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà (25) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàëà Im çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Im =

m
∑

j=0

Dj
mLj+1

[

f
(j)
0 + (−1)jf

(j)
1

]

, (32)

ãäå êîý��èöèåíò Dj
m â ñîîòâåòñòâèè ñ (26) âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé

Dj
m =

Cj+1
m+1

(j + 1)!Cj+1
2m+2

. (33)

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû êîý��èöèåíòû Dj
m äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé m è j.

Èç �îðìóëû (32) âèäíî, ÷òî èíòåãðàë Im, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ �óíêöèè è åå
ïðîèçâîäíûõ äî m-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, çàäàííûõ íà êîíöàõ îòðåçêà èíòåãðèðîâà-
íèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëåííûå êîý��èöèåíòû Dj
m ïåðåä ïðîèçâîäíûìè çàâèñÿò íå òîëüêî

îò j, íî è îò m, ò. å. îíè èçìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè m.
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Òàáëèöà 1. Êîý��èöèåíòû Dj
m

j

m

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1/2

1

1
2

1
12

2

1
2

1
10

1
120

3

1
2

3
28

1
84

1
1680

4

1
2

1
9

1
72

1
1008

1
30240

5

1
2

5
44

1
66

1
792

1
15840

1
665280

6

1
2

3
26

5
312

5
23432

1
11440

1
308880

1
17297280

7

1
2

7
60

1
60

1
624

1
9360

1
205920

1
7207200

1
518918400

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí èíòåãðèðîâàíèÿ rIm ñîãëàñíî (27) äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ ïðè-

íèìàåò âèä

rIm =
(−1)m+1bmL2m+3

(2m+ 2)!
f (2m+2)(η), (34)

ãäå êîý��èöèåíòû bm ïðåäñòàâëÿþòñÿ �îðìóëîé

bm =
(m+ 1)!(m + 1)!

(2m+ 3)!
, (35)

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò �îðìóëå, ïîëó÷åííîé â [15, ñ. 119℄.

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ∆Im äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä

∆Im =
M2m+2L

2m+3

(2m+ 2)!
bm, (36)

ãäå êîíñòàíòà M2m+2 > 0 îãðàíè÷èâàåò ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè ïîðÿäêà 2m+ 2 âêëþ÷è-
òåëüíî íà îòðåçêå [x0, x1], ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|f (2m+2)(x)| 6 M2m+2, x ∈ (x0, x1). (37)

Ôîðìóëà (36) äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ∆Im â ýòîì ñëó÷àå òàêæå

ñîîòâåòñòâóåò �îðìóëå â [15, ñ. 119℄.

2. Î ñîïîñòàâëåíèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî äâóõòî÷å÷íîé �îðìóëå

è ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, êàê îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, ñóùåñòâóþò

è äðóãèå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþò çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîäûíòå-

ãðàëüíîé �óíêöèè. Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ îñíîâàí íà �îðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ Ýéëå-

ðà � Ìàêëîðåíà. Äëÿ ýòîãî ïîäõîäà èíòåãðàë

I =

x1
∫

x0

f(x) dx (38)

îò çàäàííîé �óíêöèè f(x) ïðåäñòàâèì â âèäå

I = Em + rEm, (39)
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ãäå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà Em âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé Ýéëåðà � Ìàêëîðå-

íà [14, ñ. 136℄, ïðèâåäåííîé äëÿ ñëó÷àÿ çàäàíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè òîëüêî íà êîíöàõ

îòðåçêà [x0, x1]

Em =
L

2

[

f0 + f1
]

+

m
∑

j=1

B2jL
2j

(2j)!

[

f
(2j−1)
0 − f

(2j−1)
1

]

, (40)

B2j � ÷èñëà Áåðíóëëè, ðàññìîòðåííûå, íàïðèìåð, â [1, ñ. 292℄, rEm � îñòàòî÷íûé ÷ëåí

ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà, êîòîðûé ñîãëàñíî [1, ñ. 292℄ èìååò âèä

rEm = −
B2m+2L

2m+3

(2m+ 2)!
f (2m+2)(λ), λ ∈ (x0, x1). (41)

Çàïèøåì �îðìóëó Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà â ðàçâåðíóòîì âèäå

Em =
L

2

[

f0+f1
]

+
B2L

2

2!

[

f ′

0−f ′

1

]

+
B4L

4

4!

[

f ′′′

0 −f ′′′

1

]

+. . .+
B2mL2m

(2m)!

[

f
(2m−1)
0 −f

(2m−1)
1

]

. (42)

Ñðàâíåíèå �îðìóë (32) è (42) ïîêàçûâàåò, ÷òî â îòëè÷èå îò �îðìóëû äâóõòî÷å÷íîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ, â êîòîðóþ âõîäÿò ïðîèçâîäíûå êàê ÷åòíîãî, òàê è íå÷åòíîãî ïîðÿäêîâ,

�îðìóëà Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå òîëüêî íå÷åòíîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ δEm = |rEm| èñïîëüçóåì �îðìóëû Ýéëåðà �

Ìàêëîðåíà ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ïîðÿäêà 2m + 2 âêëþ÷èòåëüíî íà

îòðåçêå [x0, x1] îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé M2m+2 > 0, ò. å. ñ÷èòàÿ, ÷òî

|f (2m+2)(x)| 6 M2m+2, x ∈ (x0, x1),

èç �îðìóëû (41) ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

δEm 6 ∆Em,

ãäå ÷åðåç ∆Em îáîçíà÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ

∆Em =
|B2m+2|L

2m+3

(2m+ 2)!
M2m+2. (43)

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ∆Im â ñîîòâåòñòâèè ñ (36) ìîæåò

áûòü çàïèñàíà â âèäå

∆Im =
bmL2m+3

(2m+ 2)!
M2m+2, (44)

ãäå ÷èñëà bm ñîãëàñíî (35) ïðåäñòàâëÿþòñÿ �îðìóëîé

bm =
(m+ 1)!(m+ 1)!

(2m+ 3)!
. (45)

Ñðàâíåíèå �îðìóë (44) è (43) ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêè ïîãðåøíîñòåé äëÿ äâóõòî÷å÷-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó

è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ÷èñëîâûìè êîý��èöèåíòàìè bm è B2m+2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó

îòíîøåíèå îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, îöåíîê ïîãðåøíîñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷èñëîâûõ êîý��èöèåíòîâ îáîèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ.

Èç �îðìóëû (45) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà bm óìåíüøàþòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì m è ïðè ýòîì

lim
m→∞

bm = 0.
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Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷àÿ α = m+ 1, äëÿ ÷èñåë bm ìîæíî çàïèñàòü

bm =
(m+ 1)!(m+ 1)!

(2m+ 3)!
=

α!α!

(α+ 1)(2α)!
6

α
∏

i=1

i

α+ i
6

α
∏

i=1

1

2
=

1

2α
=

1

2m+1
,

îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî bm → 0 ïðè m → ∞.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè B2m èìååòñÿ �îðìóëà [1, ñ. 293℄

B2m = (−1)m+1 2(2m)!

(2π)2m
ζ(2m),

ãäå ζ(s) � èçâåñòíàÿ äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà (íàïðèìåð, [8, ñ. 263℄), îïðåäåëåííàÿ êàê

ζ(s) =
∑

∞

k=1
1
ks
, è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì [1, ñ. 293℄, ÷òî ζ(s) → 1 ïðè s → ∞.

Èç �îðìóëû äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Áåðíóë-

ëè B2m ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè m → ∞.

Òàáëèöà 2. ×èñëîâûå êîý��èöèåíòû bm è ÷èñëà Áåðíóëëè B2m+2

m 0 1 2 3 4 5 6 7

bm
1
6

1
30

1
140

1
630

1
2772

1
12012

1
51480

1
218790

B2m+2
1
6

− 1
30

1
42

− 1
30

5
66

− 691
2730

7
6

− 3617
510

km = bm
|B2m+2|

1.00 1.00 0.30 0.048 0.0048 0.00033 1.7 ·10−5 6.4 ·10−7

Òàáëèöà 3. Ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëîâ Hm è Em

è îöåíîê èõ ïîãðåøíîñòåé ∆Im è ∆Em

m Ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëîâ Im è Em ∆Im
∆Em

0 I0 = L

2
(f0 + f1)

E0 = L

2
(f0 + f1)

M2L
3

12
M2L

3

12

1 I1 = L

2
(f0 + f1) +

L2

12
(f ′

0 − f ′
1)

E1 = L

2
(f0 + f1) +

L2

12
(f ′

0 − f ′
1)

M4L
5

720
M4L

5

720

2 I2 = L

2
(f0 + f1) +

L2

10
(f ′

0 − f ′
1) +

L3

120
(f ′′

0 + f ′′
1 )

E2 = L

2
(f0 + f1) +

L2

12
(f ′

0 − f ′
1)−

L4

720
(f ′′′

0 − f ′′′
1 )

M6L
7

100800
M6L

7

30340

3 I3 = L

2
(f0 + f1) +

3L2

28
(f ′

0 − f ′
1) +

L3

84
(f ′′

0 + f ′′
1 ) +

L4

1680
(f ′′′

0 − f ′′′
1 )

E3 = L

2
(f0 + f1) +

L2

12
(f ′

0 − f ′
1)−

L4

720
(f ′′′

0 − f ′′′
1 ) + L6

30240
(f

(5)
0 − f

(5)

1 )

M8L
9

25401600
M8L

9

1209600

4 I4 = L

2
(f0 + f1) +

L2

9
(f ′

0 − f ′
1) +

L3

72
(f ′′

0 + f ′′
1 ) +

L4

1008
(f ′′′

0 − f ′′′
1 )

+ L5

30240
(f

(4)
0 + f

(4)

1 )

M10L
11

10059033600
M10L

11

47900160

m Im =
d0
m

L

0!
(f0 + f1) +

d1
m

L2

1!
(f ′

0 − f ′
1) +

d2
m

L3

2!
(f ′′

0 + f ′′
1 )

+
d3
m

L4

3!
(f ′′′

0 − f ′′′
1 ) + . . .+

dm
m

Lm+1

m!
(f

(m)
0 + (−1)mf

(m)
1 )

Em = L

2
(f0 + f1) +

B2L
2

2!
(f ′

0 − f ′
1) +

B4L
4

4!
(f ′′′

0 − f ′′′
1 )

+ B6L
6

6!
(f

(5)
0 − f

(5)

1 ) + . . .+ B2mL2m

(2m)!
(f

(2m−1)
0 − f

(2m−1)
1 )

bmL2m+3

(2m+2)!
M2m+2

|B2m+2|L
2m+3

(2m+2)!
M2m+2

Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ÷èñëîâûå êîý��èöèåíòû äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðè-

ðîâàíèÿ bm, ÷èñëà Áåðíóëëè B2m+2 è îêðóãëåííûå äî äâóõ öè�ð çíà÷åíèÿ êîý��èöèåí-

òà km, ðàâíûå îòíîøåíèþ èõ ìîäóëåé äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé m. Êàê âèäíî èç òàáë. 2,
ïåðâûå äâà ÷ëåíà ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì m = 0 è
m = 1, ñîâïàäàþò. Äàëåå, ñ óâåëè÷åíèåì m, íà÷èíàÿ ñ m = 2, îáå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðàñõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà, ïðè÷åì â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ: êîý��èöèåíòû bm
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ìîíîòîííî óìåíüøàþòñÿ, ñòðåìÿñü ê íóëþ, à ìîäóëè ÷èñåë Áåðíóëëè B2m+2, íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî íîìåðà, íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò, ñòðåìÿñü ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà òàáë. 2, ñîäåðæàùàÿ äàííûå îá îòíîøåíèè êîý��èöèåíòîâ bm è

÷èñåë Áåðíóëëè B2m+2, ïîêàçûâàåò òî, ÷òî km íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû è ìîíîòîííî

óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì m. Ñîîòâåòñòâåííî, îöåíêà òî÷íîñòè äâóõòî÷å÷íîé �îðìó-

ëû èíòåãðèðîâàíèÿ íå õóæå îöåíêè �îðìóëû Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà è ñòàíîâèòñÿ ñóùå-

ñòâåííî ëó÷øå åå ïðè óâåëè÷åíèè m.

Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû �îðìóëû äëÿ èíòåãðàëîâ Hm è Em, à òàêæå îöåíîê èõ ïî-

ãðåøíîñòåé äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé m.

3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ïðèìåð 1. Äëÿ ñðàâíåíèÿ îáîèõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïðè-

áëèæåíèÿ èíòåãðàëà äëÿ �óíêöèè y = sinx íà îòðåçêå [0, π] ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë

äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèé m. Çíà÷åíèå èíòåãðàëà

I =

π
∫

0

sinx dx

ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè è ðàâíî äâóì.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíûõ �îðìóë, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 3, �îðìóëû äëÿ

÷èñëåííîé ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

δIm = |I − Im| (46)

è èõ îöåíîê, âûðàæåííûõ (36) è (43), ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ, èõ ïî-

ãðåøíîñòè è èõ îöåíêè äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé m, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4.

Â êàæäîé ÿ÷åéêå âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ñòîëáöà ýòîé òàáëèöû ââåðõó ïðèâî-

äÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî �îðìóëå äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, âíèçó ïðèâîäÿòñÿ

äàííûå, ïîëó÷åííûå ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà.

Òàáëèöà 4. Çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ Im, Em, èõ ïîãðåøíîñòåé δIm, δEm è îöåíîê δIm, δEm

m Im
Em

δIm
δEm

δIm
δEm

0 0.000000000

0.000000000

2.000000000

2.000000000

2.583856390

2.583856390

1 1.644934067

1.644934067

0.355065933

0.355065933

0.425027340

0.425027340

2 1.973920880

1.915514875

0.026079120

0.084485125

0.029963226

0.099877422

3 1.998952025

1.979098817

0.001047975

0.020901183

0.001173513

0.024643766

4 1.999973416

1.994787525

0.000026584

0.005212475

0.000029248

0.006142026

5 1.999999535

1.998697660

0.000000465

0.001302340

0.000000505

0.001534358

6 1.999999994

1.999674463

0.0000000059

0.0003255368

0.0000000064

0.0003835187

7 2.000000000

1.999918619

0.000000000058

0.000081381203

0.000000000062

0.000095875264
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Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàë, ÷òî îáà ïîäõîäà ïðè m = 0 è m = 1, äà-
þò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû. Îäíàêî ïðè m ðàâíûì äâóì è áîëåå òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ,

ïîëó÷åííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõòî÷å÷íîé �îðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ñóùåñòâåííî

âûøå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà, è ýòî ïîâûøåíèå òî÷íîñòè

óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì m.

Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ íàãëÿäíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ïðåäñòàâëåíèè èõ â ãðà-

�è÷åñêîé �îðìå. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ δm
îò ïàðàìåòðà m, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè �îðìóëû äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâà-

íèÿ è ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà.

Èç ïîâåäåíèÿ ãðà�èêîâ íàãëÿäíî âèäíî, ÷òî îáå çàâèñèìîñòè, ñîâïàäàÿ ïðè m = 0
è m = 1, ðàñõîäÿòñÿ îò òî÷êè m = 1, ïðè÷åì ðàñõîæäåíèå ìåæäó íèìè óâåëè÷èâàåòñÿ

ñ óâåëè÷åíèåì m, è ãðà�èê, ïðåäñòàâëÿþùèé çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè, ïîëó÷åííîé ïî
�îðìóëå äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ëåæèò íèæå àíàëîãè÷íîãî ãðà�èêà, ïîñòðîåí-

íîãî ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà.

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè δm îò ïàðàìåòðà m äëÿ �óíêöèè f(x) = sin x.

Èç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 4 è èç ðèñ. 1, ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, ïðè m = 7
îòíîøåíèå ïîãðåøíîñòè, ïîëó÷åííîé ïî �îðìóëå äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, áîëåå

÷åì â ìèëëèîí ðàç ìåíüøå ïîãðåøíîñòè, ïîëó÷åííîé ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà

(èõ îòíîøåíèå ñîñòàâëÿåò 0.000000000058/0.000081381203 = 0.71 · 10−6
). Ýòî îòíîøåíèå

âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèþ îöåíîê èõ ïîãðåøíîñòåé è îòíîøåíèþ km = 0.64 · 10−6
,

ïðåäñòàâëåííîìó â ïîñëåäíåé ñòðîêå òàáë. 2.

Äëÿ ðàññìîòðåííîé �óíêöèè f(x) = sinx ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåí-

íûå â òàáëè÷íîé è ãðà�è÷åñêîé �îðìå, ïîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé

èíòåãðàëîâ Im è Em, ïîëó÷åííûå îáîèìè ìåòîäàìè, ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ èíòå-

ãðàëà I, õîòÿ è ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì èíòåãðàë

I =

2
∫

1

dx

x
,

êîòîðûé ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè è çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî ln 2 =
0.69314718 . . .
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Äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè òàêæå ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ñêîëü óãîäíî âûñî-

êîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå, êàê íåñëîæíî âûâåñòè, ïðåäñòàâëÿþòñÿ �îðìóëîé

(

1

x

)(j)

=
(−1)(j)j!

xj+1
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé �îðìóëû è êâàäðàòóðíûõ �îðìóë, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 3,

ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðî-

âàíèÿ è ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà. Â òàáë. 5 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ

Im è Em è èõ ÷èñëåííûõ ïîãðåøíîñòåé δIm, δEm äëÿ m = 0, . . . , 10.

Òàáëèöà 5. Çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ Im, Em è èõ ïîãðåøíîñòåé δIm, δEm

m Im Em δIm δEm

0 0.75000000 0.75000000 0.056852819 0.056852819

1 0.68750000 0.68750000 0.0056471806 0.0056471806

2 0.69375000 0.69531250 0.00060281944 0.0021653194

3 0.69308036 0.69140625 0.000066823417 0.0017409306

4 0.69315476 0.69555664 7.5813448 · 10−6
0.0024094601

5 0.69314631 0.68798828 8.7374176 · 10−7
0.0051588993

6 0.69314728 0.70907593 1.0184515 · 10−7
0.015928747

7 0.69314717 0.62574768 1.1973324 · 10−8
0.067399500

8 0.69314718 1.0690007 1.4170850 · 10−9
0.37585354

9 0.69314718 −1.9849420 1.6862127 · 10−10
2.6780891

10 0.69314718 24.471245 2.0153288 · 10−11
23.778098

Êàê âèäíî èç òàáë. 5 è ðèñ. 2, ñ óâåëè÷åíèåìm çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ Im, ðàññ÷èòàííûå
ïî ìåòîäó äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ñòðåìÿòñÿ ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ èíòåãðàëà I,
ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü δIm ìîíîòîííî óáûâàåò. Â òîæå âðåìÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ Em,

ïîëó÷åííûå ïî �îðìóëå ïî Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà, ñòðåìÿòñÿ ê çíà÷åíèþ èíòåãðàëà I
òîëüêî ïðè ìàëûõ m, è ñ íåêîòîðîãî m ïîãðåøíîñòü δEm íà÷èíàåò ðåçêî óâåëè÷èâàòüñÿ,

ò. å. ïðîöåññ ïðèáëèæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè δm îò ïàðàìåòðà m äëÿ �óíêöèè f(x) = 1/x.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, îïðåäåëåííîå ÷èñëåííûì ïóòåì, ïîäòâåðæäàåòñÿ àíàëèòè÷å-

ñêèìè âûêëàäêàìè. Òàê, ïîãðåøíîñòü äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ δIm = |rIm| ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì (34) è (46) è ïîãðåøíîñòü δEm = |rEm| �îðìóëû ïî Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà
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ñ èñïîëüçîâàíèåì (41) è (46) ñ ó÷åòîì L = 1 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëà ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

δIm =
bm

η2m+3
1

, δEm =
|B2m+2|

η2m+3
2

, η1, η2 ∈ (1, 2).

Äëÿ ïîãðåøíîñòåé δIm è δEm èìååì îöåíêè, ñîîòâåòñòâåííî, ñâåðõó è ñíèçó

δIm 6 bm, δEm > |B2m+2|/2
2m+3.

Èç ýòèõ îöåíîê äëÿ ýòèõ ïîãðåøíîñòåé ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèé èí-

òåãðàëîâ äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî-

âåäåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîý��èöèåíòîâ äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ÷èñåë

Áåðíóëëè, ñîîòâåòñòâåííî. Êàê îòìå÷åíî âûøå, ïåðâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ ïðè m → ∞, à âòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè m → ∞ ñ �àêòîðèàëü-

íîé ñêîðîñòüþ, ïîýòîìó ïðîöåññ ïðèáëèæåíèÿ ïî äâóõòî÷å÷íîé �îðìóëå äëÿ äàííîãî

èíòåãðàëà ñõîäèòñÿ, à ïî �îðìóëå Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà ðàñõîäèòñÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõòî÷å÷-

íûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà îáùåãî âèäà. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ýòîé

çàäà÷è ïîëó÷åíû �îðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàäàííîãî ïîðÿäêà ïðî-

èçâîäíûõ, â òîì ÷èñëå è äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïîðÿäêè ïðîèçâîäíûõ, çà-

äàííûõ â êîíöåâûõ òî÷êàõ îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîãóò áûòü íå ðàâíû äðóã äðóãó.

Ïîëó÷åíî òàêæå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, íà îñíîâå êîòîðîãî äàíà îöåíêà

ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ñðàâíåíèå ìåòîäà äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîäõîäîì, îñíîâàííîì íà èñïîëü-

çîâàíèè �îðìóëû Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà, ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ �óíêöèé

òî÷íîñòü äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííî âûøå, ÷åì ïî �îðìóëå Ýéëåðà �

Ìàêëîðåíà. Ïðèâåäåí ïðèìåð èíòåãðàëà, äëÿ êîòîðîãî åãî ïðèáëèæåíèÿ, ïîëó÷åííûå

ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà, ðàñõîäÿòñÿ, à ïîëó÷åííûå ïî �îðìó-

ëå äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñõîäÿòñÿ è äîñòàòî÷íî áûñòðî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

â îòëè÷èå îò �îðìóëû Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà �îðìóëà äâóõòî÷å÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

ïðèìåíèìà è â ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìàëüíûå ïîðÿäêè ïðîèçâîäíûõ íà êîíöàõ îòðåçêà

èíòåãðèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü íå ðàâíûìè äðóã äðóãó, ÷òî âàæíî â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëî-

æåíèÿõ.

Â ÷àñòè ïðîäîëæåíèÿ ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ðàñ-

ñìîòðåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîðÿäêîâ ïðîèçâîäíûõ íà

êîíöàõ îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ.
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Abstra
t. The problem of integrating a fun
tion on the basis of its approximation by two-point Hermite

interpolation polynomials is 
onsidered. Quadrature formulas are obtained for the general 
ase, when the

orders of the derivatives given at the endpoints of the segment 
an be not equal to ea
h other. The formula for

the remainder term is presented and the error of numeri
al integration is estimated. Examples of integrating

fun
tions with data on error and its estimation are given. A two-point approximation of the integrals is


ompared with a method based on the Euler-Ma
laurin formula. Comparison of the two-point integration

method with the approa
h based on the use of the Euler-Ma
laurin formula showed that for su�
iently

smooth fun
tions the a

ura
y of two-point integration is signi�
antly higher than by the Euler-Ma
laurin

formula. An example of an integral is given for whi
h its approximations obtained using the Euler-Ma
laurin

formula diverge, and those obtained by the formula two-point integration 
onverge qui
kly enough. We also

note that, in 
ontrast to the Euler-Ma
laurin formula, the two-point integration formula is also appli
able in

the 
ase when the maximum orders of the derivatives at the ends of the integration interval may not be equal

to ea
h other, whi
h is important in pra
ti
al appli
ations.

Key words: quadrature of fun
tions, two-point Hermite interpolation polynomial, quadrature formulas

using derivatives, estimation of the integration error, Euler�Ma
laurin formula, 
onvergen
e of approximations.
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