
離散凸解析とマッチングモデル
その２：離散凸解析を用いたモデル

田村明久（慶應義塾大学　理工学部）

2011-7-26 COSS 2 

凸関数の性質
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離散凸性
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M凹関数

f : M凹関数        [Murota 1996, Murota-Shioura 1999]
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M凹関数
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点が１歩ないし２歩だけ近づいたとき，
関数値の和が増加する 

通常の凹関数:

２点を結ぶ直線上を互いに等距離近づく
と，関数値の和は増加する

整数性を保存するために調整が必要
!
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M凹関数の例

•  層型凹関数
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M凹関数の最適性

 定理　 M 凹関数 f ：ZE "R#{-$} に対して 

 　　　　　　　　　　　（ f の最大解集合） 

[Murota 1996]

                                   としたとき n と log L  
に関する多項式時間で最大解が求まる
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M凹関数の和の最適性

M凹交叉定理 [Murota 1996]

M 凹関数

M凹関数＋M凹関数 % M 凹関数
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M凹関数の性質

•  凹拡張可能性                                    [Murota 1996]

•  劣モジュラ性                              [Murota-Shioura 2001]

•  単改良性                                  [Fujishige-Yang 2003]

•  粗代替性                                   [Fujishige-Yang 2003]
                              [Danilov-Koshevoy-Lang 2003], [Murota-T. 2003]

•  代替性                                      [Fujishige-T. 2003]
                                                 [Farooq-T. 2004], [Farooq-Shioura 2005]
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代替性

!  X：有限集合 

!  C : 2X " 2X   s.t.  C(Y) & Y  for any Y & X 

!  C が代替性を満たすとは
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M凹性と代替性

補題  f　：M 凹関数， z1 , z2 'ZE (z1 ! z2 )

(SC1)　定員が減少したとき 
       z2(e)  x1(e) ( x2(e) = z2(e)  
       x1(e) < z2(e) ( x1(e) " x2(e) 

[Fujishige-T. 2003]
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M凹性と代替性

定理  f　：{0,1}E"R#{-$}に対し以下は同値 

(1)  f はM凹関数

(2) 任意のp'REに対し f [-p] が（SC1)を満たす 

(3) 任意のp'REに対し f [-p] が（SC2)を満たす

[Farooq-T. 2004]

•  dom f が有界な場合へ拡張      [Farooq-Shioura 2005]  
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FTモデル

P : 労働者の集合

Q : 企業の集合

i 

j 

! (i,j) ! s(i,j) ! ! (i,j) 
     j から i への給与

fi : ZE(i)"R#{-$} 評価関数，  E(i)={(i,j)) | j)'Q} 

fj: ZE(j)"R#{-$} 評価関数，　E(j)={(i),j) | i)'P} 

“安定”な割当(多対多，複数労働時間)と給与は存在するか
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FTモデル

given 

(A)  dom fk  (k'P#Q) は有界, 遺伝的, 
　　 最小点として 0 を含む 

       遺伝的:    0 * x1 * x2 ' dom fk   ( x1 ' dom fk 
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! 実行可能割当 x'ZE 

               x(k) 'dom fk       (k'P#Q) 
               x(k) : x の E(k) への制限 

! 実行可能給与ベクトル s'RE 

       　   ! ! s ! !   

! 解 (x,s)  実行可能割当＆実行可能給与ベクトル 

実行可能割当，実行可能給与ベクトル
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動機制約

!  (x,s) : 動機制約(incentive constraints) 

   各主体は現在の給与に対して，労働時間を減ら
す動機をもたない 
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不安定解

i j 
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!  (pairwise) 不安定解 (x,s)： 
          動機制約を満たさない あるいは 
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準不安定解

!  (pairwise) 準不安定解 (x,s)： 
          動機制約を満たさない あるいは 

i j 

i’ 

j’ 

不安定解 ( 準不安定解 
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安定解，厳安定解

!  (pairwise) 安定解 (x,s)：不安定でない解 

!  (pairwise) 厳安定解 (x,s)：準不安定でない解 

       　厳安定解 ( 安定解 

不安定

準不安定
厳安定

2011-7-26 COSS 20 

安定性  対  厳安定性 (1)

補題                                                     

   fk  (k'P#Q): 仮定(A) を満たすM凹関数

    すべての安定解は厳安定
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定理                                                     

   fk  (k'P#Q): 仮定(A) を満たすM凹関数

  任意の安定解 (x,s) に対して, 

  ある実行可能給与ベクトル s' が存在し

  (x,s') が厳安定解となる

安定性  対  厳安定性 (2)
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主定理(安定解の存在)

 定理 
    fk  (k'P#Q): (A)を満たすM凹関数 

   常に厳安定解が存在する  

(A) dom fk  (k'P#Q) は有界, 遺伝的, 
　　 最小点として 0 を含む 

       遺伝的:    0 * x1 * x2 ' dom fk   ( x1 ' dom fk 
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厳安定性の特徴付け

  fk  (k'P#Q): (A)を満たすM凹関数，x:実行可能割当
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