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Sum of Squares (SoS)緩和
SoS緩和 多項式計画に対する緩和解法
応用 システムと制御・力学系の解析・行列の共正値性・

信号処理・オプション価格の決定・量子情報理論・
ゲーム理論など

(a) リアプノフ安定性 (b) 球の埋め込み

図: from wikipedia
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Sum of Squares (SoS)緩和

ここ数年 SoS緩和が理論計算機科学で盛り上がっている．

• Unique Gamesに対する準指数時間アルゴリズム

• 平均計算量の解析（例：ランダム CSP，植込クリーク）

• 疎な解の発見（圧縮センシング，テンソル分解，辞書学習）
• SoSに対する新しい理解（計算論的ベイズ推論？）．

本講義では，SoS緩和の最近の発展の一部を解説する．
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多項式計画問題

連立代数方程式（多項式= 0の集合）

E = {p1(x) = · · · = pm(x) = 0}

に対して，全制約を満たす x ∈ Rnが存在するか判定せよ．

注: 不等式制約 q(x) ≥ 0も，等式制約 q(x)− y2 = 0で表現可能．

注: 最適化問題も二分探索により充足性判定に帰着できる（本講
演では精度の問題は無視）．
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多項式計画問題の例

線形計画 : 全ての pi が線形関数．多項式時間で解ける．

最小二乗法 : (x1, y1), . . . , (xn, yn) ∈ Rd × Rが与えられる．
mina∈Rd

∑
i∈[n](yi − ⟨a, xi ⟩)2を求めよ.

最大固有値 : max∥x∥22=1⟨x ,Ax⟩を求めよ.

3SAT : (x̄i ∨ x̄j ∨ xk)の形をした制約が多数与えられる．出
来るだけ多くの制約を満たす x ∈ {0, 1}nを求めよ．
xi ∈ {0, 1} ⇔ x2i = xi ,

(x̄i ∨ x̄j ∨ xk) = (xi ∧ xj ∧ x̄k) = 1 ⇔ xixj(1− xk) = 0.

k-Clique : x2i = xi ,
∑

i xi = k , xixj = 0 if (i , j) ̸∈ E .

多項式計画問題は一般に NP困難．
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Sum of Squares (SoS) アルゴリズム

多項式 pが SoS (p ⪰ 0): 或る多項式 {qi}で p =
∑

i q
2
i と書ける．

SoSアルゴリズム (informal)

偶数 ℓ ≥ 2d と n変数上の連立 d 次代数方程式 E に対して，ℓ次
SoSアルゴリズムは nO(ℓ)時間で以下のどちらかを出力:

Yes: 解上の「ℓ次の疑似分布」

No: 解が存在しないことの「ℓ次の SoS証明」

多項式計画に対する緩和解法．
以下 ℓ次の SoSアルゴリズムを SoSℓと書く．
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SoSℓの出力: Yesの場合

Rn
d : 次数 d 以下の n変数多項式の集合．

SoSℓの出力: Yesの場合

E = {p1 = · · · = pm = 0}: 連立 d 次方程式
Yesの場合，SoSℓは以下を満たす線形写像 L : Rn

ℓ → Rを出力．
正規性 L(1) = 1．

非負性 任意の SoS p ∈ Rn
ℓ に対して L(p) ≥ 0．

実行可能性 任意の i ∈ [m], p ∈ Rn
ℓ−d に対して L(pip) = 0.
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線形写像 Lの解釈: 疑似分布

E を満たす解上の分布 µは以下を満たす．

正規性 Ex∼µ[1] = 1.

非負性 任意の SoS p ∈ Rn
nに対して Ex∼µ[p(x)] ≥ 0.

実行可能性 任意の i ∈ [m], p ∈ Rn
n−d に対して Ex∼µ[pip] = 0.

線形写像 Lは作用素 Eを弱めたものとみなすことが出来る．
⇒ Lを疑似分布作用素と呼び，Ẽと書く．
x に対する同時分布は存在しないが，低次の多項式 p ∈ Rn

ℓ に対し
て Ẽ p(x)は計算できる．
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線形写像 Lの実体

実際に SoSℓが出力するのは，以下を満たす双線型写像
M : Rn

ℓ/2 × Rn
ℓ/2 → R．

正規性 M(1, 1) = 1 (左辺の 1は p(x) = 1という多項式).

対称性 もし p, q, r , s ∈ Rn
ℓ/2が pq = rs を満たすならば

M(p, q) = M(r , s)．

非負性 任意の p ∈ Rn
ℓ/2に対してM(p, p) ≥ 0.

実行可能性 任意の i ∈ [m], p ∈ Rn
ℓ/2−d , q ∈ Rn

ℓ/2に対して
M(pip, q) = 0.

SoS 緩和による証明のアルゴリズム化 𠮷田 悠一



イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

Mから Lへの変換

多項式 p ∈ Rn
ℓ に対して，p =

∑
i αiqi と単項式に分解し，更に単

項式 q′i , q
′′
i ∈ Rn

ℓ/2を用いて，qi = q′iq
′′
i と分解する．

対称性より ∑
αiM(q′i , q

′′
i ).

は一意に定まるので，L(p)をこの値で定義．

Lの正規性，非負性，実行可能性は簡単に確認できる．
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双線型写像Mの存在性

補題

E が解を持つならば，条件を満たすM が存在する．

証明.

x∗ ∈ Rnを解とする．M(p, q) = p(x∗)q(x∗)とおけば，M は全て
の制約を満たす．

SoS 緩和による証明のアルゴリズム化 𠮷田 悠一



イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

双線型写像Mの計算

条件を満たすM は多項式時間で計算できるか？

演習

対称性と実行可能性が任意の単項式で成り立てば，任意の多項式
でも成り立つことを示せ．

単項式 p, q ∈ Rn
ℓ/2に対して

Apq = M(p, q)

なる行列 Aを考える．

対称性と実行可能性⇒ Aに対する線形制約
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双線型写像Mの計算

補題

M が非負性を満たす ⇔ Aが半正定値．

証明.

(⇐) 多項式 p ∈ Rn
ℓ/2は単項式 {qi}を使い p =

∑
i αiqi と分解で

きる．この時，

M(p, p) =
∑
i ,j

αiαjM(qi , qj) = ⟨α,Aα⟩ ≥ 0.

逆も同様．

M は幾つかの線形制約を満たす半正定値対称行列 A ∈ Rnℓ/2×nℓ/2

として表現できる⇒ SDPにより nO(ℓ)時間で求まる．
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SoSℓの出力: Noの場合

• 疑似分布は SDPを解くことで得られるので，Noの場合は E
が満たせない証拠を分離平面として得ることが出来る．

• この分離平面は，E に対する SoS推論による反駁とみなすこ
とが出来る．
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SoS推論

定義 (SoS推論)

pを多項式，E = {q1 ≥ 0, . . . , qm ≥ 0} ∪ {r1 = · · · = rm′ = 0}と
する．
この時 p ≥ 0に対する ℓ次の SoS証明があるとは，ある SoS
u0, . . . , umと多項式 v1, . . . , vm′ が存在して，

p = u0 +
m∑
i=1

uiqi +
m′∑
j=1

vj rj ,

with deg(u0), deg(uiqi ), deg(vj rj) ≤ ℓ ∀i ∈ [m], j ∈ [m′].

と書けることを指す．また，これを E ⊢ℓ p ≥ 0と書く．
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SoS推論
SoS証明は動的な証明系として使うことも出来る．

命題

E ⊢ℓ p ≥ 0 E ′ ⊢ℓ′ p
′ ≥ 0

E , E ′ ⊢max{ℓ,ℓ′} p + p′ ≥ 0

命題

E = {q1 ≥ 0, . . . , qm ≥ 0}, E ′ = {q′1 ≥ 0, . . . , q′m′ ≥ 0}の時，

E ⊢ℓ p ≥ 0 E ′ ⊢ℓ′ p
′ ≥ 0

E , E ′, E · E ′ ⊢ℓ+ℓ′ pp
′ ≥ 0

ただし E · E ′ = {qiq′j ≥ 0 | i ∈ [m], j ∈ [m′]}.
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SoS推論の例

演習

以下が成り立つ．
x4 ≤ 1 ⊢4 x

2 ≤ 1
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SoS推論の例

演習

任意の ℓ ∈ Nに対して，

x4 ≥ 1 ̸⊢ℓ x
2 ≥ 1.

演習

⊢2 2xy ≤ x2 + y2.
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Positivstellensatz

もし E が充足不可能な時，その証明は SoS証明により得られる？

定義

E ⊢ −1 ≥ 0の時，E は SoS反駁を持つという．

定理 (Positivstellensatz [Kri64, Ste74, Sch91, PV99])

（緩い仮定のもとで）任意の充足不可能な E は，ある ℓ ∈ Nが存
在して，ℓ次の SoS反駁を持つ．

緩い仮定（の例）: あるM ∈ R+に対して ∥x∥22 ≤ M．
注: Nullstellensatzは Cn上の話．よって不等式は出てこない．
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双対性

定理

（緩い仮定のもとで）d次連立代数方程式
E = {p1 = . . . = pm = 0}は，以下のどちらか一方を満たす．
(i) E を満たす ℓ次の疑似分布が存在する．

(ii) E に対する ℓ次の SoS反駁を持つ．

注: 不等式も扱えるが省略．
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双対性

(ii) ⇒ not (i).

仮定より或る SoS q0 ∈ Rn
ℓ と q1, . . . , qm ∈ Rn

ℓ−d が存在し
−1 = q0 +

∑
i qipi を満たす．

任意の疑似分布が E を満たさないことを示す．実際

Ẽ
∑
i

qipi = − Ẽ 1− Ẽ q0 ≤ −1

であり，これは或る i ∈ [m]に対して Ẽ qipi ̸= 0を意味する．

SoS 緩和による証明のアルゴリズム化 𠮷田 悠一



イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

双対性

not (ii) ⇒ (i).

C を SoS q0 ∈ Rn
ℓ と q1, . . . , qm ∈ Rn

ℓ−d に対して q0 +
∑

i qipi の
形をした多項式のなす錐とする．
E は ℓ次 SoS反駁を持たないので，−1はこの錐に入っていない
（また境界にも無いと示せる）．
分離超平面の存在より，ある線形演算子 Lが存在し，L(−1) < 0
かつ任意の p ∈ C に対して L(p) ≥ 0．
また正規化により L(1) = 1と仮定してよい．これは E を満たす疑
似分布演算子．

注: これは E ⊢ℓ p ≥ 0であれば，Ẽ p ≥ 0を示唆している．
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SoSアルゴリズム

定理

（緩い仮定のもとで）d 次の連立代数方程式 E に対して，
SoSℓ (ℓ ≥ 2d)は nO(ℓ)時間で以下のどちらかを出力する．

• E を満たす ℓ次の疑似分布，

• E に対する ℓ次の SoS反駁．
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疑似分布に対するコメント

疑似分布

• 幾つかの線形制約を満たす半正定値行列
• 低次のモーメントのみが定義されている分布

• 統計的機械学習では知識を分布として表すことが多い．
• Y というデータのもとでの X という未知の値に対する知識を

Pr[X | Y ]と表現．

• 理論計算機科学の典型的な問題では Y を与えたら X は完全
に決まるが，Ẽは計算能力を考慮しながら X に対する知識を
表現している．
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SoS証明系に対するコメント

次数制限のない SoS証明
Rn上の多項式に関する任意の事実を証明できる健全かつ完全な
証明系．

ℓ次の SoS証明

• 分布に対する健全だが完全でない証明系．
• ℓ次の疑似分布に関しては健全かつ完全な証明系．

• SDPにより自動的に証明を発見することが出来る．
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SoSアルゴリズムの解析の方針

• 本当の分布が得られたと思って，その性能解析を SoS証明系
で行う．

• その証明は自動的に SoSアルゴリズムの性能解析になる（証
明のアルゴリズム化）．

• 確率的手法とは相性が悪い（Chernoff bound + union bound
など），
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歴史

• Minkowski and Hilbert (19世紀): 任意の非負多項式は多項式
の SoSで表現できるか？

• (非構成的に)否.
• Motzkin [Mot67]: M(x , y) := 1 + x4y2 + x2y4 − 3x2y2は非負
だが SoSではない．

• Hilbert’s 17th problem (1900): 任意の非負多項式は，
SoS/SoSで表現できるか？

• M(x , y) = x2y2(x2+y2+1)(x2+y2−2)2+(x2−y2)2

(x2+y2)2

• Artin [Art27]: Yes

• Krvivine [Kri64] and Stengle [Ste74]: 任意の充足不能な連立
代数方程式は SoS反駁を持つ（Positivstallensatz）．

• Parillo [Par03] and Lasserre [Las01]: SoSアルゴリズム
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最大カット問題

• 無向グラフ G = (V ,E )

• 頂点集合 ∅ ⊊ S ⊊ V

• (正規化された)カットサイズ cut(S) := E (S ,V \ S)/|E |.

最大カット問題

グラフ G に対してmaxcut(G ) := maxS cut(S)を求めよ．
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既知の結果

• ランダム分割 S : E[cut(S)] = 1/2 ⇒ 1/2近似.

• αGW ≈ 0.878近似．[GW95]

(*) maxcut(G ) ≥ 1− ϵ ⇒ cut(S) ≥ 1− O(
√
ϵ)を出力 [GW95]

• Unique Games予想の下で αGW近似はタイト
[KKMO07, MOO10]

• 多項式サイズの LPは 1/2近似を破れない [CLR13]

• 多項式サイズの SDPは αGW近似を破れない [LRS15]

ここでは (*)の結果を SoS的に見る．
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ラプラシアン

• 以降グラフは n頂点，d 正則を仮定（⇒ |E | = dn/2）．

• ラプラシアン L := dI − A．

ベクトル z ∈ {−1, 1}V を頂点集合 S ⊆ V の特性ベクトルとする
(zu = 1 ⇔ u ∈ S)．

⟨z , Lz⟩ = ⟨z , (dI − A)z⟩ = d
∑
u

z2i − 2
∑

(i ,j)∈E

zizj

=
∑

(i ,j)∈E

(zi − zj)
2 = 4E (S , S) = 2dn · cut(S).
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

Goemans-Williamsonのアルゴリズム

定理

2次の疑似分布 {x}が以下を満たすとする．
• Ẽ x2i = 1 (i ∈ V )

• Ẽ⟨x , Lx⟩ ≥ 2dn(1− ϵ)

以下を満たす z ∈ {−1, 1}V を多項式時間で計算可能．
• ⟨z , Lz⟩ ≥ 2dn(1− O(

√
ϵ))

[GW95]のアルゴリズム: maxcut(G ) ≥ 1− ϵなるグラフ G に対
し，制約 E = {x2i = 1 (i ∈ V ), ⟨x , Lx⟩ ≥ 2dn(1− ϵ)}のもとで 2
次の疑似分布を計算し，上記定理を適用．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

サンプリング補題

補題

{x}をRn上の次数 2以上の疑似分布とする．或るRn上のガウス
分布 {y}が存在して，任意の次数 2以下の多項式 P に対して，

Ẽ
x
P(x) = E

y
P(y)

が成り立つ．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

サンプリング補題の証明

証明.

• Ẽ xi = 0 (i ∈ [n])と仮定（適宜平行移動）．

• 二次モーメント行列M = Ẽ xxT は半正定値対称．

⇒ d × n行列 B = (b1, . . . ,bn)を用いてM = BTB と書ける．

• ガウシアン g ∼ N(0d , Id)に対して yi = ⟨bi , g⟩とおく．
⇒ 各 i , j ∈ [n]に対して

E yiyj = E⟨bi , g⟩⟨bj , g⟩ = E
∑
a,b

bi (a)gabj(b)gb

=
∑
a,b

bi (a)bj(b)δab = ⟨bi ,bj⟩ = Mi ,j = Ẽ xixj .
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

仮定とサンプリング補題より

E
y

∑
(i ,j)∈E

(yi − yj)
2 ≥ 2dn(1− ϵ)

演習

• y , y ′: E y2 = E(y ′)2 = 1,E(y − y ′)2 ≥ 4(1− δ)を満たすガウ
シアン．

⇒ Pr[sign(y) = sign(y ′)] = O(
√
δ).

⇒ ベクトル z := sign(y)は ⟨z , Lz⟩ ≥ 2dn(1− O(
√
ϵ))を満たす．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

SoS2でよりよい解は得られる？

SoS2でよりよい解は得られる? ⇒ No.

命題

n = 1/
√
ϵ頂点の奇閉路 G は以下を満たす．

• maxcut(G ) ≤ 1− Ω(
√
ϵ)

• Ẽ x2i = 1 (i ∈ V ), Ẽ⟨x , Lx⟩ ≥ 2dn(1− O(ϵ))を満たす 2次の
疑似分布 {x}が存在
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

証明.

二部グラフではないので，maxcut(G ) ≤ 1− 1/n = 1−
√
ϵ.

単位ベクトル v1, . . . , vnを周上に ⟨vi , vi+1⟩ = −1 + ϵ (i ∈ [n])と
なるよう配置（vn+1 = v1と同一視）．

v1

v2

v3 v4

v5
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

証明.

Ẽの二次モーメント行列M をMij = ⟨vi , vj⟩とおく．
Ẽ x2i = Mii = ∥vi∥2 = 1 (i ∈ [n])．

Ẽ⟨x , Lx⟩ = Ẽ
(
d
∑
i

x2i − 2
∑

(i ,j)∈E

xixj

)
= d

∑
i

∥vi∥2 − 2
∑

(i ,j)∈E

⟨vi , vj⟩

= dn − dn(−1 + ϵ)

= 2dn(1− ϵ/2).

注：小さい奇閉路の直和を取ることで ϵと nの依存は外せる．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

高次の SoSでよりよい解は得られる？ ⇒ 少なくとも奇閉路は
SoS4で解ける

補題

n = 1/
√
ϵ頂点の奇サイクルに対して， 4次の疑似分布 {x}で以

下を満たすものは存在しない．

• x2i = 1 (i ∈ [n])

• Ẽ
∑n

i=1(xi − xi+1)
2 > 4(n − 1) = 2d(n − 1) = 2dn(1−

√
ϵ).

真の分布に対する証明を SoSで焼き直し．

SoS 緩和による証明のアルゴリズム化 𠮷田 悠一



イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

演習

x2i = 1 (i ∈ [n])を満たす 4次の疑似分布 {x}について以下が成り
立つ．任意の i , j , k ∈ [n]に対して

Ẽ(xi − xk)
2 ≤ Ẽ(xi − xj)

2 + Ẽ(xj − xk)
2. (1)
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

補題の証明.

もし存在したとする．
(a+ b)2 = 2a2 + 2b2 − (a− b)2より

Ẽ
∑

i∈[n]
(xi + xi+1)

2 = Ẽ
∑

i∈[n]

(
2x2i + 2x2i+1 − (xi − xi+1)

2
)

< 4n − 4(n − 1) = 4.

(1)を xi ,−xi+1, xi+2に適用して

Ẽ(xi − xi+2)
2 ≤ Ẽ(xi + xi+1)

2 + Ẽ(xi+1 + xi+2)
2.
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

証明（続き）.

(n − 1)/2回繰り返し，再び (1)を適用して

Ẽ(x1 − xn)
2 ≤ Ẽ

∑
i=1,3,...,n−2

(xi − xi+2)
2

≤ Ẽ
∑

i∈[n−1]
(xi + xi+1)

2.

以上の議論を (x1だけでなく)全ての xi について行い和をとると，

Ẽ
∑

i∈[n]
(xi−xi+1)

2 ≤ (n−1) Ẽ
∑

i∈[n]
(xi+xi+1)

2 < 4(n−1).
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

まとめ

• [GW95]を SoS2としてみた．

• 1− ϵ vs 1−
√
ϵは 2次の SoSではタイト（奇閉路）．

• SoS4は，奇閉路に対してはよりよい近似保証．
• 真の最適値の証明を SoS証明に置き換える．

• 高次の SoSが SoS2に対する既知の Integrality gap instance
に対してよい近似を与える例：

• Unique Games [OZ13]
• 頂点被覆 [KOTZ14]
• 最大カット [OZ13, DMN13]

• 最大 CSPはO( log n
log log n )次 SoSでも SOS2の近似保証を超え

られない．[LRS15]
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

1 イントロダクション

2 最大カット

3 植込疎ベクトル

4 その他の話題

5 まとめ
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

問題設定

植込疎ベクトル (informal)

v0 ∈ Rnを疎なベクトル，v1, . . . , vk ∈ Rn (k = o(n))をランダム
に生成されたベクトルとする．V = span{v0, v1, . . . , vk}の任意
の基底が与えられるので v0を復元せよ．

植込疎ベクトル自体は理論的興味の強い問題．
関連する話題：

• 格子上の最短ベクトル: Zn上のベクトルを考える．v1, . . . , vk
に（ランダムに生成されたという）仮定をおかない．

• 圧縮センシング
• 辞書学習
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

圧縮センシング

圧縮センシング (informal)

未知の疎なベクトル x ∈ Rnと既知の (ランダム)行列
A ∈ Rk×n (k = o(n))に対して，y = Ax が与えられる．
x を復元せよ．

• ℓ1ノルム最小化により，小さい k でも x を復元可能
（k ≥ ∥x∥0 log(n/∥x0∥)）．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

応用例：CTスキャン

図: (a) 元画像 (b) CSによる復元画像 (c) FDKアルゴリズムによる復元
画像 ([CWZ+10]より)
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

疎復元と植込疎ベクトルの関連

V = kerAに着目すると，

疎復元（言い換え）

v0 ∈ Rnを疎なベクトル， V を n − k 次元のランダムな部分空間
とする．アフィン部分空間 v0 + V が与えられるので v0を復元
せよ．

疎復元に対する植込疎ベクトルの特徴

• V の次元が o(n)．

• 0 ∈ V なので，v0は V 中の最も疎なベクトルではない．

• ℓ1ノルム最小化では 0が返ってくる．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

辞書学習

辞書学習 (informal)

辞書 A ∈ Rn×m: 未知の行列（m = 10n程度）．
疎なベクトル上の分布 {x}に対して，y = Ax という形をしたサ
ンプルが大量に手に入るので，辞書 Aを復元せよ．

• サンプルから，それを疎に表現する基底を学習する
• 画像や音声ではフーリエ変換やウェーブレット変換が上手く
動くが，それを自動で学習する．

• 辞書学習の手法の一つに植込疎ベクトルが使われている
[SWW12]．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

辞書学習の応用：画像の修復

図: 画像の修復 ([MBPS09]より)

大量の画像を用いて辞書 Aを学習．
毀損した画像 y を y = Ax と表現し，閾値以下の xi を 0にする．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

問題設定

植込疎ベクトル

• v0: ≤ ϵn要素が非ゼロ (ϵn疎)の単位ベクトル．

• v1, . . . , vk ∈ Rn: v0に直交するガウシアンベクトル

span{v0, v1, . . . , vk}の任意の基底 B が与えられるので，
⟨v , v0⟩ ≥ 0.99なる v を復元せよ．

注: 正確に v0を復元することも可能．
注: v0との直交性の仮定も取り除ける
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

既知の結果

文献 手法 計算時間 最大の k 最大の ϵ

[DH14, SWW12] LP poly any Ω(1/
√
k)

[QSW14] AM O(n2k5) Ω(n1/4) Ω(1)

[BKS14] SoS poly Ω(n1/2) Ω(1)

[HSSS16] SoS Õ(nk) Ω(n1/2) Ω(1)

AM: 交互最適化

今回紹介するのは [BKS14].
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

アイデア

• 入力ベクトルが疎である，もしくは尖っているほど値が大き
くなるような多項式 P : Rn → Rはあるか？

• 累乗を取ると尖ったベクトルはより尖るので，比
∥v∥q/∥v∥p (q > p)を考えると良さそう．

• 疎だと比 ∥v∥q/∥v∥p は大きい:

演習

v ∈ Rnを ϵn疎ベクトルとする．以下が成り立つ．

∥v∥q ≥ (ϵn)1/q−1/p∥v∥p.

• 逆は成り立たないが，qと pが近ければランダム部分空間が
比の大きいベクトルを含む確率は小さい．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

qと pの選び方

以下の問題を考える．

max ∥v∥q
subject to ∥v∥p = 1

v ∈ V

• q = ∞, p = 1 ([DH14, SWW12]):
• LPで解ける．
• しかし ϵ = O(1/

√
k)の場合しか扱えない．

• q = 2, p = 1
• k = Ω(n)まで大きく出来て，任意の ϵ > 0を扱える．
• しかし上の最適化問題が解けない．

• ここでは q = 4, p = 2を考える．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

定式化

　以下の多項式計画問題の (次数 4の)SoS緩和を解く．

max ∥v∥44
subject to ∥v∥22 = 1

v ∈ V

或る C = Ω(1/ϵ) ≫ 1に対して，

E = {∥v∥44 = C 4/n, ∥v∥22 = 1, v ∈ span{v0, . . . , vk}}

を満たす疑似分布 {v}が得られる．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

主補題

補題 (主補題)

{v}を E を満たす疑似分布とする．この時，span{v1, . . . , vk}へ
の射影行列 P に対して，Ẽ ∥Pv∥22 ≤ 0.001が成り立つ．

先に主補題から v0が復元できることを見る．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

v0の復元

{u}: サンプリング補題を {v}に適用．
⇒ E ∥Pu∥22 ≤ 0.001かつ E ∥u∥22 = 1．

⇒ 低くない確率で ∥Pu∥22 ≤ 0.01かつ ∥u∥22 ≥ 1/2．

⇒ ∥Pu∥22 ≤ 0.002∥u∥22．
⇒ ⟨u, v0⟩ ≥ 0.99∥u∥2．

注：{v}が次数 4の疑似分布であることは，主補題の証明でのみ
使う．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

最初に実際の確率分布で主補題を証明し，それを後で疑似分布に
置き換える．

補題 (補題 1)

高い確率で、全ての v ∈ Rnに対して

∥Pv∥44 ≤ 10∥Pv∥42/n (2)

意味：span{v1, . . . , vk}中のベクトル v は比 ∥v∥4/∥v∥2が小さい
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

補題 (補題 2)

もし P が (2)を満たすなら、∥v∥44 = ∥v0∥44 = C 4/nを満たす任意
の単位ベクトル v ∈ V に対して

⟨v , v0⟩2 ≥ 1− O(1/C ).

意味：比 ∥v∥4/∥v∥2が大きいなら，v0との相関が高い．

C ≫ 1であるので，補題 1と 2より主補題（の分布版）は従う．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

補題 1の証明

証明.

略．
係数がランダムな多項式の和が集中することを示す．

SoS 緩和による証明のアルゴリズム化 𠮷田 悠一



イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

補題 2の証明

証明.

　 v ∈ V より v = αv0 + Pv と書ける．三角不等式より

∥v∥4 ≤ α∥v0∥4 + ∥Pv∥4

または
α ≥ 1− ∥Pv∥4/∥v0∥4.

∥Pv∥44 ≤ 10∥v∥42/nと ∥v0∥44 = C 4/nより，補題が成り立つ．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

補題 1の疑似分布版

補題 (補題 1の疑似分布版)

高い確率で

∥Pv∥44 ⪯ 10∥Pv∥42/n (3)

証明.

略．
E[P(v)] ⪯ E[Q(v)]を示すのに，P とQ の係数を行列で表現し，
行列の最大特異値に対する集中不等式を利用する．
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

補題 2の疑似分布版

補題 (補題 2の疑似分布版)

もし P が
∥Pv∥44 ⪯ 10∥Pv∥42/n

を満たすなら，任意の E を満たす次数 4以上の疑似分布 {v}に対
して，

Ẽ⟨v , v0⟩2 ≥ 1− O(1/C ).
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イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

補題 2の疑似分布版の証明

補題 (疑似 ℓ4三角不等式)

4次以上の疑似分布 {(x , y)}に対して，(
Ẽ ∥x + y∥44

)1/4
≤

(
Ẽ ∥x∥44

)1/4
+

(
E∥y∥44

)1/4
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補題 2の疑似分布版の証明

証明.

v = ⟨v0, v⟩v0 + Pv と書けるので，疑似 ℓ4三角不等式より

(Ẽ ∥v∥44)1/4 ≤ (Ẽ ∥⟨v0, v⟩v0∥44)1/4 + (Ẽ ∥Pv∥44)1/4

=
C

n1/4
(Ẽ⟨v0, v⟩4)1/4 + (Ẽ ∥Pv∥44)1/4

言い換えると

(Ẽ⟨v0, v⟩4)1/4 ≥
n1/4

C

(
(Ẽ ∥v∥44)1/4 − (Ẽ ∥Pv∥44)1/4

)
= 1− n1/4

C
(Ẽ ∥Pv∥44)1/4
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補題 2の疑似分布版の証明

証明.

仮定と ∥Pv∥42 ⪯ ∥v∥42より（詳細略）

(Ẽ ∥Pv∥44)1/4 ≤
2

n1/4
(Ẽ ∥Pv∥42)1/4 ≤

2

n1/4
(Ẽ ∥v∥42)1/4

以上と Ẽ ∥v∥42 = 1より，

(Ẽ⟨v0, v⟩4)1/4 ≥ 1− 2

C
(Ẽ ∥v∥42)1/4 = 1− 2

C
.
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補題 2の疑似分布版の証明

証明.

最後に Ẽ⟨v , v0⟩4と Ẽ⟨v , v0⟩2を結びつける．
まず ⟨v , v0⟩4 ⪯ ⟨v , v0⟩2∥v∥22（詳細略）．
また

Ẽ⟨v , v0⟩2∥v∥22 = Ẽ⟨v , v0⟩2.

よって

Ẽ⟨v , v0⟩2 ≥ Ẽ⟨v , v0⟩4 ≥
(
1− 2

C

)4
≥ 1− 8

C
.
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まとめ

• 植込疎ベクトルに対する SoSアルゴリズム．

• 与えられた部分空間 V の中で比 ∥v∥44/∥v∥42が最大になる v
を SoSアルゴリズムで探す．

• 理想的には比 ∥v∥22/∥v∥21を扱いたいが (k = Ω(n)に出来る)，
ℓ1ノルムに対する疑似三角不等式などで詰まる．
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1 イントロダクション

2 最大カット

3 植込疎ベクトル

4 その他の話題

5 まとめ
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テンソル分解

テンソル分解

以下の形をした (3次の)テンソル T ∈ Rn3 が与えられる．

T =
∑
p∈[m]

ap ⊗ ap ⊗ ap + E (Tijk =
∑
p∈[m]

api a
p
j a

p
k + Eijk)

a1, . . . , am ∼ n次元球の面

E :ノイズ

a1, . . . , amを復元せよ．

m ≫ n (over-complete)な場合に，mをどこまで大きくしても復
元可能？
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応用

ap がランダムな場合は主に理論的興味．

ap がランダムではない場合:

• 混合ガウシアン分布のパラメータ推定 [ABG+13]

• 独立成分分析 [DLCC07]

• 潜在的ディリクレ配分法 [AGH+14]
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既知の結果

文献 手法 計算時間 最大のm

[AGJ15] tensor power iteration poly Ω(n)

[GM15] SoS nO(log n) Ω̃(n3/2)

[HSSS16] SoS Õ(mn1+ω) Ω̃(n4/3)

[TM16] SoS poly Ω̃(n3/2)

ω: 行列積の計算時間の指数．
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考察

テンソル T ∈ Rn3 の単射ノルム:

∥T∥inj = sup
∥x∥=1

∑
i ,j ,k∈[n]

Tijkxixjxk .

T =
∑

p∈[m] a
p ⊗ ap ⊗ ap の時，

∥T∥inj = sup
∥x∥=1

∑
p∈[m]

⟨ap, x⟩3.

• m ≪ n3/2であれば，1− o(1) ≤ ∥T∥inj ≤ 1 + o(1).

• ∥T∥injを 1に近くするのは，ap (p ∈ [m])だけ．

• SoSで証明+ラウンディングにより ap が復元される．
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疎復元

圧縮センシング (informal)

未知の疎なベクトル x ∈ Rnと既知の (ランダム)行列
A ∈ Rm×n (m = o(n))に対して，y = Ax が与えられる．
x を復元せよ．

疎復元 (informal)

未知の疎に近いベクトル x ∈ Rnと既知の (ランダム)行列
A ∈ Rm×n (m = o(n))に対して，y = Ax が与えられる．
x に近いベクトルを復元せよ．

疎復元の方がより現実的な設定．
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疎復元

σk(x)p: x に ℓp ノルムが最も近い k 疎なベクトルとの距離．

σk(x)p = min
x∗∈Rn:∥x∗∥0≤k

∥x − x∗∥p

疎復元

未知のベクトル x ∈ Rnと既知の行列 A ∈ Rm×n (m = o(n))に対
して，ベクトル y = Ax と k ∈ N, p > 0が与えられる．
∥z − x∥p = Cσk(x)p (C > 0)なるベクトル z ∈ Rnを復元せよ．

mを k に対して出来るだけ小さくしたい．
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既知の結果

p m 復元時間
[CM06] 2 O(k log n) poly
[IR08] 1 O(k log n

k ) poly
[SL11] 0 < p ≤ 1 O(C1(p)k + C2(p)k log

n
k ) unknown

[SY16] 0 < p ≤ 1 O(k2/p log(n)) poly

• 異なるノルムの復元能力は比較出来ない．
• pが小さいと尖ったノイズに強い．

ここでは p < 1の場合に着目．

SoS 緩和による証明のアルゴリズム化 𠮷田 悠一



イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

定式化

[SL11]は以下の ℓp ノルム最小化の解 z から x に近いベクトルを
復元している．

minimize ∥z∥pp
subject to Az = y

しかし，これを解く多項式時間アルゴリズムは知られていない．

SoS 緩和による証明のアルゴリズム化 𠮷田 悠一



イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

代わりに SoS緩和を解く！ [SY16]

minimize Ẽ ∥z∥pp
subject to Az = y

|x |p は SoSでは表現できないが，w2/p = x2なる変数 w を導入す
ることで解く．
ℓpp ノルムに対する三角不等式等で困るが，必要な制約を全部 SoS
緩和に追加することで対処．

より単純な証明も存在 [MN16]
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まとめ

SoSアルゴリズムは以下の二つの双対性に着目した手法

• 疑似分布
• SoS証明による反駁

SoS緩和の見通しがよくなり，平均時の解析に対して様々な結果
が得られた．

• 植込疎ベクトル [BKS14]

• テンソル分解 [TM16, GM15, HSSS16]

• 疎復元 [SY16]

• ランダム CSP[AOW15]

• 植込クリークに対する下界 [HKP+15, MPW15, BHK+16]
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未解決問題

問題 (植込疎ベクトル: 平均時版)

k = ω(
√
n), ϵ = Ω(1)の時に，疎ベクトルを復元することは出来

るか？

問題 (植込疎ベクトル: 最悪時版)

部分空間 V ⊆ Rnに対して，以下の二つを区別せよ．

• 或る ϵn疎なベクトル v ∈ V が存在．

• 任意の v ∈ V に対して ∥v∥44/∥v∥42 ≤ C/n.

これが npoly log n時間で解けると Small Set Expansion仮説
（Unique Game予想より強い予想）が破れる．
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未解決問題

問題 (疎復元)

多項式時間の疎復元において，m = O(C1(q)k + C2(q)k log
n
k )を

達成することは出来るか．

問題 (最大カット)

或る η > 1/2と δ < 1に対して，nδ 次の SoSアルゴリズムで，最
大カットに対する 1− ϵ vs 1− ϵη 近似が得られるか？
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未解決問題

問題 (SoS定理証明の限界)

どの様な証明なら SoS証明に置き換えられるか？
特に加法的組合せ論や Zig-Zag積に頼る疑似乱数性（Expansion,
RIPなど）の証明を SoS証明で書けるか？

問題 (その他の定理証明系)

SoSよりも強力かつ自然で自動化可能な定理証明系はあるか？ そ
れを用いて有用な事実が示せるか？

• hyperbolic programming

• 構文的次数ではなく実際の次数を抑えた SoS定理証明系
[GHP02] (反駁は NP ∩ coNP に入る)

SoS 緩和による証明のアルゴリズム化 𠮷田 悠一



イントロダクション 最大カット 植込疎ベクトル その他の話題 まとめ

未解決問題

問題

代数的な最適化手法・定理証明系 SoSは代数的な問題に弱い
（例：有限体上の線形連立方程式）
代数的な問題を含む最適化問題（例：Max 3Lin)に対して，計算
量と計算能力のトレードオフを見ることの出来る最適化手法・定
理証明系は存在するか？
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Anneaux préordonnés.
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