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テンセグリティとは，棒材 (伸び縮みしない)・ケーブル (縮むが伸びない)・ストラット (伸びるが縮まない)の
３種類の直線部材のピン接合によって構成される構造物である．ケーブルやストラットは安定的な部材ではないが，
それらをうまく繋ぎ合わせることで安定構造物が構成可能である．例えば [26]において，様々なテンセグリティの
例を見ることができる．
安定なテンセグリティとは直感的には，任意の外力に対して構造物内部の抵抗力 (応力)がうまく力の釣り合いを

満たすように作用し，形状が保たれるような構造物である．本講義ではこのテンセグリティの応力に関連して，以
下の３項目の解説を行う．

(i) テンセグリティの安定性とグラフ実現問題

(ii) Cauchyの多面体剛性定理

(iii) Colin de Verdière数

(i)(ii)は主に Connelly [7]の内容に基づいているが，グラフ実現問題の半正定値計画緩和を通じた捉え方は最近
のものである．(例えば [13, 27, 30].) Colin de Verdière数に関する解説は [15, 18, 23]に基づいている．テンセグリ
ティの剛性に関するより詳細な解説は [8, 9]，より一般的向けの解説記事は [10]などがある．

記号の定義: 正の整数 nに対し，Rn を n次元ユークリッド空間とし，その内積を ⟨·, ·⟩を用いて表す．Sn をサイ
ズ nの実対象行列の集合，Sn,+ をサイズ nの半正定値対称行列の集合，en,i ∈ Rn を第 i座標が 1で他の座標値が
0のベクトル，1n ∈ Rnを全ての座標値が 1のベクトル，Jn,mを全ての要素が 1の n×m行列とする．サイズが文
脈より明らかな場合は添字を省略する．Sn上に内積を ⟨A,B⟩ = tr(AB) (A,B ∈ Sn)と定義することで Snを

(
n+1
2

)
次元内積空間と考える．
また文脈から誤解が生じる恐れがない場合，nを用いて議論の対象となっているグラフ G = (V,E)の頂点数を

あらわす．
A ∈ Sn が半正定値のとき，しばしば A ⪰ 0と記す．Aの重複を含めた正の固有値数を a，負の固有値数を bと

したとき，Aの符号数を (a, b, n− a− b)と定める．

1 テンセグリティの安定性とグラフ実現問題

1.1 テンセグリティの大域剛性

数学的には以下のように定義される．

定義 1.1. 有限かつループなしグラフ G = (V,E)，符号関数 σ : E → {+, 0,−}，p : V → Rdの三つ組 (G, σ, p)を，
d次元テンセグリティと呼ぶ．

つまりGの各辺は直線部材，各頂点はピン接合点を表し，σ(e) = 0,+,−によって棒，ケーブル，ストラットを
組合せ的に表現する．(このような組 (G, σ)を符号グラフと呼ぶ．) また pは各頂点 i ∈ V の d次元ユークリッド空
間内での点配置 pi ∈ Rd を表現している．
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符号グラフが等しい２つのテンセグリティ(G, σ, p), (G, σ, q)を考える．各辺 ij ∈ E に対し以下が成り立つとき
(G, σ, q)は (G, σ, p)の変形と呼ぶ:

≥ (if σ(ij) = +)
∥pi − pi∥ = ∥qi − qj∥ (if σ(ij) = 0)

≤ (if σ(ij) = −)

また 2つの点配置 p, qに対し，pと qが合同であるとは

∥pi − pi∥ = ∥qi − qj∥

が任意の２頂点 i, j ∈ V で成立することと定める．以下に述べる通り，このことは qから pへの等長変換が存在す
ることと等価である．

命題 1.2. 有限集合 V と自然数 dに対し，以下が同値：

• p : V → Rd と q : V → Rd が合同．

• ある直交行列 O ∈ Rd×d と t ∈ Rd が存在し，p(i) = Oq(i) + t (∀i ∈ V ).

演習問題 1. 命題 1.2を証明せよ．

pと qが合同な時，p ≃ qと記す．また (G, σ, q)が (G, σ, p)の変形である時，(G, σ, q) ⪯ (G, σ, p)と記す．

定義 1.3. 以下が成立する時，d次元テンセグリティ(G, σ, p)は大域的に剛である:

∀q : V → Rd, (G, σ, q) ⪯ (G, σ, p) ⇒ q ≃ p

つまり大域剛性は，所与の部材と接続関係 (G, σ)によって構成可能なテンセグリティが唯一に定まる場合であ
り，非常に安定な構造物であると考えられる．一方，このような幾何学的な定義とは異なり，任意の外力に対する
抵抗力 (応力)を有する構造物として安定な構造物を捉える方法が構造力学においては主流である．この応力と力の
釣合をこれから定式化していく．

定義 1.4. テンセグリティ(G = (V,E), σ, p)を考える．F : V → Rd に対し，以下を満たす ω : E → Rを (G, σ, p)
の F に対する応力と呼ぶ:

符号条件: ω(ij)

{
≥ 0 (if σ(ij) = +)

≤ 0 (if σ(ij) = −)

釣合条件:
∑

j∈V :j∼i ω(ij)(pi − pj) = F (i) (∀i ∈ V ),

ここで j ∼ i⇔ ij ∈ E.
特にゼロ関数 i 7→ 0に対する応力を (G = (V,E), σ, p)の自己応力と呼ぶ．つまり

自己応力釣合条件:
∑

j∈V :j∼i ω(ij)(pi − pj) = 0 (∀i ∈ V ).

全ての部材が棒材のとき，テンセグリティはしばしばフレームワークと呼ばれる．

1.2 グラフの実現問題と SDP緩和

ここではグラフの実現問題を通じて，テンセグリティの剛性と応力の関係を解説する．
グラフの実現問題とは非負重み付きグラフ (G, ℓ)に対し，ℓを辺長として実現するようなGの指定された空間へ

の埋込を求める問題である．つまり d次元ユークリッド空間においては，入力 (G, ℓ)に対し，

∥pi − pj∥ = ℓij (∀ij ∈ E)

を満たす p : V → Rd を求める問題である．この問題は d = 1 の場合でも，NP 困難であることが知られている
が，ここではさらに問題を一般化して符号グラフの実現問題を考えよう．つまり符号関数 σ : E → {±, 0}と重み
ℓ : E → R≥0 を有する符号グラフ (G, σ, ℓ)が入力に対し，

∥pi − pj∥ − ℓij


≤ 0 (ij ∈ E, σ(ij) = +)

= 0 (ij ∈ E, σ(ij) = 0)

≥ 0 (ij ∈ E, σ(ij) = −)
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を満たす p : V → Rd を求める問題である．
p : V → Rdに対し，P ∈ Rd×nを第 i列が piの行列とすると，P⊤P は階数 dの半正定値対称行列であり，逆に

任意の階数 dの半正定値対称行列X はX = P⊤P と P ∈ Rd×n を用いて分解可能である．さらに

⟨P⊤P, (ei − ej)(ei − ej)
⊤⟩ = ∥pi − pj∥2

が成立することから，ユークリッド空間への符号グラフ実現問題は以下の階数制約付き半正定値計画問題 P(G, σ, ℓ)
として定式化可能である:

max 0
subject to ⟨X, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩ ≤ ℓ2ij (ij ∈ E, σ(ij) = +)
⟨X, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩ = ℓ2ij (ij ∈ E, σ(ij) = 0)
⟨X, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩ ≥ ℓ2ij (ij ∈ E, σ(ij) = −)
⟨X, J⟩ = 0
X ⪰ 0
rankX = d

ここでグラフの各辺長は平行移動に対して普遍であることから，得られる頂点集合の重心は原点にあると仮定して
良い．⟨X, J⟩ = 0はその仮定を記述している．
上記議論によって，大域剛性判定問題は階数制約付き半正定値計画問題の解の唯一性に関する話題であることが

わかる．つまり以下の事実が成立する．

命題 1.5. (G, σ, p)を d次元テンセグリティとし，ℓ : E ∋ ij 7→ ∥pi − pj∥とおく．このとき，(G, σ, p)が大域的に
剛である必要十分条件は P(G, σ, ℓ)が唯一の解を有することである．

階数制約付き半正定値計画問題は難しい問題なので，階数制約を無視し，半正定値計画緩和問題

max 0
subject to ⟨X, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩ ≤ ℓ2ij (ij ∈ E, σ(ij) = +)
⟨X, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩ = ℓ2ij (ij ∈ E, σ(ij) = 0)
⟨X, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩ ≥ ℓ2ij (ij ∈ E, σ(ij) = −)
⟨X, J⟩ = 0
X ⪰ 0

を利用して問題の性質を探るのが一般的なアプローチである．以降，この SDP緩和問題を SDP(G, σ, ℓ)と記すこと
にする．
命題 1.5ではテンセグリティの大域剛性がグラフ実現問題の解の唯一性として理解できることを述べた．この対

応関係をグラフ実現問題の緩和問題に対して適用することで，対応するテンセグリティの剛性性質を新たに定義す
ることができる [30]．

定義 1.6. d次元テンセグリティ(G, σ, p)に対し，ℓ : E ∋ ij 7→ ∥pi − pj∥とおく．このとき SDP(G, σ, ℓ)の解がた
だ一つならば，(G, σ, p)は普遍的に剛であると定める．このことは任意の d′(≥ d)に対し，(G, σ, p)が Rd′

内で大域
的に剛であることと等価である．

1.3 双対問題と重み付きラプラシアン

対象となる SDPが定義されたので，次のステップは双対問題を考えることである．(ei − ej)(ei − ej)
⊤と J が直交

していることから，双対問題は以下のように記述可能である:

min
∑

ij∈E ωijℓ
2
ij

subject to
∑

ij∈E ωij(ei − ej)(ei − ej)
⊤ ⪰ 0

ωij ≥ 0 (ij ∈ E, σ(ij) = +)
ωij ∈ R (ij ∈ E, σ(ij) = 0)
ωij ≤ 0 (ij ∈ E, σ(ij) = −)

一般に辺重み ω : E → Rに対して，LG,ω :=
∑

ij∈E ωij(ei − ej)(ei − ej)
⊤ と定義すると，

LG,ω[i, j] =


∑

k:k∼i ωik (i = j)

−ωij (ij ∈ E)

0 (ij ̸∈ E, i ̸= j)
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となっている．つまりこの行列 LG,ω は重み付きグラフ (G,ω)に対するラプラシアンである．
面白いことに，テンセグリティの自己応力はラプラシアンを利用して特徴付けすることができ，さらに自己応力

条件を利用して双対問題の最適性を特徴づけすることができる．
以下の補題では，p : V → Rd に対し，P ∈ Rd×n を第 i列が pi の行列とする．

補題 1.7. d次元テンセグリティ(G, σ, p)に対し以下が同値:

• ω : E → Rが自己応力釣合条件を満たす.

• PLω = 0.

証明.

PLω =

. . . ,
∑

j:j∼i

ωij

 pi −
∑
j:j∼i

ωijpj , . . .


=

. . . , ∑
j:j∼i

ωij(pi − pj), . . .


より．

補題 1.8. (G, σ, p)をテンセグリティ，ℓ : E ∋ ij 7→ ∥pi − pj∥, ω : E → Rとすると以下が同値:

• ωが SDP(G, σ, ℓ)の双対問題の最適解.

• Lω ⪰ 0かつ ωが (G, σ, p)の自己応力．

証明. 双対問題の最適値は明らかに0であるので，双対問題の実行可能解ωが最適解である必要十分条件は
∑

ij∈E ωijℓij =

0．つまり
0 =

∑
ij∈E

ωijℓij =
∑

ωij⟨P⊤P, (ei − ej)(ei − ej)
⊤⟩ = ⟨P⊤P,Lω⟩.

Lω が半正定値であることから，この条件は PLω = 0と等価．補題 1.7より，このことは ω : E → Rが自己応力釣
合条件を満たすことと等価．

ωの実行可能性は Lω の半正定値性と ωの符号条件から構成されているので，補題の主張が得られる．

また補題 1.7から dimkerLω の下限が得られる．

補題 1.9. d次元テンセグリティ(G, σ, p)の自己応力 ωに対し

dimkerLω ≥ d+ 1

が常に成り立つ．ただし p1, . . . , pn のアフィン次元1は dであるとする．

証明. 重み付きラプラシアンの定義から 1n ∈ kerLω. また補題 1.7より PLω = 0. p1, . . . , pn のアフィン次元が d

であることから，
(
P
1⊤
n

)
∈ R(d+1)×n は行独立．よって ker dimLω の次元は少なくとも d+ 1.

1Rd 内の点 p1, . . . , pn に関して
n∑

i=1

λipi = 0

n∑
i=1

λi = 1

を満たす λ1, . . . , λn ∈ Rが λ1 = · · · = λn = 0に限られる時，p1, . . . , pn がアフィン独立であるという．このことは
(
p1
1

)
, . . . ,

(
pn
1

)
∈ Rd+1

が線型独立であることと同値である．n 点 p1, . . . , pn の (張る空間の) アフィン次元を dim{
(
pi
1

)
: i = 1, . . . , n} − 1 と定義する．(つまり極

大なアフィン独立点集合のサイズ引く１がアフィン次元．)
もし p1, . . . , pn ∈ Rd のアフィン次元が dより小さい場合，それらの点集合はある超平面に含まれている．そのため，低次元の点集合とみな

すことができる．このことから通常，d 次元テンセグリティは，その点集合のアフィン次元が d である場合を指す．
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1.4 超安定性

定義 1.10. d次元テンセグリティ(G, σ, p)において，以下の (iv)が満たされかつ以下の (i)(ii)(iii)を満たす自己応
力 ω : E → Rが存在する時，(G, σ, p)は超安定的と呼ばれる:

(i) ∀ij ∈ E,ω(ij) ̸= 0;

(ii) dimkerLω = d+ 1;

(iii) Lω は半正定値;

(iv) (pi − pj)
⊤S(pi − pj) = 0 (∀ij ∈ E)を満たす非ゼロ対称行列 S ∈ Rd×d は存在しない．(Connellyの錐条件)

性質 (i)(ii)(iii)を満たす自己応力を超安定化自己応力と呼ぶ．
以下が主定理である．

定理 1.11 (Connelly [7]). 超安定的な d次元テンセグリティは普遍的に剛である．

Connellyの錐条件 (条件 (iv))は少しテクニカルであるが，低次元の場合はほぼ自明に満たされる．例えば以下
の十分条件が容易に示される．

補題 1.12. 超安定化自己応力を有する 1次元テンセグリティは Connellyの錐条件を常に満たす．また超安定化自
己応力を有する 2次元テンセグリティにおいて，任意の 3点が同一直線上に存在しないならば条件 (iv)が成立つ．

1.5 定理 1.11の証明

(G, σ, p)を超安定的な d次元テンセグリティとし，ω∗を超安定化自己応力とする．また P ∈ Rd×nを第 i列が piの
行列，ℓ : ij 7→ ∥pi − pj∥とする．目標は P⊤P が SDP(G, σ, ℓ)の唯一の解であることを証明することである．

観察 1: X が主問題の実行可能解ならば，⟨X,Lω∗⟩ = 0かつ ⟨X, (ei − ej)(ei − ej)
⊤⟩ = ℓ2ij (∀ij ∈ E).

• 補題 1.8より ω∗ は双対最適解である．よって弱双対性の議論を利用して，

0 =
∑
ij∈E

ω∗
ijℓ

2
ij ≥

∑
ω∗
ij⟨X, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩ = ⟨X,Lω∗⟩ ≥ 0

つまり ⟨X,Lω∗⟩ = 0かつ ω∗
ij(⟨X, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩ − ℓ2ij) = 0が得られる．さらに超安定化応力条件
(i)より，⟨X, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩ − ℓ2ij = 0が導かれる．

観察 2: rankP = d.

• もし p1 . . . , pn がある Rd 内の超平面に含まれているとする．この超平面の法線ベクトルを z ∈ Rd とす
ると，任意の i, jに対し pi − pj が zと垂直であることから (pi − pj)

⊤zz⊤(pi − pj) = 0となり，S = zz⊤

に対し条件 (iv)が成立していないことがわかる．

• よって p1 . . . , pn のアフィン次元は dであり，rankP = d.

観察 3: {X ∈ Sn,+ : ⟨X,Lω∗⟩ = 0, ⟨X, J⟩ = 0} = {(AP )⊤(AP ) : A ∈ Rd×d}.

• X ∈ Sn,+ に対し，⟨X,Lω∗⟩ = 0 ⇔ X =
∑d

i=1 xix
⊤
i (xi ∈ kerLω∗)と表現可能．

• X ∈ Sn,+に対し，⟨X,Lω∗⟩ = 0かつ ⟨X, J⟩ = 0 ⇔ X =
∑d

i=1 xix
⊤
i (xi ∈ kerLω∗ ∩ kerJ)と表現可能．

• 超安定性条件 (ii)より dimkerLω∗ = d+1であり，1 ∈ Lω∗ であることから，dim(kerLω∗ ∩ kerJ) = d.

• 補題 1.8より PLω∗ = 0かつ P1 = 0なので，観察 2より，P の行ベクトル集合は kerLω∗ ∩kerJ の基底．

• よってある A ∈ Rd×d が存在し，
(
x1 . . . xd

)
= P⊤A⊤. つまりX = P⊤A⊤AP .

〆: • X を任意の実行可能解とすると，観察 1と観察 3よりX = (AP )⊤AP と表すことができる．

• 観察 1より，各 ij ∈ E に対し，

0 = ⟨X, (ei − ej)(ei − ej)
⊤⟩ − ⟨P⊤P, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩
= ⟨P⊤(A⊤A− Id)P, (ei − ej)(ei − ej)

⊤⟩
= (pi − pj)

⊤(A⊤A− Id)(pi − pj).

• Connellyの錐条件より A⊤A− Id = 0．すなわちX = P⊤P .
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1.6 いろいろコメント

• 定理 1.11は凸最適化の双対性を解釈することによって，比較的容易に得られた．テンセグリティの設計問題
において真に難しいのは，超安定性条件を満たすテンセグリティを設計することである．実際，1次元におい
ても様々な問題が未解決である [20]．

演習問題 2. 超安定的な 1次元テンセグリティを構成してみよ．

演習問題 3. 一次元テンセグリティ(G, σ, p)の普遍剛性は，符号グラフ (G, σ)と直線上の点順序のみに依存す
る．この主張が事実であるかを考察せよ．

演習問題 4. Gが弦グラフの場合，フレームワーク (G, p)の普遍剛性を考察せよ．

• 定理 1.12の証明の議論は，そのまま一般の SDPへ適用可能である．

演習問題 5. 定理 1.12の一般化を考察せよ．

• これまでの議論に，Browin and Wolkowicz [2]による面的縮小法のアイデアを応用することによって，SDP
判定問題が唯一の解を有するための必要十分条件を導出することが可能である．詳しくは [11, 29].

• pが genericでかつ全ての部材が棒材ならば，実は定理 1.11の逆が成立つ [13]．この事実がテンセグリティに
対して成立するかは重要な未解決問題である．

• pが genericならば，同様な階数条件で，フレームワーク (全ての部材が棒材)の大域剛性が特徴づけされるこ
とが知られている．

定理 1.13 (Gortler, Healy, and Thurston [12]). d次元フレームワーク (G, p)が大域的に剛である必要十分条
件は Gが完全グラフまたは rankLω = n− d− 1を満たす自己応力 ωを有することである．

しかしながらテンセグリティの大域剛性に関しては，定理 1.11以上のことは殆ど知られていない．

• ２次元フレームワークの大域剛性に関してはさらに簡潔なグラフ理論的特徴づけが知られている [19]．３次元
フレームワークに対して，対応する定理を導出することは重要な未解決問題である．詳しくは [28]．

2 Cauchyの多面体剛性定理

2.1 コーシーポリゴン

Cauchyの剛性定理の証明にむけ，ここでは以下のテンセグリティの族が超安定的であることを示す．

定義 2.1. n ≥ 4に対し，以下の２次元テンセグリティ(G, σ, p)をコーシーポリゴンと呼ぶ．

• G = (V,E), V = {1, . . . , n}, E = C ∪ S, C = {{i, i+ 1} : i = 1, . . . , n} (ただし n+ 1 = 1), S = {{i, i+ 2} :
i = 1, . . . , n− 2};

• ∀e ∈ C, σ(e) = +, ∀e ∈ S, σ(e) = −;

• p1, . . . , pn は添字順に強凸配置 (つまり凸包が n点凸多角形で，p1, . . . , pn が順に頂点．)

演習問題 6. 4頂点のコーシーポリゴンが超安定的であることを証明しなさい．
また同じグラフ (4頂点の完全グラフ)で異なる符号関数や頂点配置の 2次元テンセグリティが考えられるが，そ

れらのテンセグリティの超安定性に関して考察しなさい．

定理 2.2. n ≥ 4の時，コーシーポリゴンは超安定的．

証明. nに関する帰納法．n = 4は演習問題 6．以下では n ≥ 5の場合のコーシーポリゴン (G, σ, p)を考える．補題
1.12より，(G, σ, p)が超安定化応力を有することを証明すれば良い．

p1, . . . , pn−2, pn 上の (n − 1)頂点コーシーポリゴンを (H1, σ1, p1)とし，pn−3, pn−2, pn−1, pn の 4点上のコー
シーポリゴンを (H2, σ2, p2)とする．ここで V (H1) = {1, . . . , n− 2, n}, V (H2) = {n− 3, n− 2, n− 1, n}．帰納法の
仮定よりそれぞれ超安定的であるので，それぞれの超安定化応力 ω1と ω2をとってくる．超安定化応力を正の実数
倍しても超安定化応力であり，pn−3pn は (H1, σ1, p1)においてストラット，(H2, σ2, p2)においてケーブルなので，

ω1({n− 3, n}) + ω2({n− 3, n}) = 0 (1)
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Figure 1: 9頂点のコーシーポリゴン.

と仮定して良い．
H1 に点 ”n− 1”を孤立点として加えることで，(H1, σ1, p1)を n頂点上の (非連結な)テンセグリティとみなす

ことができ，この時 Lω1
は大きさ n，階数 (n− 1)− 3の半正定値行列である．同様にH2 に頂点 1, 2, . . . , n− 4を

孤立点と加えることで，(H2, σ2, p2)を n頂点上の (非連結な)テンセグリティとみなすことができこの時 Lω2
は大

きさ n，階数 1の半正定値行列である．
L := Lω1 + Lω2 を考える．(1)より，この第 (n− 3, n)要素はゼロである．さらに第 (n− 2, n)要素は負である．

• 仮に第 (n− 2, n)要素が非負と仮定しよう．コーシーポリゴン (G, σ, p)のストラット pn−2pnをケーブルに変
更したテンセグリティを考えると，Lはこのテンセグリティのある自己応力 ω′ に対するラプラシアンになっ
ている．このテンセグリティでは pnはケーブルのみに接続しており，頂点配置が凸配置であることから，自
己応力釣合条件によって pnに接しているケーブルに応力は働いていないことがわかる．しかし Lの構成法よ
り明らかに Lの n列目に非ゼロ要素が存在し，点 pn 周りに応力が働いているため矛盾する．

このことから Lは (G, σ, p)の自己応力 ωに対するラプラシアンになっている．Lω1 , Lω2 共に半正定値であることか
ら，Lωは半正定値．また Lω1

, Lω2
共に半正定値であることから，kerLω = kerLω1

∩ kerLω2
．よって dimkerLω =

dimkerLω1
∩ kerLω2

= dimkerLω1
+ dimkerLω2

− dim(kerLω1
+ kerLω2

) = 4 + (n− 1)− n = 3．

• ここで dim(kerLω1
+ kerLω2

) = n は以下のように示すことができる．dimkerLω2
= n − 1 であるので，

kerLω1
\ kerLω2

̸= {0}を示せば良い．(0, . . . , 0, 1, 0)⊤ ∈ kerLω1
であるが，(0, . . . , 0, 1, 0)⊤ ∈ kerLω2

ならば
pn−3, pn−2, pn がアフィン従属となり，強凸性の仮定に反する．

よって rankLω = n− 3であり，ωは超安定化応力である．

2.2 コーシーの定理

Connelly[7]によって提唱された超安定性の概念はコーシーの剛性定理の別証明を与えるために導入された道具で
ある．

定理 2.3 (コーシーの剛性定理 [3]). ３次元ユークリッド空間内の凸多面体 P,Qのグラフが同型であり，対応する
面が合同ならば P と Qは合同である．
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証明は組合せ的部分と幾何的部分から構成されており，幾何的部分の鍵となる補題がコーシーポリゴンの超安定
性である (定理 2.2)．よって残すは組合せ的部分である．
凸多面体 P のグラフ G = (V,E) に関して，符号関数 σ : E → {+, 0,−} を考える．すべての頂点において

σ(v) = 0ならば σを自明な符号関数と呼ぶ．非自明な場合，+または−の符号を持つ辺の集合によって誘導される
グラフを Gσ と書く．頂点 v ∈ V に接続する Gσ の辺集合を v周り順に１周辿った際，符号の変化回数を index(v)
と書くことにする．

補題 2.4. 任意の凸多面体のグラフG = (V,E)と符号関数 σ : E → {+, 0,−}に対して，index(v) ≤ 2となるGσ の
頂点 vが存在する．

証明. Gσ は平面的であり，ある平面描画における頂点，辺，面の個数を n,m, f とする．また大きさ iの面の個数
を fi とする．オイラーの式より，m + 2 = n + f であり，また f =

∑
i≥3 fi と 2m =

∑
i≥3 ifi が成り立つので，∑

i≥3(i− 2)fi = 2n− 4が得られる．
各面の境界辺をたどって一周した際，符号の変化を調べることで以下が得られる．

∑
v index(v) =

∑
i≥3:奇数(i−

1)fi +
∑

i≥3:偶数 ifi ≤
∑

i≥3 2(i− 2)fi = 4n− 8. よって indexの平均値は 4より小さいので，index(v) ≤ 3となる
頂点 vが存在するが，indexは常に偶数なので index(v) ≤ 2が成り立つ．

コーシーの剛性定理の証明. 背理法で示す．

• ３次元ユークリッド空間内の凸多面体 P,Qにおいて，グラフが同型かつ対応する面が合同であるが，P とQ
が合同でないと仮定する．

• P の各辺 eにおいて接する２つの面の角度が，Qにおける対応する角度より大きい/同じ/小さい場合 σ(e) =
+/0/−と符号を割り当てる．

• P と Qは合同でないが，対応する各面が合同であることから σは非自明．

• 補題 2.4より，index(v) ≤ 2を満たす v ∈ V (Gσ)が存在．

• vとその他の頂点を分離する平面H を適当にとってくる．CP = H ∩ P は凸多角形．

• 各面が合同であることから，Q上で CP に対応するサイクル CQ をとってくることができる．

• index(v) = 0のとき．

– P と Qの対称性より，vは + or 0符号の辺のみと接していると仮定して良い．

– CP の頂点からなるコーシーポリゴンを考える．

– このコーシーポリゴンは超安定的であることから，CP と CQは合同であることがわかり，v周りの角度
の変化がないことがわかる．しかしこれは v ∈ V (Gσ)に矛盾する.

• index(v) = 2のとき．

– index(v) = 2であることから CP を２つの (凸な)パスでかつ，一方のパス CP
+ では符号が + or 0のみ，

もう一方のパス CP
− では符号が − or 0のみとなるように分解できる．

– これらのパスの端点を a, bとする．これらのパスの頂点上のコーシーポリゴンを考える．

– コーシーポリゴンの超安定性から CP
+ においては a, bの距離は小さくならない．

– P と Qの対称性より，a, bの距離は大きくならないこともわかる．

– コーシーポリゴンの超安定性より，CP
+ は変形していないことがわかる．

– よって index(v) = 0となり矛盾.

演習問題 7 (Dehnの定理). ３次元ユークリッド空間内の凸多面体のスケルトンをフレームワークとみなした際，こ
のフレームワークに非ゼロ自己応力が存在しないことを示せ．
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3 球面テンセグリティの応力

球面テンセグリティとは，グラフ G = (V,E)，符号関数 σ : E → {−, 0,+}, p : V → Sd−1 の三つ組 (G, σ, p)と定
義される．球面テンセグリティに対しても，球面距離 arccos⟨x, y⟩を用いて，剛性などの概念が自然に定義される．
この際，球面上でのグラフ実現問題は，重み付の符号グラフ (G, σ, c)に対し，

⟨pi, pj⟩ − cij


≥ 0 (ij ∈ E, σ(ij) = +)

= 0 (ij ∈ E, σ(ij) = 0)

≤ 0 (ij ∈ E, σ(ij) = −)

を満たす p : V → Sd−1を求める問題である．ユークリッド空間の場合と同様に，この問題は階数制約付き半正定値
計画問題と定式化され，その緩和問題は

max 0
subject to ⟨X, eie⊤j ⟩ ≥ cij (ij ∈ E, σ(ij) = +)

⟨X, eie⊤j ⟩ = cij (ij ∈ E, σ(ij) = 0)
⟨X, eie⊤j ⟩ ≤ cij (ij ∈ E, σ(ij) = −)
⟨X, eie⊤i ⟩ = 1 (i ∈ V )
X ⪰ 0

と記述される．この問題は (符号制約付き)半正定値行列補完問題として広く知られる問題である．この問題の双対
問題は

min
∑

i∈V ωi +
∑

ij∈E ωijcij
subject to

∑
i∈V ωieie

⊤
i +

∑
ij∈E ωij(eie

⊤
j + eje

⊤
i ) ⪰ 0

ωij ≥ 0 (ij ∈ E, σ(ij) = +)
ωij ∈ R (ij ∈ E, σ(ij) = 0)
ωij ≤ 0 (ij ∈ E, σ(ij) = −)

となり，Aω :=
∑

i∈V ωieie
⊤
i + ωij(eie

⊤
j + eje

⊤
i )は Gの重み付隣接行列である．

ここから球面テンセグリティ(G, σ, p)上での ω : V ∪ E → Rの釣合条件は

ω(i)p(i) +
∑
j:j∼i

ω(ij)p(j) = 0 (i ∈ V )

と定義すれば良いことがわかる．よって，この釣合条件と符号条件を満たす ω : V ∪E → Rを球面自己応力と呼ぶ．
実際，以下の対応関係が成立している．

演習問題 8. ψ : Rd → Sd を

ψ : x 7→
(
x
1

)
/∥

(
x
1

)
∥

と定義する．d次元フレームワーク (G, p)に対し，(G, σ, p)の (ユークリッド)自己応力空間と (G,ψ ◦ p)の球面自
己応力空間は線形同型であることを証明せよ．

さらに定理 1.11の議論によって以下が成立することがわかる [21]．

定理 3.1. (G, σ, p)を (d− 1)次元球面テンセグリティとし，cij = ⟨pi, pj⟩とする．以下を満たす球面自己応力 ωが
存在する時，対応する半正定値行列補完問題の解は唯一に定まる．

(i) ∀ij ∈ E,ωij ̸= 0

(ii) dimkerAω = d

(iii) Aω ⪰ 0

(iv) p⊤i Spi = 0 (i ∈ V )と p⊤i Spj = 0 (ij ∈ E)を満たす非ゼロ対称行列 S ∈ Rd×dは存在しない．(球面上錐条件)

実は，定理 3.1の条件 (iv)が Colin de Verdière数において重要な役割を果たしている．
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4 Colin de Verdière数

4.1 Colin de Verdière数とは

A(G)をGの重み付隣接行列の集合とする．グラフG = (V,E)に対して，Gに辺重みを与えることで，指定された
スペクトルを有する隣接行列が構成可能かを調べたい．(つまりA(G)内の行列の固有値の上下限値や重複度などを
調べたい．) ここでは，以下の特殊な符号制約付きの場合を考える:

A−(G) =

A ∈ Sn :
A[i, j] ∈ R (i = j)
A[i, j] < 0 (ij ∈ E)
A[i, j] = 0 (otherwise)

 .

Perron-Frobeniusの定理2により，A ∈ A−(G)の最小固有値の重複度は 1である．
では第二 (最小)固有値の重複度がどの程度大きくなるかを解析してみよう．対角行列を適当に加えることで，A

の負固有値数が丁度一つでかつ第二固有値が 0の場合を考えれば十分であることがわかる．つまりグラフパラメー
タ µ0(G) = max{dimkerA : A ∈ A−(G), 負固有値数が 1} を解析することによって第二固有値の重複度の最大値
がわかる．
一般にこの µ0(G)を見積もることは非常に困難であることが知られている．しかしながら次の Strong Arnold性

(SAP)と呼ばれる条件を課すことで，第二固有値の重複度が非常に良い振る舞いをみせることが Colin de Verdière
によって発見された．

定義 4.1. 以下の性質を A ∈ A(G)の Strong Arnold性 (SAP)と呼ぶ:

S[i, i] = 0 (∀i ∈ V ), S[i, j] = 0 (∀ij ∈ E), AS = 0の 3条件を満たす非ゼロ対称行列 S ∈ Rn×n が存在しない．

定義 4.2. A ∈ A−(G)が負固有値数が 1でかつ SAPを有する時，Aは Gの Colin de Verdière行列と呼ぶ．Gの
Colin de Verdière数を

µ(G) = max{dimkerA : Gの Colin de Verdière行列 A}

と定義する．

つまり

µ(G) = max

dimkerA :

A[i, j] ∈ R (i = j)
A[i, j] < 0 (ij ∈ E)
A[i, j] = 0 (otherwise)
負固有値数が 1
SAP


定理 4.3 (Colin de Verdière[6]). H が Gのマイナーなら，µ(H) ≤ µ(G).

定理 4.4. Gをグラフとする．

(i) µ(G) ≤ 1 ⇔ Gが素なパスの和 [6]．

(ii) µ(G) ≤ 2 ⇔ Gが外平面的 [6]．

(iii) µ(G) ≤ 3 ⇔ Gが平面的 [6]．

(iv) µ(G) ≤ 4 ⇔ Gは R3 へのリンクなし埋込可能 [25].

4.2 例

µ(Kn) = n− 1: −Jn ∈ A−(Kn)かつ−Jnはただ一つの負固有値を有する．またKnに対しては SAPが自明に成
立するので，µ(Kn) ≥ dimker−Jn = n− 1. 定義より µ(Kn) ≤ n− 1なので µ(Kn) = n− 1が成り立つ．
また定理 4.3より，E(G) ̸= ∅ならば µ(G) ≥ 1となる．

2隣接行列に対する Perron-Frobenius の定理. A を正の辺重み付き連結グラフの隣接行列とし，µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn を A の固有値と
する．この時，以下が成り立つ．

(i) µ1 > µ2.

(ii) µ1 ≥ |µn|.
(iii) µ1 に対し，各要素が正の固有ベクトルが存在．
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µ(K1,3) = 2: 以下の行列 Aは A−(K1,3)内に属し，符号数が (1, 1, 2)である:

A =


0 −1 −1 −1
−1 0 0 0
−1 0 0 0
−1 0 0 0

 .

SAPを満たすことを確認するために，任意の

X =


0 0 0 0
0 0 a b
0 a 0 c
0 b c 0

 .

をとってこよう．すると AX = 0から，a + b = 0, b + c = 0, c + a = 0が得られ，a = b = c = 0となる．よって
SAPが成り立ち，µ(K1,3) ≥ 2が成立する．

µ(K1,3) = 2を示すために µ(K1,3) ≥ 3と仮定する．その証拠をBとする．次数 3の点を 1，その他の点を 2, 3, 4
とすると，dimkerB ≥ 3であることから kerB 内に x2 = x3 = 0となる非ゼロ x ∈ kerB が存在する．頂点 3にお
ける釣合条件 B3,3x3 +B1,3x1 = 0より x1 = 0が得られる．さらに頂点 1における釣合条件

∑4
i=1B1,ixi = 0より

x4 = 0が得られる．よって x = 0が得られ，x ̸= 0に矛盾する．

µ(Kn,m) = n+m−2 (n,m ≤ 3): 上記の議論はn,m ≤ 3の範囲ならば拡張可能である．実際A =

(
0 −Jn,m

−Jm,n 0

)
∈

A−(Kn,m)は符号数が (1, 1, n +m − 2)であり，n ≤ 3,m ≤ 3ならば SAPが成立することが確認できる．よって
µ(Kn,m) ≥ n +m − 2である．また同様な議論で µ(Kn,m) ≤ n +m − 2を示すことができ，n ≤ 3,m ≤ 3ならば
µ(Kn,m) ≥ n+m− 2となる．

n > 3またはm > 3の時は，µ(Kn.m) = min{n,m}+ 1となることが知られている．

4.3 SAP

SAPにはいくつかの等価な特徴づけが存在する．
階数 n− dの A ∈ A(G)に対し，kerAの基底から p : V → Rdが自然に定まる．(つまり P の行ベクトル集合が

kerAの基底.) このようにして得られる (G, p)を Gの Aに対する kernel表現と呼ぶ．
Sn,k を階数 kの n× n行列の集合とする．Sn,k は Sn 内の滑らかな多様体である．一方で Gの重み付き隣接行

列の集合 A(G)は Sn 内の線形部分空間である．

補題 4.5. Gを n頂点グラフとすると，A ∈ A(G) ∩ Sn,n−d に対し以下が同値:

(i) Aは SAPを有する;

(ii) Sn,n−d と A(G)が Aにおいて横断的に交わる3;

(iii) Gの Aに対する kernel表現 (G, p)が球面錐条件 (定理 3.1の条件 (iv))を満たす．

証明. (i)⇔(ii): 滑らかな多様体M に対し，点 xでの法空間をNxM と表す．

NAA(G) = {S ∈ Sn : S[i, i] = 0 (∀i ∈ V ), S[i, j] = 0 (∀ij ∈ E)}

NASn,n−k = {S ∈ Sn : AS = 0}

である4. TAA(G) + TASn,n−k = Snとなる必要十分条件はNAA(G) ∩NASn,n−k = {0}であることから，(ii)が成
立する必要十分条件は「S ∈ NAA(G) ∩NASn,n−k ⇒ S = 0」，すなわち Aが SAPを有することである．

3Rm 内の滑らかな多様体M1,M2 が x ∈ M1 ∩M2 において横断的に交わる⇔ TxM1 + TxM2 = Rm．ここで TxMi はMi の x での接
空間．

4まず
TASn,n−k = {AX⊤ +XA : X ∈ Rn×n} (2)

に注意する．実際，行列 A の符号数が σ = (a, b, k) の時，A = BIσB⊤ とかける．ただし B は正則，Iσ は対角行列で初めの a 個の対
角成分が 1，次の b 個の対角成分が −1，残りの対角成分が 0 の行列．Sn,k 内の A の (十分小さい) 近傍の行列は同じ符号数を有するこ
とから，B に十分近い B′ を用いて B′IσB′⊤ とかける．よって A への滑らかなパスは BtIσB⊤

t と書け，t で微分して t = 0 とおくと，
BIσḂ⊤

0 + Ḃ0IσB⊤ = AB⊤Ḃ⊤
0 + Ḃ0BA が得られる．Ḃ⊤

0 は任意の行列なので，(2) が成り立つ．
よって S ∈ NASn,n−k ⇔ ⟨S,AX⊤ +XA⟩ = 0∀X であるが，⟨S,AX⊤ +XA⟩ = 2⟨S,XA⟩ = tr(SAX⊤) であるので，後者は SA = 0

と等価である．
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(i)⇔(iii)第 i列が piの d×n行列をP とする．任意のS ∈ Snに対し，SA = 0となる必要十分条件はS = PXP⊤

となる X ∈ Sd が存在することである．そのような S の表現に対し，Sij = 0 ⇔ ⟨S, eie⊤j + eje
⊤
i ⟩ = 0 ⇔ 0 =

⟨PXP⊤, eie
⊤
j + eje

⊤
i ⟩ = p⊤i Xpj + p⊤j Xpi = 0. 同様な関係が対角成分に対しても成り立ち，(i)と (iii)の等価性が

導かれる．

重み付きラプラシアンに対し，同様な解析を行うと，以下のように Connellyの錐条件が導かれる．

補題 4.6. Gを n頂点グラフとすると，L ∈ L(G) ∩ Sn
n−d−1 に対し以下が同値:

(i) ∀S ∈ Sn, X(L+ 11⊤) = 0 and ⟨X, (ei − ej)(ei − ej)
⊤⟩ = 0 (∀ij ∈ E) ⇒ S = 0;

(ii) Sn,n−d−1 と L(G) + 11⊤ が L+ 11⊤ において横断的に交わる;

(iii) Gの Lに対する kernel表現 (G, p)が Connellyの錐条件を満たす．

4.4 定理 4.3の証明

ここでの証明は [15]のアイデアに基づいている．以下の補題を利用する．

補題 4.7. Rn内の滑らかな部分多様体M1,M2,M3に対し，M1がM2の余次元 1以上の部分多様体であり，M1と
M3が x ∈M1 ∩M3において横断的に交わっているならば，M2 ∩M3内に γ(0) = x, γ(t) /∈M1 (t ̸= 0)を満たす滑
らかなパス γ : [−1, 1] →M2 ∩M3 が存在する．

辺削除の場合: グラフG′がGから辺 v1v2を削除して得られるグラフとする．d = µ(G′)とし，A′を µ(G′)を与
える行列とする．A′ ∈ A(G′)∩Sn,n−dであり，A(G′)と Sn,n−dはA′において横断的に交わる．またA(G′)はA(G)
の余次元 1の部分空間である．よって補題 4.7によってA(G)∩Sn,n−d内の滑らかなパス γ : [−1, 1] → A(G)∩Sn,n−d

で γ(0) = A′ かつ γ(t) /∈ A(G′)を満たすものをとってこれる．At = γ(t)とすると，十分小さい t( ̸= 0)では At(ま
たは A−t)が A−(G)に属し，At ∈ Sn,n−d であるから A′ と At の符号数は等しい．また SAPの条件は代数的であ
るから，十分小さい tで At が SAPを満たすこともわかる．よって µ(G) ≥ dimkerAt = d = µ(G′).
辺縮約の場合: グラフG′がGから辺 v1v2を縮約して得られるグラフとする．d = µ(G′)とし，A′を µ(G′)を与

える行列とする．N1 = NG(v1)とし，v1v2を縮約して得られる頂点を簡単のため v2と記す．以下のように Sn−1×R
内の滑らかな部分多様体を定める:

M1 = A(G′)× {0}

M2 =



B +


v2 N1 V \(N1∪{v2})

v2 0 0 0
N1 0 ϵxx⊤ 0

V \(N1∪{v2}) 0 0 0

, ϵ
 : B ∈ A(G′), x = B[v2, N1] ∈ R|N1|, ϵ ∈ R

 .

M3 = Sn−1,n−1−d × R

M1はM2の余次元 1以上の部分多様体であり，A′の SAPから (A′, 0) ∈ M1 ∩M3が横断的に交わる．よって補
題 4.7によってM1 ∩M3 内の滑らかなパス γ で γ(0) = (A′, 0)かつ γ(t) ∈ M2 \M1 を満たすものをとってこれ
る．定義より，各 tに対し，γ(t) = (A′

t, t)と表すことができる．ここで

A′
t = Bt +


v2 N1 V \(N1∪{v2})

v2 0 0 0
N1 0 txtx

⊤
t 0

V \(N1∪{v2}) 0 0 0

,
ただし Bt ∈ A(G′), xt = Bt[v2, N1]. γ(t) ∈ M3より，tが十分に小さいならば A′

tの符号数は A′の符号数と一致し
ている．
今 A′

t から部分行列 A′
t[v2, N1]（とその対称な部分行列)をゼロに置き換えた行列を Ao

t とする．すると A′
t は以

下の n× n行列 At の左上 1× 1ブロックに対する Schur補元である:

At :=

[ v1 V (G)\{v1}

v1 0 0
V (G)\{v1} 0 Ao

t

]
+


v1 v2 N1

v1
1
t − 1

t x⊤t 0
v2 − 1

t
1
t 0 0

N1 xt 0 0 0
0 0 0 0


よってHaynsworthの式より，t > 0の時，Atの符号数は (n− d− 1, 1, d)となっている．さらにAo

t の定義より，あ
る Gの部分グラフ H に対し，At ∈ A−(H)が確認できる．また十分小さな tにおいては At が SAPを有すること
が，A′

t の SAPと補題 4.5から確認できる．よって µ(G) ≥ µ(H) ≥ dimkerAt = d = µ(G′)が成立する．
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4.5 定理 4.4(iii)の証明

ここでの証明は [14]に基づいている．
x ∈ RV に対し，supp+(x) = {i ∈ V : xi > 0}, supp−(x) = {i ∈ V : xi < 0}, supp0(x) = {i ∈ V : xi = 0},

supp(x) = supp+(x) ∪ supp−(x)と定義.

補題 4.8. A ∈ A−(G)の負固有値数が 1ならば，任意の x ∈ kerAに対し，以下のいずれかが成り立つ．

(i) supp+(x)と supp−(x)がそれぞれ連結．

(ii) supp(x)の連結成分をH1, . . . , Hkとすると，各Hiは supp+(x)または supp−(x)のいずれかに属し，NG(V (Hi))∩
supp0(x) = NG(V (Hj)) ∩ supp0(x)が成立．

証明. zを負固有値に対する固有ベクトルとする．すると y ∈ Rn \ {0}が y ∈ kerAとなる必要十分条件は y · z = 0
かつ y⊤Ay ≤ 0が成立することに注意しておく．(レイリー商による特徴付より．)まずは以下の主張を証明しておく．

主張 4.9. supp+(x)が異なる連結成分 I, J を持つとする．この時，y ∈ Rn を

yI := xI

yJ := − zI · xI
zJ · xJ

xJ

yV \(I∪J) := 0

と定義してやると y ∈ kerA．

証明. 定義より z · y = 0が容易に確認できる．さらにK = supp−(x)とおくと，Ax = 0であることから AI,IxI +
AI,KxK = 0 と AJ,JxJ + AJ,KxK = 0 が成立しているため，y⊤Ay = y⊤I AI,IyI + y⊤J AJ,JyJ = −x⊤I AI,KxK −
λ2x⊤J AJ,KxK ≤ 0.

補題を証明するために，(i)が成り立たず，supp+(x)の連結成分数が 2以上と仮定する．すると

supp+(x)と supp−(x)を結ぶ辺が存在しない． (3)

実際，そのような辺 uv が存在し，u が supp+(x) の連結成分 I に属するとすると，supp+(x) の別の連結成分 J
をとってき，主張の y を利用して，x − y を考える．x − y ∈ kerA であり，各点で釣合条件が成立しているが，
u ∈ supp0(x− y)かつ uは v ∈ supp−(x− y)と接し supp+(x− y)の点とは接していないことから，釣合条件を満
たすことができない．よって (3)が成立する．

(3)から (ii)の前半部分が成立することがわかった．supp(x)内の任意の連結成分 I, J に対し，(3)よりAI,IxI =
AJ,JxJ = 0が成立することがわかる．よって上記主張のようにyを定義してやると，y ∈ kerAであり，各w ∈ supp0(y)
の釣合条件よりN(Hi) ∩ supp0(x) = N(Hj) ∩ supp0(x)が成立していることがわかる．

補題 4.10. もし Gが 3連結かつK3,3 マイナーフリーならば補題 4.8の (i)が成立する．

証明. x ∈ kerAに対し，補題 4.8(ii)が成立すると仮定．すると supp+(x)と supp−(x)間には辺がないが，Perron-
Frobeniusの定理より xの要素は全て正または全て負ではないので，supp0(x)は非空な頂点分離である．よって３
連結性より |V0| ≥ 3であり，各Hiを 1点に縮約したグラフを考えると，NG(Hi)∩ supp0(x) = NG(Hj)∩ supp0(x)
からK3,3 マイナーが存在することがわかる．よって矛盾が導かれた．

定理 4.4(iii)の証明. もしGが平面的でないならば，Kuratowskiの定理よりK5またはK3,3マイナーが存在．µ(K5) =
4かつ µ(K3,3) = 4なので，µ(G) ≥ 4が定理 4.3から従う．
もし Gが平面的ならば，定理 4.3より Gは極大平面グラフと仮定して良い．µ(G) ≥ 4と仮定し，A ∈ A−(G)

をその証拠とする．
G内の任意の三角形 u, v, wをとっくる．dimkerA ≥ 4なので，kerA内に xu = xv = xw = 0なる xが存在す

る．Gの 3連結性より各 u, v, wから supp(x)へ V \ supp(x)上で点素な３本のパス Pu, Pv, Pw が存在．uから Pu

を辿って，supp(x)へ到達する直前の点を aとし，v, wに対しても同様に点 b, cをとってくる．力の釣合条件より，
aは supp+(x)と supp−(x)の両方と接している．b, cも同様である．

Gに新たに点 sと辺 su, sv, swを加えたグラフをG′とすると，G′も平面的．しかしながらG′から supp+(x)と
supp−(x)をそれぞれ縮約したグラフはK3,3 をマイナーとして含むことが容易に確認でき，矛盾が導かれる．

演習問題 9. 定理 4.4(i)を証明せよ．(ヒント: Gが素なパスの和 ⇔ GがK1,3とK3をマイナーとして含まない．)

演習問題 10. 定理 4.4(ii)を証明せよ．(ヒント: Gが外平面的 ⇔ GがK2,3 とK4 をマイナーとして含まない．)
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5 ν(G), グラフの横断的な直交表現, 実現可能次元

5.1 直交表現

グラフ G = (V,E)に対し，
⟨pi, pj⟩ = 0 (ij /∈ E, i ̸= j)

を満たす p : V → Rd は，Gの直交表現と呼ばれている．任意のグラフが d = nの場合に直交表現を有することは
自明であり，できるだけ小さい dに対する直交表現を得たい．一方で p = 0の場合は避けたいことから，何らかの
一般性を条件として課すことが必要である．例えば [24]では，いわゆる一般の配置 (どの d点も線型独立)の直交表
現が可能であるための必要十分条件を導出している．ここでは，横断性 (つまり SAP)を一般性の条件とし課した場
合の直交表現について考えていきたい．

Gの d次元直交表現を求めることは，Gの階数 dの半正定値隣接行列を求めることと等価である．よって SAP
を一般性の条件とした場合の直交表現最小次元は

ν(G) := max

dimkerA :
A ∈ A(G)
A ⪰ 0
SAP

 .

実はこのパラメータは, µ(G)と同じような代数的パラメータで木幅と近い性質をもつものとして，Colin de Verdière[6]
によって導入された．

Colin de Verdière[6]のオリジナルの定義では A[i, j] ̸= 0 (ij ∈ E)が条件に含まれている．上記定義の ν(G)は，
より簡潔な性質を有する変種として van der Holst [15]によって導入された ν=である．オリジナルのパラメータの
解析に関しては [16]が詳しい．
定理 4.3の証明法を適用することで以下を示すことができる．

定理 5.1 (van der Holst[17]). H が Gのマイナーならば，ν(H) ≤ ν(G).

定理 5.2 (van der Holst[17]). Gをグラフとする．

(i) ν(G) ≤ 2 ⇔ GはK3 をマイナーとして持たない．

(ii) ν(G) ≤ 3 ⇔ GはK4 をマイナーとして持たない．

(iii) ν(G) ≤ 4 ⇔ GはK5 とK2,2,2 をマイナーとして持たない．

5.2 実現可能次元

唐突だが，次に d次元フレームワーク (G, p)の低次元への折り畳み問題を考えてみよう．つまり入力G = (V,E)と
p : V → Rd に対し，

∥pi − pj∥ = ∥qi − qj∥ (ij ∈ E)

を満たす q : V → Rk (k < d)の存在性を判定したい．この問題を動機として，Belk and Connelly[1]は以下の実現
可能次元と呼ばれるグラフパラメータ rd(G)を導入した．

rd(G) := min{d :任意の n次元フレームワーク (G, p)が d次元空間へ折り畳み可能 }.

ここで n = |V (G)|．Belk and Connellyは [1]において，k ≤ 3の場合に対し rd(G) ≤ kとなるグラフ Gの特徴付
を与えた．それらの組合せ的条件は定理 5.2のものと一致しており (つまり rd(G) = ν(G)− 1)，２つのパラメータ
間に何かしらの関係があることが予想できる．実際，球面空間において同様のパラメータを定義することで，その
関係が陽に現れる．つまり球面距離を用いて，

srd(G) := min{d :任意の n次元球面フレームワーク (G, p)が (d− 1)次元球面へ折り畳み可能 }

と定義すると，SDP双対性, 補題 4.5, 定理 3.1より

ν(G) = max{d | ∃A ∈ A(G) : dimkerA = d,SAP}
= max{d | ∃p : V → Sd−1 : (G, p)は球面超安定的 }
≤ max{d | ∃p : V → Sd−1 : (G, p)は球面普遍剛 }
≤ srd(G)

となる．LaurentとVarvitsiotis[22]によって, srd(G)の場合も同じ条件で srd(G)が特徴づけされることが証明され
ている．これらをまとめると以下のようになる．
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定理 5.3 (van der Holst[17], Belk and Connelly[1], Laurent and Varvitsiotis[22]). Gをグラフとする．k ≤ 3にお
いて，ν(G) = rd(G) + 1 = srd(G).

ν(G)と srd(G)の双対関係は，定理 5.2定理 5.3を証明する際に有用である．例えば定理 5.2(iii)の証明において，
ν(G)を下からおさえることは，K5とK2,2,2に対し行列Aを提示しすれば，あとはマイナー単調性より {K5,K2,2,2}
マイナーフリーグラフの νの下限が得られる．一方で，上限を証明するのは srd(G)の方が容易である．van der Holst
は ν(G)の上限を示すために，ν(G)の木幅との関係や k-sum操作に対する挙動を調べたが，それらは幾何学的パラ
メータ srd(G) (または rd(G))に対してはほぼ自明に従い，{K5,K2,2,2}マイナーフリーグラフの構造定理を利用す
ることで，srd(G) ≤ 4が成立することも比較的容易に証明可能である．

ν(G), srd(G), rd(G)の正確な関係は未だ証明されていない．
要素に不等号条件を課すことで，符号グラフに対してもパラメータ νを定義することができ，このパラメータは球

面テンセグリティの実現可能次元と双対の関係になっている．符号付グラフの構造の複雑性のために，ν(G, σ) ≤ 3(ま
たは srd(G, σ) ≤ 3)となる符号グラフの特徴付が既に未解決である．
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