
Chap.2 理論・解析編

変分不等式問題の解の存在性・唯一性

単調・P・強圧性など

林 俊介， 変分不等式問題と相補性問題の理論とその周辺

degree theory を用いた解析



変分不等式問題
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VIPは凸最適化問題や相補性問題など多くの問
題をサブクラスとして含む．

VIPを包括的に解析・求解できれば，
その手法・結果がそのまま凸最適化
問題や相補性問題に適用可能．

（勿論，より制限されたクラスの問題の方が，その問題独自の構造を
用いて，より詳細な解析・求解が期待されるのは言うまでもない．）



残差関数を用いた変換
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残差関数 (natural residual / natural map)

（証明は演習問題にて）



残差関数の特別なケース
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NCPの求解アルゴリズムでよく使われるmin function



normal関数 (normal map)
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normal 関数 (normal map)

normal 関数の利点

（これも証明は演習で）
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変分不等式問題の解の存在性や解集合の性質を
解析するには，非線形方程式 もしく
は に対する解集合の性質を解析す
ればよい．

所与の連続写像 に対する
ベクトル方程式 の解集合の性質を
解析するツールとして，次数理論 (degree theory) 

を導入する．



言葉と記号の定義１（開集合と閉集合）
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通常ユークリッドノルム．
（本質的には何でも良い）

本講義では，特別な断りが無い限り，有限次元ユークリッド
空間を取り扱います．



言葉と記号の定義２（内部・閉包・境界・etc.）

（集合値）



次数理論 (degree theory) とは
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が与えられたとき，ベクトル方程式

の解の存在性を解析するための数学的ツール．

という指数を用いる．（次頁で定義）

引数も関数値もいずれもn次元
ベクトルであることに注意！

(Note 1) 上記の条件 (i)—(iii) をdegreeがwell-definedであるための
『３つの前提』と（本講義では）よぶ．

(Note 2) 実際，関数は 全体で定義されていても構わない．その場合，
有界開集合 上で局所的にベクトル方程式の解析を行うものと考える．



degree （次数）の公理

(A3)  ホモトピー不変性

が前スライドの(i)-(iii)を満たすとする．このとき，以下の３つの公理を

満たす整数を に対するdegree (次数)といい， と書く．

(A1) 恒等写像の単位性

(A2) 加法性
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degree （次数）の公理

(A3)  ホモトピー不変性

が前スライドの(i)-(iii)を満たすとする．このとき，以下の３つの公理を

満たす整数を に対するdegree (次数)といい， と書く．



degree （次数）の公理

(A3)  ホモトピー不変性

が前スライドの(i)-(iii)を満たすとする．このとき，以下の３つの公理を

満たす整数を に対するdegree (次数)といい， と書く．

通常， およ
び となるよ
うなホモトピー関数が良く
用いられる．

すべての に対し
て， のグラフは左図
の赤星の部分を通ってはな
らない．



degree の具体例

（増加関数ならdeg=1,減少関数ならdeg = -1）

【アフィン関数の場合】



degree の具体例

（増加関数ならdeg=1,減少関数ならdeg = -1）

【アフィン関数の場合】

【単射の場合】



１次元の場合



degree の満たす性質１

(a)

(b)

well-definednessの３前提

(c)

(d)

(e)

(f)



degree と解の存在性

ベクトル方程式 の解の存在性に関して以下が成り立つ．

こんな場合も・・・



index の定義
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さらに．．．



degree と index の関係
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well-definednessの３前提



VIＰの解の存在性

さて，解の存在性を議論するため，次のような集合を導入する．

これらの集合が満たす性質

かつ

・ が変われば，上図の色塗りのパターンも変わる．
・ 上記の集合は空集合の可能性もある．



VIＰの解の存在性
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定理 （VIPに解が存在するための十分条件）

条件A：



VIＰの解の存在性
degree theoryを使った証明の概略

ホモトピー関数

さらに，いくつかの議論（演習問題）により，

よって，degreeのホモトピー不変性より，



解釈しやすい十分条件
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条件A：

一見恣意的でチェックが困難なので，

より解釈しやすくチェックが容易な十分条件を考える．

条件A

強圧性 (coerciveness)

解集合が有界
空集合でも可

(1)

(2)

(3)(4)

(5)

(6)



不動点定理による解析
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は元々よく知られた結果で，実はdegree theoryを使わなくても証明可．

特に前者はBrouwerの不動点定理より直ちに成立．

equiv.

Brouwerの不動点定理 (Brouwer’s fixed point theorem)

と



関数の単調性

VIPの解の唯一性を議論するためには，関数の単調性やP性
が重要な役割を果たす．

単調

狭義単調

強単調

Definition
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単調関数の図的解釈

単調関数 （＝単調非減少） 強単調
単調関数 （＝単調増加）



単調性と凸性の関係

※狭義凸関数 凸関数の定義の不等号が狭義に成立

※強凸関数 という構造をもつ関数

29

狭義凸だが強凸でない 強凸凸だが狭義凸でない



単調性と半正定値性の関係

単調性とヤコビ行列の正定値性に関して以下の関係が成り立つ．
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単調性と解集合の関係

& 解の存在性条件（前述の条件Aなど）

（すなわち解が唯一存在）

これらより以下のことが観察できる．

（強単調関数が強圧的であることは容易に示せる．）

(singleton)



関数のP性

集合Kが （すなわち相補性問題や混合相
補性問題のとき）は，単調性よりも弱いP性で同様の結果が成り立つ．

Definition

単調狭義単調

P0P

強単調

一様P

単調：
狭義単調：
強単調：



P関数とP行列および解集合の関係

（すなわち解が唯一存在）

（もっと言うと直方体のときも）



Cartesian P性

P性は集合Kが直積構造をもつ場合にも拡張可能．
（解の存在性や一意性についても前スライドと類似の結果が成り立つ．詳細略）

Definition



VIPを解くためのアプローチ

メリット関数

3535

equiv.

VIPを解くためのアプローチの多くは，等価最適化問題への再定式化を
ベースとすることが多い．

等価最適化問題の目的関数をメリット関数という．



メリット関数の例２

3636

Gap function （ギャップ関数）

(利点)

(欠点)

•直感的に分かりやすい

• Kが多面体のときはLPを解くことにより関数値の評価ができる．

•

•
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Generalized gap function （正則化ギャップ関数）

(利点)

(欠点)

•関数値がつねに有限．

•

•

（すなわち，無制約最適化問題としての定式化はできない．）

メリット関数の例３
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D gap function （Dギャップ関数）

(利点)

(欠点)

•関数値がつねに有限．

•

•

（無制約最適化問題として定式化可能）

•

（あえて言うなら）定義が少しややこしい．

メリット関数の例４



メリット関数を用いた求解アプローチの
可能性
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メリット関数を用いればどんな VIP も最適化アルゴリズムにて
求解可能か？

残念ながら “No”

通常，メリット関数の定義式には射影や最大化の作用素が含まれている．

関数値の評価そのものが一般には容易ではない．（可能であっても
ひと手間かかる．）

しかしながら，もし集合Kが単純な構造（非負象限・二次錐・半
正定値錐など）をもっていれば，射影や最大化を陽に表すこと
によりメリット関数を容易に計算できることも多い．

それでも，メリット関数を最小化するための点列の生成法は問題構造
によって色んな手法が考えられる．


