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1 演習問題
演習問題 1. スキーレンタル問題（レンタル 1 万円，購入 B 万円，B は正整数）において，ちょうど k 回
(k = 1, 2, . . .)行く確率が 1

B · (1−
1
B )k−1 であるような入力分布を考える．この入力に対し，最適コストの期

待値と最適決定性オンラインアルゴリズムの期待コストを計算せよ．

演習問題 2. オンラインルーティング問題についてオンライン主双対法によりアルゴリズムの設計を行うこと
を考える．この問題では，最初に，連結な無向グラフ G = (V,E)と枝容量 u : E → Z++ が与えられる．各ラ
ウンド iでは要求 ri = (si, ti) ∈ V 2 が与えられ，アルゴリズムは si–ti パス（単純パス）を 1つ選び流量 1の
フローを流すか，要求をリジェクトする．各枝 eに流す流量の合計は（理想的には）c(e)以下にしたい．この
問題の線形緩和は以下のように記述できる．

max
∑

ri∈R

∑
P∈P(ri)

fi,P
s.t.

∑
P∈P(ri)

fi,P ≤ 1 (∀ri ∈ R)∑
ri∈R

∑
P∈P(ri): e∈P fi,P ≤ ue (∀e ∈ E)

fi,P ≥ 0 (∀ri ∈ R, P ∈ P(ri)).

ここで，R = {r1, . . . , rn}は要求列，P(ri)は si–ti パスの集合を表すものとする．パスの最長の長さを dと
する時，競合比 3で制約を高々 O(log d)倍しか破らないような主双対法に基づくアルゴリズムを設計する．

(1) 双対問題を記述せよ．ただし，制約 1行目の ri に関する制約に対応する変数を zi，2行目の eに対応する
変数を xe とせよ．

(2) Algorithm 1は双対問題について実行可能解を出力する．
(3) Algorithm 1は主問題について制約を高々 O(log d)倍しか破らない．
(4) Algorithm 1 の各ラウンドにおいて，主問題の目的関数値の増加量は双対問題の目的関数値の増加量の

1/3倍以上である．

Algorithm 1: オンラインルーティング問題に対する主双対法

x(e)← 0 (∀e ∈ E);
foreach ri = (si, ti)が要求される do

fi,P ← 0 (∀P ∈ P(ri)), zi ← 0;
if

∑
e∈P x(e) < 1なるパス P ∈ P(ri)が存在 then

fi,P ← 1, zi ← 1, xe ← xe

(
1 + 1

ue

)
+ 1

d·ue
(∀e ∈ P );
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演習問題 3. m台の機械 S = {s1, . . . , sm}を用いて，逐次的にやってくる仕事 R = {r1, . . . , rn}をなるべく
負荷が分散するように処理するためのアルゴリズムを構築する．1 つの仕事は 1 台の機械で処理することと
し，一度割り当ててしまったら後から変更することはできないとする．各ラウンド iには仕事 ri が与えられ，
各機械 sj で処理する際の負荷 pi,j ∈ R+ を知った上で，どの機械で処理するかを選択する．目的は，最大負
荷（makespan）を最小化することである．

(1) まず，最適値の上界 αが既知の場合について考える．正規化した負荷を p̃i,j = p(i, j)/α，割当可能な機
械を S(ri) := {sj ∈ S | p̃i,j ≤ 1}と記述する時，最大負荷が α以下という条件の下でなるべくたくさん
の仕事を割り当てる問題（の緩和）は以下のような線形計画問題として記述できる．

max
∑

ri∈R

∑
sj∈S(ri)

yi,j
s.t.

∑
sj∈S(ri)

yi,j = 1 (∀ri ∈ R)∑
ri: sj∈S(ri)

p̃i,jyi,j ≤ 1 (∀sj ∈ S)

yi,j ≥ 0 (∀ri ∈ R, sj ∈ S(ri)).

この時，双対問題を記述せよ．ただし，制約 1行目の ri に関する制約に対応する変数を zi，2行目の sj

に対応する変数を xj とせよ．
(2) 続いて，Algorithm 2 について解析する．アルゴリズムの実行中ある sj について xj > 1 となり失敗と
なったならば，アルゴリズムは最終的に目的関数が n未満の双対実行可能解を出力することを示せ．すな
わち，実際の最適値は nなので，「失敗」とならないことを示せ．

(3) Algorithm 2の出力は
∑

ri∈R p̃i,jyi,j = O(logm) (∀sj ∈ S)となることを示せ．
（ヒント：必要なら「γ ∈ [0, 1] =⇒ 1 + γ/2 ≥ (3/2)γ」を用いよ．）

(4) αが未知の場合に対して，競合比 O(logm)のアルゴリズムを設計せよ．
（ヒント：α = minmj=1 p1,j を初期値としてダブリングする）

(5) 任意の乱択オンラインアルゴリズムの競合比は Ω(logm)であることを示せ．

Algorithm 2: オンライン負荷分散問題に対する主双対法

xj ← 1/(2m) (∀j)と初期化;
foreach 仕事 ri が与えらえる do

S(ri) = ∅または xj > 1 (∃j)であれば「失敗」;
s` ∈ argminsj∈S(ri) p̃i,jxj に仕事 ri を割当;
zi ← 1− p̃i,`x`, yi,` ← 1, x` ← x`(1 + p̃i,`/2);

演習問題 4. アドワーズ問題について，任意の乱択アルゴリズムの競合比は e/(e− 1)以上となることを示せ．

演習問題 5. b を正の整数とする．アドワーズ問題において，予算を B1 = · · · = Bn = b, 入札額を
bij ∈ {0, 1} (∀i, j)に制限したような問題をオンライン b-マッチング問題と呼ぶ．オンライン b-マッチング問
題に対し，以下のアルゴリズム Balanceを考える: 入札額 1の中でもっとも予算の残っている人に割り当て
る（ただし割当可能な人がいないなら割り当てない）．この時，Balance の競合比は (1+1/b)b

(1+1/b)b−1
となることを

示せ．また，任意の決定性アルゴリズムの競合比は (1+1/b)b

(1+1/b)b−1
以上となることを示せ．
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演習問題 6.（オプション）E = [n] をそれぞれレンタルか購入ができ逐次的に必要となるリソースの集合と
する．f : 2E → R+ を各リソースの部分集合を購入するために必要な費用とし，gt : 2

E → R+ をラウンド t

において 各リソースの部分集合をレンタルするために必要な費用とする．f, gt (∀t)は正規化された単調劣モ
ジュラ関数*1とする．ラウンド τ に購入したリソース集合を Sτ とすると，ラウンド tまでに発生する費用は
f(
⋃t

τ=1 Sτ ) +
∑t

τ=1 gτ (Sτ )であるとする．この時，総費用をなるべく小さくするようなオンラインアルゴリ
ズムを設計したい．

(1) 競合比 2の決定性アルゴリズムを設計せよ．
(2) 競合比 e/(e− 1)の乱択アルゴリズムを設計せよ．
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