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均衡を厳密に計算する

• 評価値の情報を陽に使わず，（極小）均衡価格を厳密に計算

• 使える情報： 価格 ା
௡ を提示

入札者は 利得最大の財の集合 ௜ を答える

௜ 最大

ただし最大利得 < 0 のとき ௜

アルゴリズム （競り上げオークション）

１．競売人： 各財の初期価格=0
２．各入札者： 暫定価格 の下で ௜ を報告

３．競売人：入札者全員に，重複なく利得最大の財を

配分可  終了．現在の価格は均衡価格

配分不可 価格を適切に増加
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均衡条件
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定義： 財の価格 ା
௡ は 均衡価格

 以下の条件を満たす財の配分が存在

（条件1） 入札者 i に財 j が割り当て  ௜
（条件2） 入札者 i に財の割り当てなし 
（条件3） 財 j の割り当てなし 

条件2,3の対偶：
（条件2） 入札者 i に財の割り当てあり
（条件3） 財 j の割り当てあり

補助グラフにおけるマッチングを用いて均衡条件を表現

入札者 の最大利得
ଵஸ௛ஸ௡

利得最大の財集合 ௜



補助グラフを用いた均衡条件
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1 2 3 4

a b c v(i,j) a b c
① 3 1 0

② 7 6 7

③ 1 7 8

④ 0 0 4p:  0          3         4          0

q: 4          3          4            

補助二部グラフ ( : 価格ベクトル)
頂点集合 枝集合 ௜

利得 a b c
① 3 1 0

② 4 3 4

③ ‐3 3 4

④ 0 0 4

入札者

財

ା ା

ା
௡ は 均衡価格

頂点集合 B+∪N+ をカバーする
マッチングが存在

均衡価格



補助グラフを用いた均衡条件
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1 2 3 4

a b c v(i,j) a b c
① 3 1 0

② 7 6 7

③ 1 7 8

④ 0 0 4p:  0          3         4          1

q: 4          3          4            

補助二部グラフ ( : 価格ベクトル)
頂点集合 枝集合 ௜

利得 a b c
① 3 1 0

② 4 3 4

③ ‐3 3 4

④ ‐1 ‐1 3

入札者

財

ା ା

ା
௡ は 均衡価格

頂点集合 B+∪N+ をカバーする
マッチングが存在

均衡価格でない



アルゴリズムのアイディア
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頂点集合 B+∪N+ を同時にカバーするマッチングが存在

① B+ をカバーするマッチングが存在
② N+ をカバーするマッチングが存在

アルゴリズムの開始時，すべての財の価格=0   
 N+ = 条件②は自明に成立

すべての財の価格が十分高い
 B+ = 条件①は自明に成立

条件②を満たしつつ，①が満たされるように価格を増やしたい
どうやって？  ホールの定理を使う

マッチングの性質より



頂点集合をカバーするマッチング：
必要条件（その１）
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所与の B+⊆B をカバーするマッチングは存在するか？

a b c d e

1 432 5

a b c d e

2 543 6

B+={a,b,c,d,e}をカバー可能

1

a,b,c の欲しい財 ⊆ {3,4}
∴ a,b,cのうち，高々２人に

割り当て可能
 B+ はカバーできない

命題
ある X⊆B+に対し，

X が欲しい財の数
 B+ をカバーする

マッチングは存在しない

B+={a,b,c,d,e}をカバー可能？



頂点集合をカバーするマッチング：
必要十分条件（その１）
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逆も成り立つ

定理 （Hall （ホール）の定理）
ା をカバーするマッチングが存在

 ା， が欲しい財の数

ା をカバーするマッチングが存在
 ା の財を欲しい入札者 の数

௜ を満たす入札者 の数

ା についても同様



頂点集合をカバーするマッチング：
必要条件（その２）
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a b c d e

2 543 61

財集合 Z={3,4} に対し，
入札者a,b,cの欲しい財
∴ a,b,cのうち，高々２つに

割り当て可能
 B+ はカバーできない

命題
ある Z⊆N に対し，

௜ を満たす
入札者 ାの数

（ の財のみを欲しい入札者の数）

 ାをカバーする
マッチングは存在しない

B+={a,b,c,d,e}をカバー可能？入札者集合中心の見方
財集合中心の見方



頂点集合をカバーするマッチング：
必要十分条件（その２）
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逆も成り立つ

定理 （Hall （ホール）の定理の変種）
B+ をカバーするマッチングが存在
 ௜ を満たす入札者 ାの数



アルゴリズムの方針
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B+をカバーするマッチングが存在
① ௜ を満たす入札者 ାの数

N+ をカバーするマッチングが存在
② ା， ௜ を満たす入札者 の数

• 条件②を満たしつつ，①に違反する Z を減らすよう，価格を増やす

• ①に違反する Z  Z のみを欲しい入札者が多すぎる

∴ Z に含まれる（幾つかの）財の価格を増やせば，

欲しい入札者を減らせる

• ①に「最も」違反する（左辺－右辺が最大の）

Z の中で極小なものを選び，価格を増やす

条件②は維持される（要証明）



アルゴリズムの実行例（１）
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v(i,j) A B C
① 3 1 1

② 6 5 3

③ 2 4 4

1 2 3

A B C

価格 0         0          0

利得 A B C
① 3 1 1

② 5 4 2

③ 2 4 4

1 2 3

A B C

価格 0         1 0

利得 A B C
① 3 1 1

② 4 3 1

③ 1 3 3

1 2 3

A B C

価格 0         2          1

Z Z Z



アルゴリズムの実行例（１）
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利得 A B C
① 3 1 1

② 3 2 0

③ 0 2 2

1 2 3

A B C

価格 0         3          2
①の条件に違反する Z なし
 アルゴリズム終了

所望のマッチング存在
∴ （極小）均衡価格が得られた



アルゴリズムの実行例（２）
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v(i,j) A B C D
① 3 7 1 0
② 1 6 7 0
③ 0 7 8 4

1 2 3

A B C D

0          0          0
1 2 3

A B C D

1 0          1

利得 A B C D
① 2 6 0 -1
② 1 6 7 0
③ ‐1 6 7 3

Z Z



アルゴリズムの実行例（２）
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1 2 3

A B C D

2 1          2

利得 A B C D
① 1 5 ‐1 -2
② 0 5 6 -1
③ ‐2 5 6 2

1 2 3

A B C D

3 2          3

利得 A B C D
① 0 4 ‐2 -3
② ‐1 4 5 -2
③ ‐3 4 5 1

Aの最大利得=0

①の条件に
違反する Z なし
 アルゴリズム終了

所望の
マッチング存在

∴ （極小）均衡価格が
得られた

Z



アルゴリズムの正当性の証明

二部グラフ G(p)=(B, N; E),     B+ = 最大利得 > 0 の入札者全員

N+ =価格 > 0 の財全体

満たすべき条件：
① ∀Z⊆N， ௜ を満たす入札者 ାの数≦ |Z| 
② ା， ௜ を満たす入札者 の数

• アルゴリズムが終了条件①成立

• すべての財の利得≦０ になったら，定義より ା ∴条件①成立

• 各反復において，ある財の価格が１増加

∴ すべての財の利得≦０ になるまで，たかだか有限回

• アルゴリズム開始時は N+= ∴ ②は自明に成立

∴ 条件②が常に満たされることを証明すれば良い．
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条件②が維持されることの証明：概要

価格 のときに②成立と仮定．

Z = ①に最も違反する集合で極小なもの

価格を ᇱ
௓ に変更後も②が成立することを証明

X = 「（価格pにおいて） Di(p)⊆ Z を満たす入札者 i∈B+」 の集合

 |X| > |Z|  （∵ Z は条件①に違反）
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Z

X

Z

X

N-Z

B-X

N-Z

B-X

② ା， ௜ を満たす入札者 i∈B の数



条件②が維持されることの証明：概要
② ା， ௜ を満たす入札者 i∈B の数

を示したい

以下の (a), (b) を示せば良い

(a) ା ， ௜ を満たす入札者 i∈B-Xの数 ≧ |Y|
（∵帰納法の仮定）

(b) ， ௜ を満たす入札者 i∈Xの数 ≧ |Y|
（∵ Z の性質より）
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Z

X

Z

X

N-Z

B-X

N-Z

B-X



(a), (b) ② の証明
(a) ା

௜ を満たす入札者 の数

(b) ， ௜ を満たす入札者 の数

を使って

② ௜ を満たす入札者 の数 を証明
する

[証明]    ଵ ଶ とおくと，(a), (b) より

௜ ଵ を満たす入札者 の数 ଵ

௜ ଶ を満たす入札者 の数 ଶ

∴ ௜ を満たす入札者 の数

௜ ଵ を満たす入札者 の数

௜ ଶ を満たす入札者 の数

ଵ ଶ ■
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条件(a), (b)： 証明の準備
価格 pp’ の変化による，2部グラフの枝の変化（これから証明）

(i) B – X と Z を結ぶ枝は消える

(ii) B-XとN-Z の間の枝は不変

(iii) X と Z の間の枝は不変

(iv) 価格 p のとき，X と N – Z を結ぶ枝は存在しない

(v) 価格が p’ に増えると， X と N – Z を結ぶ枝は現れる可能性あり
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Z

X

Z

X

N-Z

B-X

N-Z

B-X



条件(a), (b)： 証明の準備
(i) B – X と Z を結ぶ枝は消える (ii) B-XとN-Z の間の枝は不変

[証明] Xの定義より， i∈B-X  Di(p) Z 
よって i∈B-X は N-Z の中に最大利得の財 j* をもつ

∴ ∗ ∗
௛∈ே∖௓ ௛∈௓

pp’ のとき，Z の中の財のみ価格増加利得減少

∴ ∗ ᇱ ∗
௛∈௓

∴ (i) 成立

N – Z の財は価格不変

 N – Z の中での利得最大の財は不変 ∴ (ii) 成立
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Z

X

Z

X



条件(a), (b)： 証明の準備

(iii) X と Z の間の枝は不変

(iv) 価格 p のとき，X と N – Z を結ぶ枝は存在しない

(v) 価格が p’ に増えると， X と N – Z を結ぶ枝は現れる可能性あり

[証明] i∈X に対し，価格 p における最大利得の財は

すべて Z に含まれる （Di(p)⊆Z）  (iv)
∴

௛∈ே ௛∈௓

௛∈ே∖௓
よって Z の価格増加後 (p  p’) は

௛∈ே ௛∈௓

௛∈ே∖௓
∴ i∈X の最大利得だった財 in Z は，利得最大のまま （∴ (iii)）

N-Z の財も利得最大になる可能性あり（∴ (v)）
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不等式(a)の証明
Y⊆N-Z に対し，価格 p’ のときに Y に隣接するB-Xの頂点数 ≧ |Y|
[証明]  
• 前述のグラフの性質 (ii),(iv),(v) より，

価格 p’ のときに Y に隣接するB-X 内の頂点数

≧価格 p のときに Y に隣接するB-X 内の頂点数

• グラフの性質 (iv)より，

価格 p のときに Y に隣接する B-X 内の頂点数

＝価格 p のときに Y に隣接するBの頂点数

• 仮定より，価格 p のときに条件②が成り立つ

∴ 価格 p のときに Y に隣接する頂点数 ≧ |Y|

以上の不等式，等式より，所望の不等式が得られる． ■
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不等式(b)の証明

Y⊆Z に対し，価格 p’ のときに Y に隣接する Xの頂点数 ≧ |Y|
[証明] 
グラフの性質 (iii) より，

価格 p’ のときに Y に隣接する X 内の頂点数

＝ 価格 p のときに Y に隣接する X 内の頂点数

以下，価格 p のときに Y に隣接する X 内の頂点数 ≧ |Y|     を証明

[(Case 2-1) Y=Zの場合] 
X の定義より，価格 p のとき，各 i∈X は Z に隣接

∴価格 p のときに Z に隣接する X 内の頂点数= |X| > |Z|=|Y|

24

Zが①に違反
することより



不等式(b)の証明（つづき）

[(Case 2-2) Y⊂Zの場合]
価格 p のとき，Z は (Di(p)⊆ Z を満たす入札者 i∈B+ の数) - |Z|

を最大にする．複数存在する場合は，極小なもの

∴ 任意の Z’⊂Z に対し，

(Di(p)⊆ Z’を満たす入札者 i∈B+の数) - |Z’| < |X| - |Z|
Z’=Z-Y, X’ = (Di(p)⊆ Z-Y を満たす入札者 i∈B+の集合) とおく

 |X’|-|Z’| < |X|-|Z|
さらに X’⊆X （∵ Di(p)⊆Z’⊆Z）

X と X’ の定義より，各 i∈X-X’ に対し Di(p) Z’, Di(p)⊆Z 

∴各 i∈X-X’ は Z - Z’ = Y の中に利得最大の財をもつ（i はYに隣接）

∴ Y に隣接する X 内の頂点数 ≧|X|-|X’| > |Z|-|Z’|=|Z|-|Z-Y|=|Y|
■
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極小均衡価格の計算

• 紹介したアルゴリズムは，実は極小均衡価格を求める

• 極小均衡価格の必要十分条件を使って証明
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定理： 価格ベクトル は均衡価格

① :  ௜ を満たす入札者 ାの数

② ା: ௜ を満たす入札者 の数

定理： 価格ベクトル は極小均衡価格

① :    ௜ を満たす入札者 ାの数

②’ ା: ௜ を満たす入札者 i∈B の数

前述の証明をよく見ると，条件②’ を示している

∴アルゴリズムの出力は極小均衡価格



離散凸解析との繋がり
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離散凸解析の立場からの理解

単一需要モデルの均衡価格を求める

競り上げオークション

ある種のＬ♮凸関数最小化に対する

変数値増加型（最急）降下法 とみなせる

価格ベクトルが均衡であるための必要十分条件①，②

 Ｌ♮凸関数最小化における最適性条件
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L♮凸関数の定義

定義： ௡ はL♮凸関数

離散中点凸性： ௡

௣ା௤
ଶ

௣ା௤
ଶ
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命題：連続関数 ௡ は凸関数

中点凸性： ௡ ௣ା௤
ଶ

𝑝 ൅ 𝑞
2

𝑝 ൅ 𝑞
2

[藤重-室田2000] [Favati-Tardella 1990]



L♮凸関数の並進劣モジュラ性

定理： ௡ はL♮凸関数

並進劣モジュラ ௡
ା
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本来の定義

[藤重-室田2000]



均衡価格とＬ♮凸関数最小化

• 均衡価格を求める問題は，Ｌ♮凸関数最小化と見なせる
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定理 財の価格 p(j) は
均衡価格最大重みマッチングの双対問題の最適解（の一部）

最小化 ∑ 𝑞ሺ𝑖ሻ௜∈஻ ൅ ∑ 𝑝ሺ𝑗ሻ௝∈ே

条件 𝑞 𝑖 ൅ 𝑝 𝑗 ൒ 𝑣 𝑖, 𝑗   ሺ∀𝑖, ∀𝑗ሻ
𝑞 𝑖 ൒ 0                          ∀𝑖  
𝑝 𝑗 ൒ 0                          ሺ∀𝑗ሻ

最小化
௝௜∈஻ ௝∈ே

条件

∵ 𝑔௜ 𝑝 ൌ max 0, max
௝

𝑣 𝑖, 𝑗 െ 𝑝 𝑗 はＬ♮凸． Ｌ♮凸は和で閉じている．

Ｌ♮凸関数



L♮凸関数最小化の最適性条件
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定理（最適性条件）： [室田1998]
はL♮凸関数 の最小解 ௡

 は局所最小解：

௓ ௒

最適性条件に基づく
様々な（最急）降下法が提案される



均衡価格の条件と局所最適性
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∴ 関数 の降下方向  ①，②に違反する集合

（証明） 関数 の定義より，

௓

－（Di(p)⊆ Z を満たす入札者 i∈B’ の数） ＋ |Z|

௒
－（ ௜ を満たす入札者 i∈B の数）＋ ■

命題：
௝௜∈஻ ௝∈ே のとき，

ベクトル の局所最適性 ௓ ௒

均衡価格の条件①，②

① ௜ を満たす入札者 ାの数

② ା， ௜ を満たす入札者 の数



極小最小解の条件
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定理
はL♮凸関数 の極小最小解
 ௓ ௒

定理：
はL♮凸関数 の最小解
 ௓ ௒

∵ 最小解の特徴付けと並進劣モジュラ性を使う ■

命題：
௝௜∈஻ ௝∈ே のとき，

ベクトル p は極小最小解均衡価格の条件①，②’

上記の定理より，極小均衡価格の特徴付けが得られる



競り上げオークションと最急降下法

アルゴリズム GreedyUp
Step 0: 
Step 1: ௓ 終了

Step 2: 最急降下方向 ௓∗ ௓

（の中で極小なもの）を計算． ௓∗とおき，Step 1 へ
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競り上げオークション関数 の増加型最急降下法
• 非負象限 ା

௡ で定義されたＬ♮凸関数に適用可
• ௒ を満たしつつ，

௓ を満たすようにする

∗
ஶ 最小の最小解 ∗ を出力． 反復回数＝ ∗

ஶ
[室田-塩浦-Yang (2013)]



アルゴリズム GreedyUp
Step 0: 
Step 1: ௓ 終了

Step 2: 最急降下方向 ௓∗ ௓

（の中で極小なもの）を計算． ௓∗とおき，Step 1 へ

増加型最急降下法の実行例

36

1

1

1

2

3

0

0

0

0

1

1

0

0

0

1

2

1

1

1

1

3

2

2

2

2
𝑝ሺ1ሻ

𝑝ሺ2ሻ

O



GreedyUpの正当性

37

命題： ある反復において ௒ 成立
 ௓∗ に対し ௒

鍵となる性質

Ｌ♮凸関数は (a) 区間への制限に関して閉じている (b) 劣モジュラ

を使って証明

（証明）仮定より，𝑝 は区間ሺെ∞, 𝑝ሿにおいて局所的最小大域的最小

𝑝෤ が条件を満たさないと仮定 𝑝෤ は区間ሺെ∞, 𝑝෤ሿにおいて大域的最小ではない

𝑝∗ ൌ 区間ሺെ∞, 𝑝෤ሿにおける大域的最小解（のうち極大なもの） とおく 𝑝∗ ് 𝑝෤
Ｌ♮凸関数は劣モジュラなので，𝑔ሺ𝑝∗ሻ ൅ 𝑔 𝑝 ൒ 𝑔 𝑝∗ ∨ 𝑝 ൅ 𝑔ሺ𝑝∗ ∧ 𝑝ሻ
𝑝∗ ∨ 𝑝 ൑ 𝑝෤, 𝑝∗ ∧ 𝑝 ൑ 𝑝 より 𝑔 𝑝∗ ∨ 𝑝 ൒ 𝑔 𝑝∗ ,  𝑔 𝑝∗ ∧ 𝑝 ൒ 𝑔 𝑝
３つの不等式より 𝑔 𝑝∗ ∨ 𝑝 ൌ 𝑔 𝑝∗ .    
𝑝∗の極大性より 𝑝 ൑ 𝑝∗ሺ൑ 𝑝෤ሻ ∴ ∃𝑍 ⊂ 𝑍∗:  𝑝∗ ൌ 𝑝 ൅ 𝜒௓

∴ 𝑔 𝑝∗ ൌ 𝑔 𝑝 ൅ 𝜒௓ ൒ 𝑔 𝑝 ൅ 𝜒௓∗ ൌ 𝑔ሺ𝑝෤ሻ となり， 𝑝∗ の選び方に矛盾． ■



GreedyUpが極小最小解を求めることの証明
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命題： ある反復において ௒ 成立
 ௓∗ に対し ௒

（証明） 直前のスライドの命題より，𝑝෤ は区間ሺെ∞, 𝑝෤ሿにおいて最小解

𝑝෤ が条件を満たさないと仮定ある非空な 𝑌 ⊆ 𝑁 に対し 𝑔 𝑝෤ ൌ 𝑔ሺ𝑝෤ െ 𝜒௒ሻ
つまり，𝑝෤ െ 𝜒௒も区間ሺെ∞, 𝑝෤ሿにおいて最小解

(i) 𝑌 ∖ 𝑍∗ ് ∅ のとき： 𝑝∗ ≡ 𝑝෤ െ 𝜒௒ とおく．

Ｌ♮凸関数は劣モジュラなので，𝑔ሺ𝑝∗ሻ ൅ 𝑔 𝑝 ൒ 𝑔 𝑝∗ ∨ 𝑝 ൅ 𝑔ሺ𝑝∗ ∧ 𝑝ሻ
𝑝∗ ∨ 𝑝 ൑ 𝑝෤, 𝑝∗ ∧ 𝑝 ൑ 𝑝 より 𝑔 𝑝∗ ∨ 𝑝 ൒ 𝑔 𝑝∗ ,  𝑔 𝑝∗ ∧ 𝑝 ൒ 𝑔 𝑝
３つの不等式より 𝑔 𝑝∗ ∧ 𝑝 ൌ 𝑔 𝑝 .   また，𝑌 ∖ 𝑍∗ ് ∅ から 𝑝∗ ∧ 𝑝 ് 𝑝
仮定より 𝑝 は区間ሺെ∞, 𝑝ሿにおいて極小最小解 ∴ 𝑔 𝑝∗ ∧ 𝑝 ൐ 𝑔 𝑝 矛盾．

(ii) 𝑌 ൌ 𝑍∗ のとき： 𝑝෤ െ 𝜒௒ ൌ 𝑝 かつ ൅𝜒௓∗ は降下方向なので

𝑔 𝑝෤ ൌ 𝑔 𝑝 ൅ 𝜒௓∗ ൏ 𝑔ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑝෤ െ 𝜒௒ሻ となり矛盾．

(iii) 𝑌 ⊂ 𝑍∗ のとき： 𝑝෤ െ 𝜒௒ ൌ 𝑝 ൅ 𝜒௓ ሺ∃𝑍 ⊂ 𝑍∗ሻ かつ

𝑔 𝑝 ൅ 𝜒௓∗ ൌ 𝑔 𝑝෤ ൌ 𝑔 𝑝෤ െ 𝜒௒ ൌ 𝑔ሺ𝑝 ൅ 𝜒௓ሻ となり，𝑍∗ の選び方に矛盾． ■



離散凸解析の有り難み

• Ｌ♮凸関数最小化アルゴリズムの正当性を使うことで，

競り上げオークションの正当性の別証明を与えた．

• マッチングを用いた元の証明より「容易」

• 示すべきこと： がＬ♮凸性を満たすこと

劣モジュラ性

区間の制限に関して閉じていること

最適性条件

• 抽象化により，本質的な部分が明確になる．

• 様々な問題に適用可能
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複数需要モデルの
競り上げオークションの

証明で役立つ
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