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二部グラフとマッチング
G = (A,P ;E)が二部グラフ def⇐⇒
- A ∩ P = ∅を満たす点集合A,P

- Aの 1つの点とP の 1つの点からなる辺の集合であるE

（各点間には高々 1本の辺があるとする）
a ∈ Aと p ∈ P の間の辺を (a, p)と書く
各 v ∈ A ∪ P と各L ⊆ Eに対して

L(v) := vに接続するLの辺の集合
µ ⊆ Eがマッチング def⇐⇒ ∀v ∈ A ∪ P : |µ(v)| ≤ 1



二部グラフ

E(a2) = {(a2, p1), (a2, p2), (a2, p3)}

a3

a2

a1

p3

p2

p1

E

A P

a3

a2

a1

p3

p2

p1

E(a2)



マッチング

各マッチングµとµ(v) *= ∅となる v ∈ A ∪ P に対して
- µ(v)そのものとµ(v)に含まれる辺を区別しない
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片側の点のみが選好を持っている場合
二部グラフG = (A,P ;E)が与えられる
- Aの要素を応募者とよぶ
- P の要素をポストとよぶ
各応募者 a ∈ AはE(a)の辺に対する選好+aを持つ
- E(a)の要素を好ましい順に並べたもの
- e +a g =⇒ aにとって eは gより好ましい
- 同順位は含まない
任意の a ∈ Aと e ∈ E(a)に対して e +a ∅と仮定



片側の点のみが選好を持っている場合

a2 : (a2, p1) +a2 (a2, p3) +a2 (a2, p1)
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片側の点のみが選好を持っている場合
マッチングµと σに対して

φ(µ,σ) := {a ∈ A | µ(a) +a σ(a)}

マッチングµがポピュラー def⇐⇒
∀マッチングσ : ∆(µ,σ) := |φ(µ,σ)|− |φ(σ, µ)| ≥ 0

つまり
ポピュラー ⇐⇒ 多数決で負けない

Weak Condorcet Winner

Gärdenfors (1975) が（両側選好に対して）導入



片側の点のみが選好を持っている場合

ai : (ai, p1) +ai (ai, p2) +ai (ai, p3)
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片側の点のみが選好を持っている場合

ai : (ai, p1) +ai (ai, p2) +ai (ai, p3)

φ(µ1, µ2) = {a1}, φ(µ2, µ1) = {a2, a3}
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片側の点のみが選好を持っている場合

ai : (ai, p1) +ai (ai, p2) +ai (ai, p3)

φ(µ2, µ3) = {a2}, φ(µ3, µ2) = {a1, a3}
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片側の点のみが選好を持っている場合

ai : (ai, p1) +ai (ai, p2) +ai (ai, p3)

φ(µ3, µ1) = {a3}, φ(µ1, µ3) = {a1, a2}
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両側の点が選好を持っている場合
二部グラフG = (A,P ;E)が与えられる
- Aの要素を応募者とよぶ
- P の要素をポストとよぶ
各点 v ∈ A ∪ P はE(v)の辺に対する選好+vを持つ
- E(v)の要素を好ましい順に並べたもの
- e +v g =⇒ vにとって eは gより好ましい
- 同順位は含まない
任意の v ∈ A ∪ P と e ∈ E(v)に対して e +v ∅と仮定



両側の点が選好を持っている場合
マッチングµと σに対して

φ(µ,σ) := {v ∈ A ∪ P | µ(v) +v σ(v)}

マッチングµがポピュラー def⇐⇒
∀マッチングσ : ∆(µ,σ) := |φ(µ,σ)|− |φ(σ, µ)| ≥ 0

つまり
ポピュラー ⇐⇒ 多数決で負けない

Weak Condorcet Winner

Gärdenfors (1975) が（両側選好に対して）導入
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ポピュラーマッチングの特徴付け
この章では各 a ∈ Aに対して
- 任意の e ∈ E(a) \ {#a} に対して e +a #a

を満たす #a ∈ E(a)が存在すると仮定
#aは「aはどのポストにも割り当てられない」を意味する
更にこの章ではマッチングの定義を少々変更する
µ ⊆ Eがマッチング def⇐⇒
∀a ∈ A : |µ(a)| = 1, ∀p ∈ P : |µ(p)| ≤ 1

注：#aがあるため元の定義と基本的には同じ



ポピュラーマッチングの特徴付け
各 a ∈ Aに対して f-edge f(a)を以下のように定義
f(a) := +aに関しても最も好ましいE(a)の辺

F := {f(a) | a ∈ A}, Pf := {p ∈ P | E(p) ∩ F *= ∅}
S := {(a, p) ∈ E | p /∈ Pf}
各 a ∈ Aに対して s-edge s(a)を以下のように定義
s(a) := +aに関しても最も好ましいS(a)の辺

注：#aのおかげで s(a)は well-defined

E∗ := {f(a), s(a) | a ∈ A}, G∗ := (A,P ;E∗)



ポピュラーマッチングの特徴付け

ai : (ai, p1) +ai (ai, p2) +ai (ai, p3) (i = 1, 2)

a3 : (a3, p2) +a3 (a3, p3) +a3 (a3, p1)
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ポピュラーマッチングの特徴付け
定理 1：Abraham et al. (2007)

マッチングµがポピュラー ⇐⇒ 以下の (P1) (P2) を満たす
(P1) ∀a ∈ A : µ(a) ∈ {f(a), s(a)}
(P2) ∀p ∈ Pf : µ(p) *= ∅

ポピュラーマッチングの存在性が多項式時間で判定可能
- |M | = |A|となるG∗の元の意味でマッチングMが存在

=⇒ 最大マッチングを求め upgrade すればよい
- そうでなければ，ポピュラーマッチングは存在しない



ポピュラーマッチングの特徴付け

ai : (ai, p1) +ai (ai, p2) +ai (ai, p3) (i = 1, 2, 3)
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ポピュラーマッチングの特徴付け

ai : (ai, p1) +ai (ai, p2) +ai (ai, p3) (i = 1, 2)

a3 : (a3, p2) +a3 (a3, p3) +a3 (a3, p1)
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ポピュラーマッチングの特徴付け

a1 : (a1, p1) +a1 (a1, p2) +a1 (a1, p3)

a2 : (a2, p2) +a2 (a2, p3) +a2 (a2, p1)
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ポピュラーマッチングの特徴付け

a1 : (a1, p1) +a1 (a1, p2) +a1 (a1, p3)

a2 : (a2, p2) +a2 (a2, p3) +a2 (a2, p1)
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定理 1の証明
定理 1：Abraham et al. (2007)

マッチングµがポピュラー ⇐⇒ 以下の (P1) (P2) を満たす
(P1) ∀a ∈ A : µ(a) ∈ {f(a), s(a)}
(P2) ∀p ∈ Pf : µ(p) *= ∅

(=⇒)

µをポピュラーマッチングとする
µ(a) /∈ {f(a), s(a)}を満たす a ∈ Aが存在すると仮定
まず f(a) +a µ(a) +a s(a) の場合を考える



定理 1の証明
s(a)の定義より f(b) = µ(a)となる b ∈ A \ {a}が存在
µ(f(a)) = ∅ならば
µ̂(a) = f(a), µ̂(a′) = µ(a′) (a′ *= a)

とすればφ(µ, µ̂) = ∅, φ(µ̂, µ) = {a} となり矛盾
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定理 1の証明
以下ではµ(f(a)) *= ∅と仮定
µ(b) = f(a)ならば
µ̂(a) = f(a), µ̂(b) = f(b), µ̂(a′) = µ(a′) (a′ *= a, b)

とすればφ(µ, µ̂) = ∅, φ(µ̂, µ) = {a, b} となり矛盾
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定理 1の証明
µ(b) *= f(a)ならば，µ(c) = f(a)とし
µ̂(a) = f(a), µ̂(b) = f(b), µ̂(c) = #c,

µ̂(a′) = µ(a′) (a′ *= a, b, c)

とすればφ(µ, µ̂) = {c}, φ(µ̂, µ) = {a, b} となり矛盾
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定理 1の証明
続いて s(a) +a µ(a) の場合を考える
µ(s(a)) = ∅ならば
µ̂(a) = s(a), µ̂(a′) = µ(a′) (a′ *= a)

とすればφ(µ, µ̂) = ∅, φ(µ̂, µ) = {a} となり矛盾

a µ(a) 6= s(a)
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定理 1の証明
以下ではµ(s(a)) *= ∅とし, µ(b) = s(a)とする
µ(f(b)) = ∅ならば
µ̂(a) = s(a), µ̂(b) = f(b), µ̂(a′) = µ(a′) (a′ *= a, b)

とすればφ(µ, µ̂) = ∅, φ(µ̂, µ) = {a, b} となり矛盾
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定理 1の証明
以下ではµ(f(b)) *= ∅と仮定
µ(a) = f(b)ならば
µ̂(a) = s(a), µ̂(b) = f(b), µ̂(a′) = µ(a′) (a′ *= a, b)

とすればφ(µ, µ̂) = ∅, φ(µ̂, µ) = {a, b} となり矛盾
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定理 1の証明
µ(a) *= f(b)ならば, µ(c) = f(b)とし
µ̂(a) = s(a), µ̂(b) = f(b), µ̂(c) = #c,

µ̂(a′) = µ(a′) (a′ *= a, b, c)

とすればφ(µ, µ̂) = {c}, φ(µ̂, µ) = {a, b} となり矛盾
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定理 1の証明
続いて (P2) を示す
µ(p) = ∅を満たす p ∈ Pfが存在すると仮定
p ∈ Pfより f(a) = pとなる a ∈ Aが存在
µ(p) = ∅よりµ(a) *= f(a)

新たなマッチング µ̂を以下のように定義
µ̂(a) = f(a), µ̂(b) = µ(b) (b *= a)

φ(µ, µ̂) = ∅, φ(µ̂, µ) = {a} となり矛盾



定理 1の証明
(⇐=)

マッチングµが (P1) (P2) を満たすと仮定
他のマッチング σに対して |φ(µ,σ)| ≥ |φ(σ, µ)| を示す
A+ := {a ∈ A | σ(a) +a µ(a)}
以下を満たす関数h : A+ → Aを構築する
- 異なる a, b ∈ A+に対してh(a) *= h(b)

- 任意の a ∈ A+に対してµ(h(a)) +h(a) σ(h(a))

|φ(σ, µ)| = |A+| = |h(A+)| ≤ |φ(µ,σ)| より証明完了



定理 1の証明
任意の a ∈ A+を考える
σ(a) +a µ(a)と (P1)よりµ(a) = s(a)

=⇒ s-edgeの定義より σ(a) = f(b)となる b ∈ Aが存在
(P2) より σ(a) = µ(b)となる b ∈ Aが存在
σはマッチングなので σ(b) *= f(b)

=⇒ h(a) = bとすればµ(h(a)) +h(a) σ(h(a))

異なる a1, a2 ∈ A+に対してh(a1) = h(a2)とすると
=⇒ σ(a1) = σ(a2)となりマッチングであることに矛盾



定理 1の証明

a

�(a) = f(b) = µ(b)µ(a) = s(a)

b = h(a)

�a �b

a1

�(a1) = µ(b) = �(a2)

b = h(a2)h(a1) = a2



Popular Condensation Problem

ポピュラーマッチングが存在しないときはどうする？
一つの案として Popular Condensation Problem

Aから点を取り除いてポピュラーマッチングを生み出す
例えば |A|− 1点取り除けばよい
問題：Popular Condensation Problem

G−Xにポピュラーマッチングが存在するような最小サイ
ズのX ⊆ Aを求めよ
多項式時間で解ける by Wu et al. (2013) ⇐= これを示す



Popular Condensation Problem

アルゴリズム
1 G∗の元の意味での最大マッチングM ∗を求める
2 X = {a ∈ A | M ∗(a) = ∅}を出力する
定理 2：Wu et al. (2013)

上記のアルゴリズムは正しく問題を解く
演習問題 1

G−Xにはポピュラーマッチングが存在する



Popular Condensation Problem

G∗の連結成分をC1, C2, . . . , Cmとする
I := {i ∈ {1, 2, . . . ,m} | |A ∩ V (Ci)| ≥ |P ∩ V (Ci)|}
AI :=

⋃
i∈I(A ∩ V (Ci)), PI :=

⋃
i∈I(P ∩ V (Ci)),

補題 1

|X| = |AI |− |PI |

補題 2

∃ポピュラーマッチング in G− Y =⇒ |Y | ≥ |AI |− |PI |



補題 1の証明
以下を示す
- 任意の i ∈ {1, 2, . . . ,m} \ Iに対して

∀a ∈ A ∩ V (Ci) : Mi(a) *= ∅
を満たすCi上のマッチングMiが存在

- 任意の i ∈ Iに対して
∀p ∈ P ∩ V (Ci) : Mi(p) *= ∅

を満たすCi上のマッチングMiが存在
M ∗は最大マッチング =⇒ |X| = |AI |− |PI |



補題 1の証明
i ∈ {1, 2, . . . ,m} \ Iを固定
以下を満たすグラフGiを考える
- Giの点集合はP ∩ V (Ci)

- ∃a ∈ A ∩ V (Ci) : E∗(a) = {(a, p), (a, p′)}
⇐⇒ 辺 e = {p, p′}がGiに存在

Ciが連結 =⇒ Giも連結 =⇒ Giは全域木を含む
Gi *=木 =⇒ |A ∩ V (Ci)| ≥ |P ∩ V (Ci)| =⇒ i /∈ Iに矛盾
∴ Giは木である =⇒ 葉からマッチングを求めれば良い



補題 1の証明
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補題 1の証明
i ∈ Iを固定
先ほどの同じGiを考える

=⇒ Giは全域木T を含む
i ∈ I

=⇒ |A ∩ V (Ci)| ≥ |P ∩ V (Ci)|
=⇒ T に含まれないGiの辺 eが存在

eの一つの端点をT の根とする
葉からマッチングを求め根には eを割り当てる



補題 1の証明
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補題 2の証明
G− Y における f -edgeと s-edgeを f ′(·), s′(·)とかく
任意の a ∈ A \ Y に対して f ′(a) = f(a)

Claim

∃a ∈ A \ Y : s′(a) *= s(a) =⇒ ∃a ∈ Y : f(a) = s′(a)

A \ Y ⊆ Aより s′(a) +a s(a)

=⇒ f(a) = s′(a)を満たす a ∈ Aを取り除く必要がある "

E∗Y := {f ′(a), s′(a) | a ∈ A \ Y }, G∗Y := (A \ Y, P ;E∗Y )



補題 2の証明
Y1 := Y ∩ AI , Y2 := Y \ AI

各Z ⊆ A \ Y に対して
N(Z) := G∗Y 上のZの隣接点集合⊆ P

G− Y 上にポピュラーマッチングが存在
=⇒ ∀Z ⊆ A \ Y : |Z| ≤ |N(Z)|

先ほどの Claim より, 各 a ∈ AI \ Y1 = AI \ Y に対して
N({a}) ⊆ PI ∪ {f(b) | b ∈ Y }
⇐= G∗における隣接点 + s′(a)が upgrade された可能性



補題 2の証明
各 b ∈ Y1 ⊆ AIに対して f(b) ∈ PI

=⇒ PI ∪ {f(b) | b ∈ Y } = PI ∪ {f(b) | b ∈ Y2}
よって各 a ∈ AI \ Y1に対して
N({a}) ⊆ PI ∪ {f(b) | b ∈ Y } = PI ∪ {f(b) | b ∈ Y2}

以上より
|AI \ Y1| ≤ |N(AI \ Y1)| ≤ |PI ∪ {f(b) | b ∈ Y2}|
≤ |PI |+ |{f(b) | b ∈ Y2}| ≤ |PI |+ |Y2|

|AI \ Y1| = |AI |− |Y1|より |AI |− |PI | ≤ |Y1|+ |Y2| = |Y |
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ポピュラーマッチングの特徴付け
マッチングµを考える
各 e = (a, p) ∈ E \ µに対して
- rµ(e) := (+,+) if e +a µ(a) and e +p µ(p) (type 1)

- rµ(e) := (+,−) if e +a µ(a) and µ(p) +p e (type 2)

- rµ(e) := (−,+) if µ(a) +a e and e +p µ(p) (type 3)

- rµ(e) := (−,−) if µ(a) +a e and µ(p) +p e (type 4)

交互パス（サイクル） def⇐⇒
µの辺とE \ µの辺を交互に通るパス（サイクル）



ポピュラーマッチングの特徴付け
Gの部分グラフG−を以下のように定義
- Gから type 4 の辺を全て取り除いたもの

補題 3：Huang and Kavitha (2013)

µがポピュラーマッチング ⇐⇒
G−に以下の満たす交互サイクルCと交互パスSが無い
(i) type 1 の辺を含むC

(ii) ∃端点 v : µ(v) = ∅満たし かつ type 1 の辺を含むS

(iii) type 1 の辺を 2本以上含むS



補題 3の証明
(=⇒) 方針：条件を満たすC or Sが存在するとして矛盾を導く

赤：µの辺, 青：E \ µの辺
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補題 3の証明
(=⇒) 方針：条件を満たすC or Sが存在するとして矛盾を導く
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補題 3の証明
(⇐=) 方針：他のマッチング σに対して∆(µ,σ) ≥ 0を示す

µが補題の条件を満たすと仮定し, マッチング σを考える
σから type 4 の辺を取り除く（∵ ∆(µ,σ)に影響しない）
µと σの対称差はG−上の交互サイクル（パス）で構成
- サイクル
- σの辺で始まり σの辺で終わるパス
- σの辺で始まりµの辺で終わるパス
- µの辺で始まりµの辺で終わるパス



補題 3の証明
赤：µの辺, 青：σの辺
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ポピュラーマッチングと安定マッチング
(a, p) ∈ E \ µがマッチングµをブロックする

def⇐⇒ (a, p) +a µ(a)および (a, p) +p µ(p) が成り立つ
マッチングµが安定 def⇐⇒
µをブロックするE \ µの辺が存在しない

定理 4：Gale and Shapley (1962)

安定マッチングは常に存在する
安定マッチングは多項式時間で発見可能



ポピュラーマッチングと安定マッチング
定理 5：Gärdenfors (1975)

安定マッチング =⇒ ポピュラーマッチング
µを安定マッチングとすると...

rµ(e) = (+,+)となる e ∈ E \ µは存在しない
=⇒ 補題 3よりµはポピュラーマッチング "

定理 5と安定マッチングに関する定理 4より
- ポピュラーマッチングは常に存在
- ポピュラーマッチングは多項式時間で見つかる



最大ポピュラーマッチング
ポピュラーマッチングのサイズは異なる可能性がある
最大のポピュラーマッチングは多項式時間で発見可能
- Huang & Kavitha (2013), Kavitha (2014)

Kavitha (2014) のアルゴリズムの概要
- 各辺に対して並行なコピーを加える
- Aは元の辺が好ましい, but P はコピーが好ましい
- コピーを加えたグラフで安定マッチングµを求める
- µを自然に元のグラフのマッチングと解釈し出力



最小ポピュラーマッチング
定理 6：Huang and Katvith (2013)

安定マッチングは最小サイズポピュラーマッチング
演習問題 2

全ての安定マッチングの端点集合は同一
安定マッチングの端点の集合をUとする
ポピュラーマッチングµと安定マッチング σを考える
µ(v) = ∅となる v ∈ Uが存在すると仮定



最小ポピュラーマッチング
µと σの対称差は vから始まる交互パスSを含む
σは安定マッチングなので
- e +a σ(a)かつ e +p σ(p)かつ
を満たすS上のµの辺 e = (a, p)は存在しない
Sに沿って反転させたマッチングを µ̂とする
=⇒ ∆(µ, µ̂) < 0となりµがポピュラーであることに矛盾

v

+ � � � � +
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講演概要
1 問題設定
2 片側の点のみが選好を持っている場合
3 両側の点が選好を持っている場合
4 発展的な話題
5 参考文献



複数の 応募者 and/or ポスト を受け入れる場合
片側選好 + ポストが複数の応募者を受け入れる場合
- 基本的にはポストをコピーすれば良い
- 直接解くアルゴリズム：Manlove & Sng (2006)

- 複雑な制約：Nasre et al. (2019), Kamiyama (2016, 2017)

片側選好 + 応募者が複数のポストを受け入れる場合
- 基本的に難しい：Paluch (2014)

両側選好 + 多対多の設定
- Brandl & Kavitha (2020), Kamiyama (2019), Cergely et al. (2022)



選好が同順位を含む場合, 一般のグラフの場合
選好における同順位 = e $ g かつ g $ e

選好が同順位を含む場合：
- 片側選好：基本的には同順位がない場合を拡張可能
- 両側選好：存在性判定がNP完全 by Biró et al. (2010)

入力のグラフが一般の場合：
- いわゆる Roommate Problem

- 存在性判定（同順位なし）はNP完全
Faenza et al. (2019), Gupta et al. (2021) ← 会議版は SODA2019



その他
応募者に重みが与えられている場合：
- 各点に一票の重みが与えられている状況での多数決
- 片側選好：存在性が多項式時間判定可能 by Mestre (2014)

- 両側選好：存在性判定はNP完全 by Heeger & Cseh (2021)

片側選好と両側選考を合わせたような設定
- 両側の点が選好を持つ
- 片側選好・両側選好両方の意味でポピュラーなもの
- 存在性が多項式時間判定可能 by Kavitha (2020)



片側選好：ポピュラーマッチングの数え上げ
ポピュラーマッチングµを固定する
各 a ∈ Aに対して o(a) := {f(a), s(a)} \ {µ(a)}の要素
以下を満たす有向グラフD = (P,L)（交換グラフ）を作る
(p, q) ∈ L ⇐⇒ ∃a ∈ A : p = µ(a), q = o(a)

pは f-vertex (s-vertex)
def⇐⇒ p ∈ Pf (∃a ∈ A : p = s(a))

各点の出次数 ≤ 1 =⇒ Dの各連結成分は
- サイクル + 入ってくる内向木 (Cycle component), or

- 根が s-vertexである内向木 (Tree component)



片側選好：ポピュラーマッチングの数え上げ
a1
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片側選好：ポピュラーマッチングの数え上げ
Cycle component C上のサイクルが以下を満たすとする
- p1 → a1 → p2 → a2 → · · ·→ ak → p1

- p1, p2, . . . , pk ∈ P , a1, a2, . . . , ak ∈ A

Cに沿ってµを反転させる def⇐⇒
µを以下を満たすマッチング µ̂ = µ⊕ Cに変形する
- µ̂(ai) = (ai, pi+1) for i = 1, 2, . . . , k − 1

- µ̂(ak) = (ak, p1)

- µ̂(a) = µ(a) for a *= a1, a2, . . . , ak



片側選好：ポピュラーマッチングの数え上げ
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片側選好：ポピュラーマッチングの数え上げ
Tree component T 上の以下を満たす有向パスSを考える
- p1 → a1 → p2 → a2 → · · ·→ ak−1 → pk

- p1, p2, . . . , pk ∈ P , a1, a2, . . . , ak−1 ∈ A,

- p1は s-vertex, pkはT の根（つまり s-vertex）
S（適格なパスと呼ぶ）に沿ってµを反転させる def⇐⇒
µを以下を満たすマッチング µ̂ = µ⊕ Sに変形する
- µ̂(ai) = (ai, pi+1) for i = 1, 2, . . . , k − 1

- µ̂(a) = µ(a) for a *= a1, a2, . . . , ak



片側選好：ポピュラーマッチングの数え上げ
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片側選好：ポピュラーマッチングの数え上げ
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片側選好：ポピュラーマッチングの数え上げ
Cycle componentの集合 = C1, C2, . . . , Ck

Tree componentの集合 = T1, T2, . . . , Tm

S(Tj) := Tjの中の s-vertexの数
定理 7：McDermid and Irving (2011)

ポピュラーマッチングの個数 = 2k ·
∏m

j=1 S(Tj)

Ciに沿って反転する or しない = 2通り
Tj上の適格なパスの数 = S(Tj)− 1



定理 7の証明
演習問題 3

Ĉ1, Ĉ2, . . . , Ĉx := Cycle component の部分集合
T̂1, T̂2, . . . , T̂y := Tree component の部分集合
S1, S2, . . . , Sy := 各 T̂1, T̂2, . . . , T̂y上の適格なパス
µ̂ := Ĉ1, . . . , Ĉx, S1, . . . , Sy に沿ってµを反転させたもの
=⇒ µ̂はポピュラー
演習問題 3より後は逆を示せばよい



定理 7の証明
補題 4

µ̂をポピュラーマッチング =⇒
ある
Cycle component の部分集合 Ĉ1, Ĉ2, . . . , Ĉx

Tree component の部分集合 T̂1, T̂2, . . . , T̂y

各 T̂1, T̂2, . . . , T̂y上の適格なパスS1, S2, . . . , Sy

が存在して
µ̂ = Ĉ1, . . . , Ĉx, S1, . . . , Sy に沿ってµを反転させたもの



補題 4の証明
µ̂に対する交換グラフを考える
⇐= µに対するDと辺の向きが違うだけ
以下の条件はµおよび µ̂の交換グラフでも同じ
- 各点の出次数は 1以下
- Tree component の根は s-vertex

以上よりある component の辺の向きが異なっていたら
Cycle component =⇒ 閉路の向きを反転させたもの
Tree component =⇒ 適格なパスに沿って反転させたもの



片側選好：最適ポピュラーマッチング
M := ポピュラーマッチングの集合
M上に以下を満たす関係%を仮定
(O1) ∀µ,σ ∈M : µ % σ and/or σ % µ

(O2) µ1 % µ2, µ2 % µ3 =⇒ µ1 % µ3,

(O3) e ∈ µ ∩ σ, µ % σ =⇒ µ \ {e} % σ \ {e}

µ % σは多項式時間で判定可能とする
%は例えば rank-maximality, min-cost などを含む
µ∗ ∈Mが最適 def⇐⇒ ∀µ ∈M : µ∗ % µ ⇐= これを求める



片側選好：最適ポピュラーマッチング
ポピュラーマッチングµを固定
µに対する交換グラフに関して
- C1, . . . , CkとT1, . . . , Tmを先程と同じように定義
- Pj := Tj上の適格なパスの集合

補題 5

µ⊕ C1 % µ (resp. µ % µ⊕ C1) ならば
=⇒ ∃最適なµ∗ ∈M : C1の辺の向きがµ⊕ C1と一致

(resp. ∃最適なµ∗ ∈M : C1の辺の向きがµと一致)



補題 5の証明
µ⊕ C1 % µの場合を証明
適当な最適ポピュラーマッチングµ∗を考える
µ∗のC1の辺の向きがµ⊕ C1と一致 =⇒ 証明完
µ∗のC1の辺の向きがµと一致していると仮定
C1に制限するとµとµ∗は同じ
∴ (O3) より µ∗ ⊕ C1 % µ∗ ⇐⇒ µ⊕ C1 % µ

µ⊕ C1 % µよりµ∗ ⊕ C1 % µ∗

=⇒ µ∗は最適なのでµ∗ ⊕ C1も最適



片側選好：最適ポピュラーマッチング
µ⊕ C1 % µならばµ1 := µ⊕ C1, otherwise µ1 := µとする
µ1とC2に同様の議論を適用してµ2を定義
µ◦ := C1, C2, . . . , Ckに対して上を実行して得られたもの
∃ 最適なµ∗ ∈M : C1, . . . , Ckの辺の向きがµ◦と一致
M◦ := 上の条件を満たす最適なµ∗ ∈Mの集合
補題 6

S1 ∈ P1が ∀S ∈ P1 : µ◦ ⊕ S1 % µ◦ ⊕ S を満たす
=⇒ ∃最適なµ∗ ∈M◦ : T1の辺の向きがµ◦ ⊕ S1と一致



補題 6の証明
適当な最適ポピュラーマッチングµ∗ ∈M◦を考える
µ∗のT1の辺の向きは
あるS ∈ P1に対するµ◦ ⊕ SのT1の辺の向き

と一致する
µ̂ := µ∗のT1の辺の向きをµ◦ ⊕ S1と一致させたもの
(O3) より µ̂ % µ∗ ⇐⇒ µ◦ ⊕ S1 % µ◦ ⊕ S

µ◦ ⊕ S1 % µ◦ ⊕ S =⇒ µ̂ % µ∗

=⇒ µ∗は最適なので µ̂も最適



片側選好：最適ポピュラーマッチング
補題 6の条件を満たすS1に対して µ◦1 := µ◦ ⊕ S1 と定義
µ◦1とT2に対して同様の議論を適用してµ◦2を定義
µ• := T1, T2, . . . , Tmに対して上を実行して得られたもの
∃ 最適なµ∗ ∈M◦ : T1, . . . , Tmの辺の向きがµ•と一致
明らかにこのようなµ∗に対してµ• = µ∗が成り立つ
=⇒ µ∗は最適なのでµ•も最適
以上より最適ポピュラーマッチングが多項式時間で求まる
この問題に関してはKavitha & Nasre (2009)も参照



ポピュラー混合マッチング
混合マッチングとはP = {(µi,αi)}ki=1

- µ1, µ2, . . . , µkはマッチング
- α1,α2, . . . ,αk ∈ R+かつ∑k

i=1 αi = 1

混合マッチングP = {(µi,αi)}ki=1とQ = {(σi, βi)}mi=1

∆(P,Q) :=
k∑

i=1

m∑

j=1

αiβj(|φ(µi,σj)|− |φ(σj, µi)|)

混合マッチングP = {(µi,αi)}ki=1がポピュラー def⇐⇒

∀混合マッチングQ = {(σi, βi)}mi=1 : ∆(P,Q) ≥ 0



ポピュラー混合マッチング
定理 8：Kavitha et al. (2011)

ポピュラー混合マッチングは常に存在する
L, Rを以下のように定義
L := max

{(µi,αi)}ki=1

min
{(σi,βi)}mi=1

k∑

i=1

m∑

j=1

αiβj∆(µi,σj)

R := min
{(σi,βi)}mi=1

max
{(µi,αi)}ki=1

k∑

i=1

m∑

j=1

αiβj∆(µi,σj)

ポピュラー混合マッチングが存在 ⇐⇒ L ≥ 0



定理 8の証明
演習問題 4

L = R

Rの式の右辺で {(µi,αi)}ki=1 := {(σi, βi)}mi=1とすると
R ≥ min

{(σi,βi)}mi=1

m∑

i=1

m∑

j=1

βiβj∆(σi,σj) = 0

演習問題 4の結果よりL = R ≥ 0

=⇒ ポピュラー混合マッチングが存在 "



多面体的ゼロサムゲーム
r個の制約からなる polytope P ⊆ Rd

+が与えられる
P =

{
x ∈ Rd

+ |
d∑

j=1
Mijx(j) ≥ bi (i = 1, . . . , r)

}

2人のプレーヤー R, C の純戦略はPの端点
Rが端点 x, Cが端点 yを選んだ時のR (resp. C) の利得を
payoff(x, y) :=

d∑
i=1

d∑
j=1

wijx(i)y(j) (resp. −payoff(x, y))

で定義（wijは入力として与えられる）



多面体的ゼロサムゲーム
混合戦略 = P内の点 （payoffも自然に拡張）
（端点 x1, . . . , xNと N∑

i=1
αi = 1を満たすα1, . . . ,αN ∈ R+）

混合戦略 x ∈ Pが最適戦略 def⇐⇒ xが以下の最適解
max
x∈P

min
y∈P

payoff(x, y) = max
x∈P

min
y∈P

d∑
i=1

d∑
j=1

wijx(i)y(j)

Dx :=
{
γ ∈ Rr

+ |
r∑

i=1
Mijγ(i) ≤

d∑
i=1

wijx(i) (j = 1, . . . , d)
}

min
y∈P

d∑
i=1

d∑
j=1

wijx(i)y(j) の双対問題 = max
γ∈Dx

r∑
i=1

biγ(i)



多面体的ゼロサムゲーム
よって最適戦略を求める問題は以下のようにかける
Maximize

r∑
i=1

biγ(i)

such that
r∑

i=1
Mijγ(i) ≤

d∑
i=1

wijx(i) (j = 1, . . . , d)

d∑
j=1

Mijx(j) ≥ bi (i = 1, . . . , r)

x ∈ Rd
+, γ ∈ Rr

+

=⇒ 最適戦略が多項式時間で求まる by Kavitha et al (2011)



ポピュラー混合マッチング
X を以下を満たす x ∈ RE

+の集合とする
∀a ∈ A :

∑

e∈E(a)

x(e) = 1, ∀p ∈ P :
∑

e∈E(p)

x(e) ≤ 1

X の端点の集合はマッチングの集合と一致する
演習問題 5

ポピュラー混合マッチングを求める問題はX 上の多面体的
ゼロサムゲームの最適戦略を求める問題に帰着できることを
示せ



片側選好：重み付きポピュラーマッチング
片側選好の重み付きポピュラーマッチングの設定
- 片側選好の入力
- 重み関数ω : A→ R+

マッチングµがポピュラー def⇐⇒

∀マッチングσ :
∑

a∈φ(µ,σ)

ω(a)−
∑

a∈φ(σ,µ)

ω(a) ≥ 0

{ω(a) | a ∈ A} = {ω1,ω2, . . . ,ωk}と仮定
ω(a) = ωi =⇒ aのランクを iとする



片側選好：重み付きポピュラーマッチング
ランク iの a ∈ Aの f -edgeと s-edgeを以下のように定義
f -edgeの定義
どのランク i− 1以下の応募者の f -edgeになっていない
E(a)の辺のなかで最も好ましい辺

s-edgeの定義
どのランク i以下の応募者の f -edgeになっていないE(a)

の辺のなかで最も好ましい辺
注：ランク 1の a ∈ Aの f -edgeは単に最も好ましい辺



片側選好：重み付きポピュラーマッチング
マッチングµがwell-formed

def⇐⇒ µにおいて
- 全ての応募者は f -edgeか s-edgeに割り当てられている
- あるランク iの応募者の f -edgeになっている辺はラン
ク iの応募者に割り当てられている

演習問題 6

Well-formedだがポピュラーではないマッチングが存在する
問題例を作成せよ



講演概要
1 問題設定
2 片側の点のみが選好を持っている場合
3 両側の点が選好を持っている場合
4 発展的な話題
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16 Klaus Heeger, Ágnes Cseh: Popular matchings with weighted voters. CoRR
abs/2110.05901 (2021)
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