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概要
• スケーリング問題は様々な分野に共通に現れる線形代数の問題
• 行列スケーリング: 統計学，機械学習，組合せ最適化...

• 作用素スケーリング: 組合せ最適化，計算量理論，非可換代数，
関数解析...

• 交互最適化（Sinkhornアルゴリズム）で解ける
• Brascamp-Lieb多面体など，組合せ最適化で面白い多面体が現
れる
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講演概要
Part I:行列スケーリング
• 行列スケーリングとは？
• Sinkhornアルゴリズム，凸解析・組合せ最適化との関連，応用

Part II:作用素スケーリング
• 作用素スケーリングとは？
• 作用素Sinkhornアルゴリズム，解析，応用

Part III: Brascamp-Lieb不等式と作用素スケーリング
• Brascamp-Lieb不等式と多面体
• Brascamp-Lieb多面体上の最適化
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行列スケーリング
入力: 非負行列 A ∈ Rn×n

+
出力: 次を満たす正対角行列 L,R:

(LAR)1 = 1 かつ (LAR)>1 = 1

すなわちLARが二重確率行列になるL,R

応用
• マルコフ連鎖の推定 [Sinkhorn 1964]

• 産業連関表の推定（RAS法） [Morioka, Tsuda 2011]

• 最適輸送（Wasserstein距離）の高速計算 [Wilson 1969; Peyré, Cuturi 2019]
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Sinkhornの定理

定理 (Sinkhorn (1964))
正行列A（すなわち任意の i, jで aij > 0）に対し，行列スケーリングの解
(L,R)が常に存在する．

効率的なアルゴリズムで解を見つけられるか？
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Sinkhornアルゴリズム [Sinkhorn 1964]

A>1 = 1と仮定してよい．

A(0) = A

A(2t+1) = Diag(A(2t)1)−1A(2t), (行正規化)
A(2t+2) = A(2t+1)Diag((A(2t+1))>1)−1. (列正規化)

定理 (Sinkhorn (1964))
Aが正行列ならば，A(t)は二重確率行列に収束．
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数値例

A(0) =


1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

1.2000 0.3062 0.4189 0.0214 0.4535
0.9089 0.1533 0.1564 0.4889 0.1104
0.7675 0.3142 0.0410 0.2224 0.1899
1.1235 0.2263 0.3838 0.2672 0.2462


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周辺分布つき行列スケーリング

入力: 非負行列A ∈ Rm×n
+ ，周辺分布 r ∈ Rm

+ , c ∈ Rn
+

出力: 正対角行列L,R s.t.

(LAR)1 = r かつ (LAR)>1 = c.

• Sinkhornの定理やアルゴリズムは容易に周辺分布つき設定に拡
張できる
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行列スケーリングの歴史
1930s Kruithof 電話網の問題
1940s Deming, Stephen 統計
1960s Stone 経済学 (RAS method)

Sinkhorn “行列スケーリング”の定式化
Knopp Sinkhornアルゴリズム

1970s Csiszár 情報理論
1990s Wigderson et al. 理論計算機科学
2010s Cuturi 機械学習

参考文献 [Idel 2016]
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応用: 輸送問題
C ∈ Rm×n

+ : 費用行列, a ∈ Rm
+ , b ∈ Rn

+: 供給/需要

min
P≥O

C • P s.t. P1 = a, P>1 = b

a1 b1

a2 b2

a3 b3

Ciji j

エントロピー正則化 [Wilson 1969]

min
P≥O

C • P + λ
∑
i,j

pij log(pij) s.t. P1 = a, P>1 = b

−→最適解は P ∗ = LAR（L,R: 正対角行列，aij = exp(−cij/λ)）の形
行列スケーリング！

• 近年機械学習で広く活用されている（Wasserstein距離） [Peyré, Cuturi 2019]
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応用: 産業連関表の推定
産業連関表...ある地域における産業間の
取引量をまとめた表．

昨年度の表Aと今年度の行和 r,列和 cが
あるとき，今年度の表 P を推定したい．

供給側
需要側 産業 1 産業 2 . . . 産業 n 行和

産業 1 a11 a12 . . . a1n r1
産業 2 a21 a22 . . . a2n r2

...
...

...
. . .

...
...

産業 m am1 am2 . . . amn rm
列和 c1 c2 . . . cn

KLダイバージェンス最小化
min
P≥O

DKL(P : A) subject to P1 = r, P>1 = c

ここで
DKL(P : A) =

∑
i,j

(
pij log

pij
aij
− pij + aij

)
はKullback–Leibler (KL)ダイバージェンス．
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凸最適化としての解釈
以下，r = c = 1nの場合（二重確率行列へのスケーリング）を考える．

KLダイバージェンス最小化問題の双対問題は，次の関数 f の最小化と等価．

f(x, y) =
∑
i,j

aije
xi+yj −

∑
i

xi −
∑
j

yj

• ∇xf(x, y) = A1− 1, ∇yf(x, y) = A>1− 1

• ∇f(x, y) = 0 ⇐⇒ (L,R) = (Diag(ex),Diag(ey))が解
• f は凸関数．停留点は（本質的に）一意
• Sinkhornアルゴリズムは交互最適化 =⇒ O(1/

√
t)収束

• 各反復は Kullback–Leibler(KL)射影 [Csiszár 1975]

Π1

Π2

A(2k)

A(2k+1)
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交互最適化との等価性
x, y ∈ Rnに対応するAのスケーリングを Ã = Diag(ex)ADiag(ey) と定める．

交互最適化

x(2t+1) = argmin
x∈Rn

f(x, y(2t))

y(2t+1) = y(2t)

Sinkhorn反復

A(2t+1) = Diag(A(2t)1)−1A(2t)

x(2t+2) = x(2t+1)

y(2t+2) = argmin
y∈Rn

f(x(2t+1), y)
A(2t+2) = A(2t+1) Diag((A(2t+1))>1)−1.

どちらも同じ行列A(t)を定める．
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近似行列スケーリング
入力: 非負行列A ∈ Rn×n

+ , ε > 0
出力: 正対角行列Lε, Rε s.t.

‖(LεARε)1− 1‖1 < ε かつ
∥∥(LεARε)>1− 1

∥∥
1 < ε

• Aが近似スケーリング可能
def⇐⇒ ∀ε > 0に対して近似スケーリング解が存在

例
A =

[
1 1
0 1

]
は近似スケーリング可能だが，厳密スケーリング不可能．
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近似スケーリングと二部マッチング

A =

.3 .2 .5
0 .8 .5
.7 0 0


1

2

3

a

b

c
台グラフ

1

2

3

a

b

c
完全マッチング

定理 (Sinkhorn, Knopp (1967))
n× n非負行列A (w.l.o.g. A>1 = 1)に対して，以下は同値:

1 inf f > −∞

2 Aは近似スケーリング可能
3 Aの台グラフは完全マッチングをもつ

これらはO(n2 log2(1/µ))回の Sinkhorn反復で判定可能． µ: A の非零成分の最小値
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証明の準備
Kullback–Leibler (KL)ダイバージェンス
p, a ∈ Rn

+に対し

DKL(p : a) =
∑
i

(
pi log

pi
ai
− pi + ai

) ただし，ai = 0 かつ pi 6= 0 を満た
す i が存在するときは，
DKL(p : a) = +∞ とする．

• DKL(p : a) ≥ 0

• p = a ⇐⇒ DKL(p : a) = 0

• Pinskerの不等式:
∑

i pi =
∑

i ai =: N ならば

DKL(p : a) ≥ 1
2N ‖p− a‖21
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定理の証明 (1/3) f(x, y) =
∑
i,j

aije
xi+yj −

∑
i

xi −
∑
j

yj

① =⇒ ②: tが偶数（行正規化）の場合のみ考える．
• t = 0では (x, y) = (0,0)で f(x, y) = n.

• x+
i = xi − log(A(t)1)iより

f(x+, y)− f(x, y) =
∑
i

(1 + log(A(t)1)i − (A(t)1)i)

= −DKL(1 : A(t)1)

≤ − 1
2n‖A

(t)1− 1‖21 (Pinsker)

f(x, y)

f(x+, y)
− ε2

2n

inf f

よって，‖A(t)1− 1‖1 > εである限り，f は− ε2

2n は減少する．仮定より，
inf f > −∞なので，有限回反復で行制約が満たされる．

※より強く O(1/
√
t) 収束が言えている
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定理の証明 (2/3)
② =⇒ ③: ‖A1− 1‖1 ≤ ε, A>1 = 1として，
Hall条件 |S| ≤ |Γ(S)|（S:列部分集合）を示す．（Γ(S) =S の隣接点）

|S| =
∑
j∈S

∑
i∈Γ(S)

aij ≤
∑

i∈Γ(S)

∑
j∈[n]

aij

≤
∑

i∈Γ(S)

(1 + |
∑
j∈[n]

aij − 1|)

≤ |Γ(S)|+ ‖A1− 1‖1
≤ |Γ(S)|+ ε

ε→ 0とすれば |S| ≤ |Γ(S)|.
※上式より，ε = 1/2 に取れば Hall 条件を厳密に check できる

O

∗ ∗
∗

Γ(S)

S
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定理の証明 (3/3)
③ =⇒ ①:

演習問題
KLダイバージェンス最小化問題 infP

{
DKL(P : A) : P ≥ O,P1 = 1, P>1 = 1

}の
Lagrange双対問題は supx,y−f(x, y).

弱双対性から，sup−f(x, y) ≤ inf
{
DKL(P : A) : P ≥ O,P1 = 1, P>1 = 1

}
.

いま，Aの台グラフが完全マッチングM を持つので，P として

Pij =
{
1 ij ∈M

0 otherwise

を取ると，P1 = 1, P>1 = 1かつ
DKL(P : A) =

∑
ij∈M

log 1
aij

< +∞

※ここから inf f = Ω(n logµ) も従う
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周辺分布つき行列スケーリングへの拡張
一般の行和 r,列和 cへのスケーリングにも容易に拡張できる．

f(x, y) =
∑
i,j

aije
xi+yj −

∑
i

rixi −
∑
j

cjyj

定理 (一般周辺分布の Sinkhorn–Knoppの定理)
非負m× n行列Aに対して，以下は同値:

1 inf f > −∞

2 Aが行和 r,列和 cへ近似スケーリング可能
3 Aの台グラフが (r, c)輸送を持つ

これらはO(n2 log2(1/µ))回の Sinkhorn反復で判定可能． µ: A の非零成分の最小値
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Part Iのまとめ
入力 A: 非負行列,

スケーリング Ã := LAR（L,R: 正対角行列）

スケーリング 関数 f(x, y) Aの台グラフの条件
(ex)>A(ey)− 1>x− 1>y

(ex)>A(ey)− r>x− c>y

二重確率
Ã1 = 1, Ã>1 = 1

完全マッチングが存在
⇐⇒ |S| ≤ |Γ(S)|

周辺分布
Ã1 = r, Ã>1 = c

(r, c)輸送が存在
⇐⇒ c(S) ≤ r(Γ(S))

(ex) := Diag(ex), S: 列部分集合，Γ(S): S の隣接点
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作用素スケーリング
行列スケーリングの一般化（Gurvits (2004)が導入）
応用
• Edmonds問題 [Gurvits 2004; Ivanyos, Qiao, Subrahmanyam 2017; Ivanyos, Qiao, Subrahmanyam 2018; Garg,

Gurvits, Oliveira, Wigderson 2020]（cf.平井先生のCOSS 2019）
• Brascamp–Lieb不等式 [Garg, Gurvits, Oliveira, Wigderson 2018]

• Quantum Schrödinger bridge [Georgiou, Pavon 2015]

• Paulsen問題 [Kwok, Lau, Lee, Ramachandran 2018; Kwok, Lau, Ramachandran 2019; Hamilton, Moitra 2021]

• TylerのM推定量 [Franks, Moitra 2020],行列正規分布の共分散推定 [Dutilleul 1999; Drton,

Kuriki, Hoff 2021]

• 計算的不変式論 [Allen-Zhu, Garg, Li, Oliveira, Wigderson 2018].
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作用素スケーリング

入力: 行列A1, . . . , Am ∈ Cn×n

出力: 正則行列L,R ∈ GL(n) s.t. Ãi := LAiR
†が次を満たす:

m∑
i=1

ÃiÃi
† = I かつ

m∑
i=1

Ãi
†
Ãi = I

†: 複素共役転置
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例
n = 2, m = 3

A1 =
[
α 0
0 0

]
, A2 =

[
0 β
0 0

]
, A3 =

[
0 0
γ 0

]
とする．このとき，∑

i

AiA
†
i =

[
|α|2 + |β|2 0

0 |γ|2
]
,
∑
i

A†
iAi =

[
|α|2 + |γ|2 0

0 |β|2
]

である．

演習問題
上の例を参考にして，行列スケーリングを作用素スケーリングで表現せよ．
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近似版作用素スケーリング
入力: 行列A1, . . . , Am ∈ Cn×n, ε > 0
出力: 正則行列 Lε, Rε ∈ GL(n) s.t.∥∥∥∥∥

m∑
i=1

ÃiÃi
† − I

∥∥∥∥∥
1

< ε かつ
∥∥∥∥∥

m∑
i=1

Ãi
†
Ãi − I

∥∥∥∥∥
1

< ε.

（ここで Ãi = LεAiR
†
ε）

核ノルム（トレースノルム）: ‖M‖1 :=
∑n

i=1|λi(M)|

• 近似スケーリング可能 def⇐⇒ ∀ε > 0に対して近似スケーリング解が存在
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完全正値写像
• 行列間の線形写像Φ : Cn×n → Cn×nとΦ∗ : Cn×n → Cn×nをそれぞれ

Φ(X) =
m∑
i=1

AiXA†
i , Φ∗(X) =

m∑
i=1

A†
iXAi

と定める．（Φは完全正値 (CP)写像，Φ∗はΦの双対写像と呼ばれる）
• 正則行列 L,Rに対し，“スケーリングされた写像” ΦL,RとΦ∗

L,Rを

ΦL,R(X) =
m∑
i=1

ÃiXÃi
† Φ∗

L,R(X) =
m∑
i=1

Ãi
†
XÃi

で定める．ここで Ãi = LAiR
†.

• 作用素スケーリングは与えられたΦに対し，ΦL,R(I) = I , Φ∗
L,R(I) = Iとなる

正則行列 L,Rを求める問題．
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行列スケーリングとの対比
行列スケーリング 作用素スケーリング

入力 非負行列A : Rn×n
+

対応する錐 Rn
+: ARn

+ ⊆ Rn
+ PSDn: Φ(PSDn) ⊆ PSDn

出力 L,R: 正対角行列 L,R: 正則行列
スケーリング Ã = LAR

制約 A1 = 1, A>1 = 1 Φ(I) = I , Φ∗(I) = I

Ai ∈ Cn×n (i ∈ [m])
or CP写像Φ : Cn×n → Cn×n

Ãi = LAiR
†

or Φ̃ = ΦL,R

※ PSDn: n× n 半正定値エルミート行列の集合
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作用素Sinkhornアルゴリズム [Gurvits 2004]

Φ∗(I) = Iと仮定して良い．次の作用素の反復Φ(0),Φ(1), . . . を考える．

Φ(0) = Φ
Φ(2t+1) = Φ(2t)

L,I ここで Lは LΦ(2t)(I)L† = Iを満たす行列

Φ(2t+2) = Φ(2t+1)
I,R ここでRはRΦ(2t+1)∗(I)R† = Iを満たす行列

※ Cholesky 分解や行列平方根を使えば L,R は簡単に求められる

定理 (Gurvits (2004))
Φが近似スケーリング可能ならば，Φ(t)は解に収束する．
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連続最適化としての解釈
X,Y : n× n正定値エルミート行列

f(X,Y ) = X • Φ(Y )− log detX − log detY

補題
∇Xf(X,Y ) = Φ(Y )−X−1, ∇Y f(X,Y ) = Φ∗(X)− Y −1

（証明）∇X log detX = X−1とX • Φ(Y ) = Φ∗(X) • Y から従う．

補題
∇f(X,Y ) = O ⇐⇒ L†L = X,R†R = Y を満たす (L,R)が解
（証明）∇Xf(X,Y ) = O ⇐⇒ Φ(Y ) = X−1 ⇐⇒ ΦI,R(I) = X−1.
X = L†LよりX−1 = L−1L−†であるから，両辺に左右から L,L†を掛けると
LΦI,R(I)L† = ΦL,R(I) = I .
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交互最適化との等価性
X,Y に対応するスケーリング: L†L = X,R†R = Y としてΦL,R

交互最適化

X ← argmin
X�O

f(X,Y )

Y ← argmin
Y�O

f(X,Y )

作用素Sinkhorn

Φ← ΦL,I (LΦ(I)L† = I)

Φ← ΦI,R (RΦ∗(I)R† = I)

どちらも同じΦ(t)を定める．
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作用素スケーリングの基本定理
行列スケーリングにおける Sinkhorn-Knoppの定理の拡張として，以下が成り立つ．
定理 (Gurvits (2004))
以下は同値:

1 inf f > −∞

2 Φは近似スケーリング可能
3 任意の部分空間 U に対し dimU ≤ dim(

∑
i AiU)

以下，線形代数を用いたGurvitsの証明を説明する．
cf. Hadamard空間上の凸解析を用いた証明 [Hirai 2023]
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定理の証明 (1/3)
① =⇒ ②: Lの更新（Xの更新）を考える．(X,Y )に対応するスケーリングを
Φ̃ = ΦL,Rとする．

f(L†X ′L, Y ) = X ′ • Φ̃(I)− log detX ′ − log detX − log detY
f(L†X ′L, Y )− f(X,Y ) = X ′ • Φ̃(I)− log detX ′ − I • Φ̃(I)

X ′について最小化すると，X ′ = Φ̃(I)−1より
f(X+, Y )− f(X,Y ) = n+ log det Φ̃(I)− tr Φ̃(I)

=
n∑

i=1

(1 + log λi(Φ̃(I))− λi(Φ̃(I)))

= −DKL(1 : λ(Φ̃(I)))

≥ − 1
2n‖1− λ(Φ̃(I))‖21

λ(M): M の固有値を並べたベクトル

よって，‖I − Φ̃(I)‖1 > εである限り f が ε2

2n 以上改善．
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定理の証明 (2/3)
② =⇒ ③: W.l.o.g.

∑
i A

†
iAi = Iとしてよい．任意の部分

空間 U を取る．W =
∑

i AiU とする．U への直交射影行
列をΠU とすると，

dimU = ΠU • I = Π2
U •
∑
i

A†
iAi

=
∑
i

‖AiΠU‖2F ≤
∑
i

‖ΠWAi‖2F

= ΠW •
∑
i

AiA
†
i = ΠW • I +ΠW •

(
I −

∑
i

AiA
†
i

)
≤ dimW + ε

O
Ai =
∗ ∗
∗

W

U

よって，ε→ 0とすると dimU ≤ dim(
∑

i AiU).
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定理の証明 (3/3)
③ =⇒ ①: 行列スケーリングに帰着．X,Y � Oの固有分解を

X = P Diag(ex)P † =
∑
i

exipip
†
i , Y = QDiag(ey)Q† =

∑
j

eyjqjq
†
j

（P,Q: ユニタリ行列）とおき，P,Q ∈ U(n), x, y ∈ Rnの最適化問題にする．
f(X,Y ) = X • Φ(Y )− log detX − log detY

=
∑
i,j

pip
†
i • Φ(qjq

†
j)

:= (aP,Q)ij

exi+yj −
∑
i

xi −
∑
j

yj

非負行列 (aP,Q)ijに対する行列スケーリングの目的関数！
仮定より，任意の P,Qに対してAP,QはHall条件を満たすので，近似スケーリング
可能．∴ infx,y∈Rn fAP,Q

(x, y) > −∞．
ユニタリ行列全体 U(n)はコンパクトなので infP,Q∈U(n) infx,y∈Rn fAP,Q

(x, y) > −∞.
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Sinkhornアルゴリズムの反復回数解析
現在の解が制約を ε以上破る =⇒ 次の反復で f が ε2

2n 以上改善する．

難しい部分: infX,Y�O f(X,Y )の下界は？ （[Gurvits 2004] は特殊な Ai のみ解析）

Breakthrough [Garg, Gurvits, Oliveira, Wigderson 2020]代数的不変式論を用いた下界の証明
定理 (degree bound [Derksen 2001])
dimU ≤ dim(

∑
i AiU) ⇐⇒ det (

∑m
i=1 Ai ⊗Xi) 6= 0. ここで，Xiは各成分が可換

変数の n× n行列
背後にある数学: 自由斜体，非可換ランク，幾何学的不変式論（cf.平井@COSS2019）

定理 ([Garg, Gurvits, Oliveira, Wigderson 2020])
Aiが整数行列の場合，inf f = −O(n log(Mmn)). ここで，M はAiの成分の絶対値
の最大値．
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長方作用素への拡張
入力: 行列A1, . . . , Am ∈ Cn1×n2

出力: 正則行列L ∈ GL(n1), R ∈ GL(n2) s.t.

m∑
i=1

ÃiÃi
† = 1

n1
In1 かつ

m∑
i=1

Ãi
†
Ãi =

1
n2

In2

ここで，Ãi = LAiR
†.

†: 複素共役転置

Gurvitsの定理や作用素Sinkhornアルゴリズムは長方作用素へ容易に
拡張できる．
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長方作用素への拡張
X : n1 × n1正定値行列，Y : n2 × n2正定値行列, Φ : Cn2×n2 → Cn1×n1 : CP写像

f(X,Y ) = X • Φ(Y )− 1
n1

log detX − 1
n2

log detY

• ∇f(X,Y ) = 0 ⇐⇒ L†L = X,R†R = Y を満たす (L,R)が解
• 交互最適化として自然に Sinkhornアルゴリズムが得られる

Φ(2t+1) ← Φ(2t)
L,I (LΦ(2t)(In2)L† = 1

n1
In1)

Φ(2t+2) ← Φ(2t+1)
I,R (RΦ(2t+1)∗(In1)R† = 1

n2
In2)
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応用: 行列正規分布の共分散推定 [Drton, Kuriki, Hoff 2021]

G: 各成分が標準正規分布の d× d行列
L: d× d1行列, R: d× d2行列
に対して，L>GRの分布を行列正規分布と呼び，
Σ1 := R>R,Σ2 := L>Lを共分散行列と呼ぶ．

L> G

∼ N(0, 1)

R

対数尤度関数
データA1, . . . , Amに対して，対数尤度関数は

ℓ(Σ1,Σ2) = −
1
2 tr

(
m∑
i=1

Σ−1
2 A>

i Σ−1
1 Ai

)
− d2

2 log detΣ1 −
d1
2 log detΣ2 + const.

• (X,Y )← (Σ−1
1 ,Σ−1

2 )と変数変換すると長方作用素の f(X,Y )と一致．
• 作用素 Sinkhornは flipflop法 [Dutilleul 1999]として知られていた
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一般の周辺分布への拡張 [Franks 2018]

入力: 行列A1, . . . , Am ∈ Cn1×n2,周辺分布 p ∈ Rn1
+ , q ∈ Rn2

+
（ただし p1 ≥ · · · ≥ pn1 ≥ 0, q1 ≥ · · · ≥ qn2 ≥ 0）

出力: 正則上三角行列L ∈ GL(n1), R ∈ GL(n2) s.t.

m∑
i=1

ÃiÃi
† = Diag(p) かつ

m∑
i=1

Ãi
†
Ãi = Diag(q)

ここで，Ãi = LAiR
†.

†: 複素共役転置

※近似スケーリングの定義も同様
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一般の周辺分布への拡張 [Franks 2018]

f(X,Y ) = X • Φ(Y )−
n1∑
i=1

(pi − pi+1) log∆i(X)−
n2∑
j=1

(qj − qj+1) log∆j(Y )

ここで ∆i(X)はXの i番目の首座小行列式．また pn1+1 := 0, qn2+1 := 0.

演習問題
∇f(X,Y ) = 0 ⇐⇒ L†L = X,R†R = Y を満たす上三角 (L,R)が解

Sinkhorn反復 [Franks 2018]

Φ(2t+1) ← Φ(2t)
L,I (LΦ(2t)(I)L† = Diag(p))

Φ(2t+2) ← Φ(2t+1)
I,R (RΦ(2t+1)∗(I)R† = Diag(q))
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一般周辺分布に対する定理
• 部分空間 U ≤ Cn1 , V ≤ Cn2がΦ安定 def⇐⇒ ΠU • Φ(ΠV ) = 0
• 標準旗 Fi := 〈e1, . . . , ei〉 (i = 1, . . . , n1), Gj := 〈e1, . . . , ej〉 (j = 1, . . . , n2)

定理 ([Franks 2018])
p ∈ Rn1

+ , q ∈ Rn2
+ (p1 ≥ · · · ≥ pn1 ≥ 0, q1 ≥ · · · ≥ qn2 ≥ 0,

∑
i pi =

∑
j qj =: N )とす

る．以下は同値:

1 inf f > −∞

2 Φは (p, q)へ近似スケーリング可能
3 任意のΦ安定部分空間 (U, V )に対し，

n1∑
i=1

(pi − pi+1) dim(U ∩ Fi) +
n2∑
j=1

(qj − qj+1) dim(V ∩Gj) ≤ N.
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Part IIのまとめ
入力 A1, . . . , Am: 行列
←→ CP写像 Φ(X) =

∑m
i=1 AiXA†

i ,双対CP写像 Φ∗(X) =
∑m

i=1 A
†
iXAi,

スケーリング Ãi := LAiR
† （L,R: 正則上三角行列）←→ Φ̃(X) :=

∑m
i=1 ÃiXÃ†

i

スケーリング 関数 f(X,Y ) Aの代数的条件
X • Φ(Y )− log detX − log detY

X • Φ(Y )− log detX
n1

− log detY
n2

dimU
n1
≤ dim(

∑
i AiU)

n2

（略） （略）

二重確率
Φ̃(I) = I , Φ̃∗(I) = I

dimU ≤ dim(
∑

i AiU)

長方作用素
Φ̃(I) = I

n1
, Φ̃∗(I) = I

n2

周辺分布
Φ̃(I) = p, Φ̃∗(I) = q

U : 部分空間
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講演概要
Part I:行列スケーリング
• 行列スケーリングとは？
• Sinkhornアルゴリズム，凸解析・組合せ最適化との関連，応用

Part II:作用素スケーリング
• 作用素スケーリングとは？
• 作用素Sinkhornアルゴリズム，解析，応用

Part III: Brascamp-Lieb不等式と作用素スケーリング
• Brascamp-Lieb不等式と多面体
• Brascamp-Lieb多面体上の最適化

45 / 61



ブロック構造のある作用素スケーリング
応用では，Φ,Φ∗はブロック対角行列である場合が多い．

L =

L1
L2

L3

, Φ(X) =

Φ1(X)
Φ2(X)

Φ3(X)

, Φ∗(X) =
[
Φ∗

1(X)
Φ∗

2(X)

]
, R =

[
R1

R2

]

補題
周辺分布つき作用素スケーリングにおいて，Φ,Φ∗が上のようなブロック構造を持
つとする．このとき，スケーリング行列 L,Rも同じブロック構造を持つと仮定し
ても，近似スケーリング可能性は（一般の上三角 L,Rと）変わらない．
（証明）SinkhornアルゴリズムはΦ,Φ∗と同じブロック構造を持つ L,Rを生成する
ので．

Φ安定部分空間 (U, V )も同様の直和構造を持つ．
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Brascamp–Lieb不等式
B = (B1, . . . , Bm): Bℓ ∈ Rnℓ×n...行フルランク行列，p = (p1, . . . , pm) ∈ Rm

+

定理 (Brascamp, Lieb (1976))
次を満たす定数 BL(B, p) ∈ (0,+∞]が存在する:
任意の非負可測関数 fℓ : Rnℓ → R+ (ℓ = 1, . . . ,m)に対して，∫

Rn

m∏
ℓ=1

(fℓ(Bℓx))pℓdx ≤ BL(B, p) ·
m∏
ℓ=1

[∫
Rnℓ

fℓ(xℓ)dxℓ

]pℓ
.

演習問題
BL不等式はHölder不等式, Loomis–Whitney不等式, etc.の一般化であることを示せ
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Brascamp–Lieb不等式
BL不等式の成り立つ最良のBL(B, p)をBrascamp–Lieb定数という．
以下，BL(B, p)は最良定数であるとする．

定理 (Lieb (2002))

BL(B, p) = sup
X1,...,Xm�O

[ ∏m
ℓ=1 det(Xℓ)pℓ

det(
∑m

ℓ=1 pℓB
>
ℓ XℓBℓ)

]1/2
よって

−2 log BL(B, p) = inf
X1,...,Xm�O

[
log det

(
m∑
ℓ=1

pℓB
>
ℓ XℓBℓ

)
−

m∑
ℓ=1

pℓ log det(Xℓ)
]

（後で使う）
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Brascamp–Lieb多面体
Brascamp–Lieb多面体 [Bennett, Carbery, Christ, Tao 2008]

Bℓ: nℓ × n行列，行フルランク (ℓ = 1, . . . ,m)

B =

x ∈ Rm :

∑m
ℓ=1 xℓ dim(BℓV ) ≥ dim(V ) (V ≤ Rn)∑m
ℓ=1 xℓnℓ = n

x ≥ 0


部分空間

ランク kの BL多面体 def⇐⇒ nℓ = k (ℓ = 1, . . . ,m)

• p ∈ B ⇐⇒ BL(B, p) < +∞（後述）
• 線形マトロイド基多面体，線形共通基多面体，分数線形マトロイドマッチン
グ多面体など，組合せ最適化の重要な多面体を含む [Barthe 1998; Garg, Gurvits, Oliveira,

Wigderson 2018; Franks, Soma, Goemans 2023]

49 / 61



BL不等式と作用素スケーリング
定理 ([Bennett, Carbery, Christ, Tao 2008; Garg, Gurvits, Oliveira, Wigderson 2018])
以下は同値:

1 BL(B, p) < +∞

2 任意の ε > 0に対し，正則行列 gℓ ∈ GL(nℓ), h ∈ GL(n)が存在して
B̃ℓ := gℓBℓhが次を満たす:

∥∥B̃ℓB̃
>
ℓ − pℓInℓ

∥∥
1 < ε (ℓ = 1, . . . ,m),

∥∥∥∥∥
m∑
ℓ=1

B̃>
ℓ B̃ℓ − In

∥∥∥∥∥
1

< ε

3 p ∈ B, i.e.,
∑m

ℓ=1 pℓnℓ = nかつ∑m
ℓ=1 pℓ dim(BℓV ) ≥ dim(V ) (V ≤ Rn)

目標: 周辺分布つき作用素スケーリングを用いて証明する
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作用素スケーリングとの対応 (1/2)
CP写像Φ : Cn×n →

⊕m
ℓ=1 Cnℓ×nℓを

Φ(Y ) :=

 . . .
B1Y B>

1

BmY B>
m

, Φ∗ :

 . . .
X1

Xm

, 7−→ m∑
ℓ=1

B>
ℓ XℓBℓ

と定める．

p̄ := (p1 . . . p1︸ ︷︷ ︸
n1 個

. . . pm . . . pm︸ ︷︷ ︸
nm 個

)とすると，Diag(p̄) =

 . . .
p1In1

pmInm

.

よって，条件② ⇐⇒ Φが周辺分布 (r, q) = (p̄,1)に近似スケーリング可能．
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作用素スケーリングとの対応 (2/2)
f(X,Y ) = X • Φ(Y )−

n1∑
i=1

(ri − ri+1) log∆i(X)−
n2∑
j=1

(qj − qj+1) log∆j(Y )

これを先のΦと (r, q) = (p̄,1)に適用する．ほとんどの i, jで ri − ri+1 = 0,
qj − qj+1 = 0となることに注意すると，

f(X1, . . . , Xm;Y ) =
m∑
ℓ=1

Xℓ •BℓY B>
ℓ −

m∑
ℓ=1

pℓ log detXℓ − log detY.

さらにX1, . . . , Xmを固定すると Y = (
∑m

ℓ=1 B
>
ℓ XℓBℓ)−1が最適なので，

inf f(X,Y ) = inf
X

(
m∑
ℓ=1

nℓ −
m∑
ℓ=1

pℓ log detXℓ + log det(
m∑
ℓ=1

B>
ℓ XℓBℓ)

)
= const.− 2 log BL(B, p). (Liebの結果)

よって，inf f > −∞ ⇐⇒ BL(B, p) < +∞. 52 / 61



Brascamp–Lieb多面体の導出 (1/2)

定理 (再掲)
Φが (r, q)へ近似スケーリング可能 ⇐⇒

(1)
∑

i ri =
∑

j qj =: N

(2) 任意のΦ安定部分空間 (U, V )に対し
n1∑
i=1

(ri − ri+1) dim(U ∩ Fi) +
n2∑
j=1

(qj − qj+1) dim(V ∩Gj) ≤ N.

これを先のΦと (r, q) = (p̄,1)に使う．
(1):

∑m
ℓ=1 pℓnℓ = n.
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Brascamp–Lieb多面体の導出 (2/2)
(2): 任意のΦ安定部分空間 U =

⊕m
ℓ=1 Uℓ, V に対し，

m∑
ℓ=1

pℓ dimUℓ + dim V ≤ n.

Φ安定 ⇐⇒ Uℓ ≤ (BℓV )⊥なので，V を固定すると，Uℓ = (BℓV )⊥が dimUℓを最大
にする．よって，Uℓを消去して

m∑
ℓ=1

pℓ(nℓ − dim(BℓV )) + dim V ≤ n. (V ≤ Rn)

∑
ℓ pℓnℓ = nより，∑ℓ pℓ dim(BℓV ) ≥ dim V となる．
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BL多面体の階層
一般ランク

ランク 2
線形共通基多面体 [GGOW18]

ランク 1
=線形マトロイド基多面体 [Barthe 1998]

ランク 2 BL =分数線形マトロイドマッチング多面体
[Franks, Soma, Goemans 2023]
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BL多面体の劣モジュラ性
Bennett, Carbery, Christ, Tao (2008)

B =

x ∈ Rm :

∑m
ℓ=1 xℓ dim(BℓV ) ≥ dim(V ) (V ≤ Rn)∑m
ℓ=1 xℓnℓ = n

x ≥ 0


↓ V := V ⊥と書き換え

B =

x ∈ Rm :

∑m
ℓ=1 xℓ dim(row(Bℓ) ∩ V ) ≤ dim(V ) (V ≤ Rn)∑m
ℓ=1 xℓnℓ = n

x ≥ 0


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BL多面体の劣モジュラ性

B =

x ∈ Rm :

∑m
ℓ=1 xℓ dim(row(Bℓ) ∩ V ) ≤ dim(V ) (V ≤ Rn)∑m
ℓ=1 xℓnℓ = n

x ≥ 0


V ≤ Rnに対し

aℓ(V ) = dim(row(Bℓ) ∩ V ) , r(V ) = dim(V )

とおくと
• aℓ : 優モジュラ関数 aℓ(U) + aℓ(V ) ≤ aℓ(U + V ) + aℓ(U ∩ V )
• r : モジュラ関数 r(U) + r(V ) = r(U + V ) + r(U ∩ V )
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BL多面体の劣モジュラ性
次の多面体P を考える

P :=
{
x ∈ Rm :

∑m
ℓ=1 aℓ(V ) xℓ ≤ r(V ) (V ≤ Rn)

x ≥ 0

}

• B = P ∩ {x :
∑m

ℓ=1 aℓ(Rn)xℓ = r(Rn)}
• P : 二部マッチング多面体，
B: 二部完全マッチング多面体に対応
• cf. ダイヤモンド直積上の劣モジュラ多面体

[Fujishige, Király, Makino, Takazawa, Tanigawa 2022]

B

P
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Brascamp–Lieb多面体上の線形最適化
重みベクトル w ∈ Rm

maximize w>x subject to x ∈ B [or x ∈ P ]

• 線形マトロイドの最大重み基，最大重み線形共通基，最大重み分数線形マト
ロイドマッチングなどの一般化

• 一般ランク: 計算量は未解決
• 作用素スケーリング+shrunk subspaceによる擬多項式時間分離オラクル

[Garg, Gurvits, Oliveira, Wigderson 2018]
• 多項式時間弱メンバーシップオラクル [Burgisser, Franks, Garg, Oliveira, Walter,

Wigderson 2018]
• 楕円体法を使わない直接的な疑多項式時間アルゴリズム [Franks, Soma,

Goemans 2023]

• ランク 2: 重み付き非可換 Edmonds問題による強多項式時間アルゴリズム
[Hirai, Iwamasa, Oki, Soma 2023] 59 / 61



Part IIIのまとめ
• Brascamp–Lieb不等式に現れる最良定数は作用素スケーリング
により計算可能
• BL(B, p) < +∞となる pの全体 = Brascamp–Lieb多面体．
• BL多面体は，線形マトロイド基多面体，線形共通基多面体，分
数線形マトロイドマッチング多面体など，組合せ最適化の重要な
多面体を含む．
• 一般のBL多面体上の線形最適化は未解決だが，ランク 2以下の
場合は強多項式時間アルゴリズムが存在する．
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概要
• スケーリング問題は様々な分野に共通に現れる線形代数の問題
• 行列スケーリング: 統計学，機械学習，組合せ最適化...

• 作用素スケーリング: 組合せ最適化，計算量理論，非可換代数，
関数解析...

• 交互最適化（Sinkhornアルゴリズム）で解ける
• Brascamp-Lieb多面体など，組合せ最適化で面白い多面体が現
れる
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