
演習問題



演習問題１
すべてのエージェントは加法的評価関数をもつとする．

任意の 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 に対して，次のいずれかが成り立つ：

• 𝐴𝑗 に含まれる，𝑖 にとって正の価値のアイテムが高々ひとつ．

• あるアイテム 𝑔 ∈ 𝐴𝑗  が存在して，

     𝑣𝑖(𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝐴𝑗 ∖ 𝑔) かつ 𝑣𝑖(𝐴𝑖) ≥ 𝑣𝑖(𝑔) 

配分 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ EFL ⟺
def

Envy-Cycle Elimination Algorithmを，各反復において，入次数 0 である

エージェント 𝑖 を一人選び，未配分アイテムの中から 𝑖 にとって最も価値の

高いアイテムを与えるように修正する．この修正版アルゴリズムがEFL配分

を出力することを示せ．



演習問題２
すべてのエージェントは同一の加法的評価関数 𝑣 をもつとする．

𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛  を任意のEF1配分，

𝐴∗をNash social welfare 最大の配分，NSW 𝐴∗ > 0 とする．ただし，

NSW 𝐴 ≔ ෑ

𝑖∈𝑁

𝑣 𝐴𝑖

1
𝑛

.

(1) 各 𝑖 ∈ 𝑁  について，𝐴𝑖  に含まれる最大価値のアイテムを𝑔𝑖とする．

ℓ ≔ min
𝑖∈𝑁

𝑣 𝐴𝑖 , 𝐻 ≔ {𝑔1, … , 𝑔𝑛} とおく．

𝐻 の任意の分割 𝐻1, … , 𝐻𝑛 に対して，

(2)  NSW 𝐴 ≥
1

4
NSW 𝐴∗  を示せ．

ෑ

𝑖∈𝑁

(ℓ + 𝑣 𝐻𝑖 ) ≤ ෑ

𝑖∈𝑁

(ℓ + 𝑣 𝑔𝑖 )

が成り立つことを示せ．



演習問題３

∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝑀, 𝑣𝑖(𝑔1) ≥ 𝑣𝑖(𝑔2) ⟺ 𝑣𝑗 𝑔1 ≥ 𝑣𝑗 𝑔2 .

インスタンス ℐ = (𝑁, 𝑀, {𝑣𝑖}𝑖∈𝑁): 同一ランキング ⟺
def

同一ランキングなインスタンスにおいて，EFX配分が存在することを示せ．

𝑔1 𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 𝑔6

20 15 10 9 5 0

12 10 9 8 6 5

16 15 5 4 2 1

1

2

3

すべてのエージェントは加法的評価関数をもつとする．



演習問題４

すなわち，全エージェントの最小評価値を減少させることなく，

EFX 配分へ変換する． 

この問題に対する多項式時間アルゴリズムを設計せよ．

問題

入力： 𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) ：任意の配分

出力： 𝑋′ = (𝑋1
′ , … , 𝑋𝑛

′ ) ：次を満たすEFX配分

min 𝑣 𝑋1 , … , 𝑣 𝑋𝑛 ≤ min 𝑣 𝑋1
′ , … , 𝑣 𝑋𝑛

′

すべてのエージェントは同一の加法的評価関数 𝑣 をもつとする．
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演習問題５

(1) 𝐴 = 𝐴1, … , 𝐴𝑛 ∶ fPO配分

(2) 𝐺𝐴 は負閉路をもたない

(3) 𝑛 個の正の実数 𝑤1, … , 𝑤𝑛 が存在して，𝐴 は σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖 ∙ 𝑐𝑖(𝐴′𝑖) を最小化する配分

つぎは同値であることを示せ．

𝐺𝐴 ≔ 𝑁, 𝑀; 𝐸 , 𝑑: 𝐸 → ℝ

➢  ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑗 ∈ 𝑀, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸

➢   (𝑗, 𝑖) ∈ 𝐸   ⟺   𝑗 ∈ 𝐴𝑖

➢ 𝑑𝑖,𝑗 ≔ ln 𝑐𝑖,𝑗

➢ 𝑑𝑗,𝑖 ≔ − ln 𝑐𝑖,𝑗 3

2

1 1

2

3

itemsagents
𝐺𝐴

すべてのエージェントは正の加法的コスト関数をもつとする．



演習問題６
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以下の 𝐺 𝒘, 𝒑  に対して，各アイテムを 𝐺 𝒘, 𝒑  の辺に沿って

適切に配分することにより，pEF1配分が得られることを示せ．
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